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Uber Summen von Primzahlen und Primzahlquadraten. 
Von 
J. G. van der Corput in Groningen (Niederlande). 





Einleitung. 

Diese Arbeit besteht aus vier Paragraphen, von denen der erste die An- 
zahl F, (t) der Darstellungen t = Kp + K’p’, weiter die Anzahl F, (t) der 
Darstellungen t = Kp + K,p? + K,p? und schlieBlich die Anzahl F, (t) 
der Darstellungen t = K,p? + K,p? + Kp? + Kyp? behandelt; hierin 
sind K, K’, K,, K,, K,, Ky gegebene ganze Zahlen + 0 und p, p’, p,, Po, Ps, Ps 
Primzahlen, die in gegebenen Intervallen liegen. In § 1 wird auch noch unter- 
sucht, welche Zahlen s auf die Gestalt 


s=Kp+K’p' +x (2) baw. s = Kp + K’p’ + x(p"), 

s=Kp+Ky,pi+ Kapi+x(z) » 8 = Kp +K p+ Kypi +x (p"), 

s= K,pi+...+Kgpg+x(z) ,, 8=K,pi+...+ Kepi +x (p") 
gebracht werden kénnen; hierin bezeichnet x (z) irgendein gegebenes ganz- 
wertiges Polynom, z eine in einem gegebenen Intervali liegende natiirliche 
Zahl, p” eine in einem gegebenen Intervall liegende Primzahl. 

In §2 behandle ich die Anzahl der Darstellungen t = Kp + K'p’ 
wobei K und K’ gegebene ganze Zahlen + 0 bezeichnen und die Primzahlen p 
und p’ nicht nur zu gegebenen Intervallen, sondern auch zu gegebenen arithme- 
tischen Progressionen gehéren. In demselben Paragraphen untersuche ich, 
welche Zahlen s auf die Gestalt s = Kp + K’'p’+y (x) bzw. s = Kp 
+ K'p’ + %(p") gebracht werden kénnen, wobei die Primzahlen p, p’, p” 
und die natiirliche Zahl x gegebenen Intervallen und gegebenen arithmetischen 
Progressionen angehéren. 

§ 3 enthalt den Beweis der Satze 1, 2 und 3; § 4 den Beweis von Satz 10. 
Die Beweise stiitzen sich auf die bekannte Methode, die Herr J. M. Vino- 
gradow im Mai 1937 publiziert hat. 


§1. 
Darstellungen durch Primzahlen ohne Beschrinkungen. 
F, (t) sei die Anzah] der Darstellungen ¢ = Kp + K’p’, wo K und K’ 


gegebene ganze teilerfremde Zahlen + 0 bezeichnen und die Primzahlen p 
und p’ in den gegebenen Intervallen 


A<pSB, A<pSP 
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liegen. F(t) sei die Anzahl der Darstellungen ¢ = Kp + K,p? + K,p?, 
wo K, K, und K, gegebene ganze Zahlen mit gréBtem gemeinsamen Teiler 1 
bezeichnen und die Primzahlen p, p, und p, in den gegebenen Intervallen 


A<psB, A,<py,SB,, A,<pSB, 


liegen. SchlieBlich sei F, (t) die Anzahl der Darstellungen t = K,p? +... 
+ K,p?, wo K,, K,, K,, Kg gegebene ganze Zahlen mit gré8tem gemeinsamen 
Teiler 1 bezeichnen und die Primzahlen p,, p,, pz, py in den gegebenen 
Intervallen 


Ay<mSB, A<peSB, As<psSBs, Av<mSB, 
liegen. In dieser Arbeit wird stets 
25SA<B, 2584 <BR, 254,< 8B, (6 = 1,2, 3, 4) 


angenommen. 

Ich werde fiir F, (t) (¢ = 2, 3, 4) einen Approximativwert 2, (t) ®, (t) 
ableiten, der zwar vielleicht nicht fiir jedes ganze t, aber jedenfalls fiir sehr 
viele ganze ¢ gilt. Die GréBenordnung von 2, (t) bzw. ®, (t) wird durch den 
arithmetischen Charakter bzw. die GréBenordnung von ¢ bestimmt. Ich setze 


BRB 
doda' 
(1) ®,(t) = log w log w’ * 
AA’ 


|Ko+ K'o'—t| =} 


BB, B 


dwdw,day 
®,(t) = - logw log a, log ws, 
A A, Ao 


[Ko + Kiof + Kyo} —1S} 





und 
B, By By By 
dw, dm, dw,do, 


%,(t) = log w, log we log ws log w, 





As be fa de 
|Kiof+...+ Kged —tis} 


Fiir jedes zu KK’ teilerfremde ¢ + 0, das = K + K’ (mod 2) ist, werde 
‘ - J eo 
(2) 2,9 =2 |] (1- 5p) IT BS 
p>? p| KK't 
p>2 
und fiir alle iibrigen ganzen ¢ 


2, (t) = 0 
gesetzt. 
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Bei der Definition von Q, (t) bezeichne ich mit x die gréBte ganze Zahl 
SS 3 mit der Eigenschaft, daB K durch 2*~"* teilbar ist. Fiir jedes ¢ + 0, 
das = K + K, + K, (mod 2") ist und keinen ungeraden Teiler > 1 besitzt, 
der in mindestens zwei der Zahlen K, K, und K, aufgeht, werde 


(3) 2Q,(t) = ? TT 0 + H;(p,t)) 


und fiir alle iibrigen ganzen t 


gesetzt. Dabei wird H, (p, t) fiir jede ungerade Primzahl und fiir jedes ganze 
t + 0 festgelegt durch die folgende Definition, in der A die Anzahl der durch p 
teilbaren Zahlen bezeichnet, die im System K,, K,, — t auftreten, wihrend u 
die Anzahl der Quadratreste von p ist, die in diesem System vorkommen 
(also A + 4 S3); ich setze vy = l oder — 1, je nachdem p= 1 oder = — 1 (mod 4) 
ist; ¢ = 1 oder 0, je nachdem p ein Teiler von K ist oder nicht: 

(p—1)°~* Hg (p, t) = (1+ 3p) (l1—p)® falls 4 = 0, w = O oder 3; 

= (1 — vp) (1 — p)® falls A= 0, uw = 1 oder 2; 
-- (1 + (— 1)‘ vp) (1 — p)® falls A = 1; 
= (— 1)’ (1 — p)® falls A = 2 oder 3. 

Fiir jedes ¢ + 0, das = K, + K, + K, + Ky (mod 8) ist und keinen 


ungeraden Teiler > 1 enthalt, der in mindestens drei der Zahlen K,, Ky, 
K,, K, aufgeht, werde 


(5) Q,(t) = 8 TT (1+ Hyp, 0) 
p>2 


und fiir alle iibrigen ganzen ¢ 


(4) 


Q,() = 0 


gesetzt. Dabei wird H, (p, t) fiir jede ungerade Primzahl und fiir jedes ganze 
t + 0 festgelegt durch die folgende Definition, in der 4 die Anzahl der durch p 
teilbaren Zahlen bezeichnet, die im System K,, K,, K,, K,, — t auftreten, 
wahrend yu die Anzahl der Quadratreste von p ist, die in diesem System vor- 
kommen (also 4 + « & 5); ich setze y = + 1 oder — 1, je nachdem p=1 
oder = — 1 (mod 4) ist: 


(p —1)*~* Hyg(p,t) = —1—10vp—5p* falls A=0; wu =0 oder 5; 
=—l— 2op+3p* ,, A=0; = 1 oder 4; 
=—l+ 2»p—p » Az0; pw =2 oder 3; 
= 1+ 6rp+7p » A=1; w=0 oder 4; 
_ 2 (_ — p » A=1; w=1 oder 3; 
= I1l— 2»p+p » Azwl; p=2; 
=—1l— 3yp » A=2; » =0 oder 3; 


1* 
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(p — 1)'~* A, (p,t) = --1+ vp falls A=2; uw =1 oder 2; 
= 1+ vp » A4A=38; w=O0 oder 2; 
= Il— vp » A438; pel; 
=-—] ~~» ase 


Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen werde ich die folgenden Eigen- 
schaften ableiten: 


1. Sind KX und XK’ teilerfremd, so ist in einem hinreichend groBen Intervall 
die Anzahl der ganzen Zahlen ¢, fiir die F, (t) nicht den Approximativwert 
Q, (t) ®, (t) besitzt, sehr klein im Verhaltnis zu der Lange des betrachteten 
Intervalles. 


2. Haben K, K, und K, den gréSten gemeinsamen Teiler 1, so ist in 
einem hinreichend groBen Intervall die Anzahl der ganzen Zahlen 1, fiir die 
F, (t) nicht den Approximativwert 2, (t) ®, (i) besitzt, sehr klein im Ver- 
haltnis zu der Lauge des betrachteten Intervalles. 


3. Haben K,, K,, K, und K, den gréBten gemeinsamen Teiler 1, so 
ist in einem hinreichend groBen Intervall die Anzahl der ganzen Zahlen t, 
fiir die F, (t) nicht den Approximativwert Q, (t) ®, (t) besitzt, sehr klein im 
Verhaltnis zu der Lange des betrachteten Intervalles. 


Noch mehr. Ich fiihre ein ganzwertiges nicht-konstantes Polynom y (z) 
und eine ganze Zahl s ein, und ich. beweise unter sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen: 

1. Sind K und K’ teilerfremd, so ist in einem hinreichend groBen Intervall 
die Anzahl der ganzen Zahlen z, fiir die F, (y (x) + s) nicht den Approximativ- 
wert 2,(y (zx) +- s) ®,(y(z) + 8) besitzt, sehr klein im Verhiltnis zu der 
Lange des betrachteten Intervalles. 

2. Haben K, K, und K, den gréBten gemeinsamen Teiler 1, so ist in 
einem hinreichend groBen Intervall die Anzahl der ganzen Zahlen z, fiir die 
F,(w(z) +s) nicht den Approximativwert 2,(y(z) +s) ®3(y(z) + s) 
besitzt, sehr klein im Verhiltnis zu der Lange des betrachteten Intervalles. 

3. Haben K,, K,, Ky und K, den gréBten gemeinsamen Teiler 1, so 
ist ineinem hinreichend groBen Intervall die Anzahl der ganzen Zahlen z, fiir die 
F,(y(z)+ 8) nicht den Approximativwert 2, (y(z) +s) ®,(y(z) + 8) 
besitzt, sehr klein im Verhiltnis zu der Linge des betrachteten Intervalles. 

Das alles folgt aus den Sitzen 1, 2 und 3. 

Satz 1. Sind K und K’ zwei ganze teilerfremde Zahlen + 0, ist 22 A< B 
und 25 A’ < BY, m>0, 8 ganz und w(x) ein ganzwertiges Polynom genau 
g-ten Grades (g = 1), 80 gilt fiir jedes Z mit 


Z>3, 32 >S>B und JZSB- 
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die Ungleichung 
~ NPs (p(x) + 8) — Q2(y (x) + 8) Dy (p(x) + 8)| <2 2” 


mit c, = c,(K, K’, m, yw); hiermit meine ich, da c, eine geeignet gewiihlte 
Zahl bezeichnet, die nur von K, K’, m und der Wahl des Polynoms yw abhiingt. 
In dieser Arbeit ist stets z = log Z und n = log N. 
Satz 2. Sind K, K,, K, drei ganze Zahlen + 0 mit gréBtem gemeinsamen 
Teiler 1, ist 
S$SA<B, 354,< 8B, 35 4,< By, 


m > 0. s ganz und wy (x) ein ganzwertiges Polynom genau g-ten Grades (g => 1), 
so gilt fiir jedes Z mit 
Z>3, 427>B, 342°>-B} und 42°>B} 
die Ungleichung 
2 [Fal (2) +8) — Maly (2) +8) Ps(y(2) + 9] <a Ze 


mit Co = Cy (K, K,, Ky, m, y). 

Satz3. Sind K,, K,, K,, K, vier ganze Zahlen + 0 mit gréftem ge- 
meinsamen Teiler 1, ist 3S A,< B, (o = 1, 2, 3, 4), m>0, 8 ganz 
und w(x) ein.ganzwertiges Polynom genau g-ten Grades (g > 1), so gilt fiir 
jedes Z mit 

Z>3 und 427>B; (o = 1,2,3, 4) 
die Ungleichung 
we Fs (p(x) + 8) — 2, (p(z) + 8) D, (y (2) + 8)| <2?” 


mit cz = c, (K,, K,, Ks, Kg, m, y). 

Aus diesen Siatzen werde ich, was iibrigens leicht geht, die drei folgenden 
ableiten, in denen y > 0, m > 0, N = 3, y(z) ein ganzwertiges Polynom 
genau g-ten Grades (g => 1) und s eine ganze Zahl mit |s| S y N? n’ ist. 

Satz 4. Es seten K und K’' zwei ganze teilerfremde Zahlen + 0, und es 
sei M, die Menge der zu KK’ teilerfremden Zahlen t= K + K’ (mod 2). 

1. Haben K und K’ entgegengesetztes Vorzeichen, so legen zwischen — N 
und N weniger als c,Nn-™ ganze Zahlen x mit der Eigenschaft, dap yp (x) + s 
eine zu M, gehdrige Zahl ist, die nicht auf die Gestalt Kp + K’'p’ gebracht 
werden kann; in diesem Satz bezeichnen p und p' Primzahlen > 3, withrend 
C4, Cy, .- + Cyg geeignet gewihlte Zahlen sind, die nur von K, K’, y, m und p 
abhingen. 

2. Sind K und K’ beide positiv, so legen zwischen — N und N wentger 
als c, Nn-™ ganze Zahlen x mit.der Eigenschaft, daB w(zx) +-s eime 2u M, 
gehérige positive Zahl ist, die nicht auf die Gestalt Kp + K’ p’ gebracht werden 
kann. 
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3. Sind K und K’ beide negativ, so liegen zwischen — N und N weniger 
als cg Nn~™ ganze Zahlen x mit der Eigenschajt, dap w(x) + s eine mu M, 
gehorige negative Zahl ist, die nicht auf die Gestalt K p + K’ p' gebracht werden 
kann. 

Beweis. Fiir jedes z mit Absolutwert S N ist 

lp(z)| Sc, N*, also |y(z)+s| Se, Nn’; 
ich kann dabei cs = 1 voraussetzen. Wird 
A=A'=3, B= B=}27 = 2¢,N' nn’ +3|K| + 3|K’| 

gesetzt, so ist Z> N=3. Nach Satz 1, mit (1 + ~)y +2+(¢9+1)m 


statt m angewandt, ist 


(6) X_ | Falv(@) + 8) — 24(y(z) + 8) Ps (v (2) + 8)| 


1 1 
< ¢, No ba wt Rs (1+2)y-2 @ + 7 c, N9t* y-? ~(g+1)m 

Ich unterscheide nun verschiedene Fille. 

1. Die Zahlen K und K’ haben entgegengesetztes Vorzeichen. 

Das Vierkant 

V...A<@mSB, A’ <ow’ SPB 
schneidet fiir jedes A mit Absolutwert Sc, N’ n’ + 4 von der Geraden 
Kw + Kw’ = Aein Segment der Linge > c, N*’ n’ ab. Um das zu beweisen, 
darf ich z =3- fa voraussetzen, da ich sonst nur K und K’ zu ver- 
tauschen brauche. Der Schnittpunkt der genannten Geraden mit der Basis 
des Vierkantes V hat eine Abszisse 

o =*-BX S38 und S|A—3K'| So, Nn’ +44 3(K'|, 
so daB der suai dieses Schnittpunktes vom Eckpunkt (3, B) mindestens 

B—c,N ni — 4 — 3|K’| >a Nin’ 
ist, und hieraus geht hervor, daB das genannte Segment eine Lange > c, N° n’ 
hat. 

Folglich hat fiir jedes ¢ mit Absolutwert Sc, N’ n’ der Integrations- 
bereich des in (1) genannten Integrales eine Fliche > c, N’ n’, und in diesem 
Integral sind log und logm’ beide S log B < cy, so dab 

®, (t) > c,, N% n?~? 
ist. 

Fiir jedes ¢ + 0 in M, ist 


2,022 []( oop) 
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so daB fiir jedes ¢ + 0 in M, mit Absolutwert S c, N’ n’ 
(7) Q, (t) Py (t) > Cy, NY vn’? 
ist. Ich bezeichne nun mit D die Anzahl der zwischen — N und N liegenden 
ganzen Zahlen x mit der Eigenschaft, daB py (zx) + s + 0 ist, zu M, gehért 
und nicht auf die Gestalt Kp + K’p’ gebracht werden kann. Fiir jedes 
dieser x ist F,(y(z) + s) = 0 und gilt (7) mit t = p(x) +s, so daB aus 
(6) folgt: 
De,, N’n’~?* < ert gn terse. 

also D<c¢,,Nn-™. Hiermit ist die erste Behauptung bewiesen, da es 
héchstens g Zahlen z mit p(x) +s = 0 gibt. 

2. Die Zahlen K und K’ sind positiv. 

Das Vierkant V schneidet fiir jedes A mit 


Non-°®"+3K4+3K' <AsSe Nn’ + 4 


von der Geraden Kw + K’w’ = A ein Segment der Lange > N’ n~*™ ab. 
Denn der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Basis des Vierkants V hat 
eine Abszisse 





o =F >3 und <A< B, 
so daB der Abstand dieses Schnittpunktes zum Eckpunkt (3, 3) 
A—3K'—3K age 
ee 


ist, und hieraus folgt, daB das genannte Segment eine Linge > N’ n~*™ 
besitzt. 
Genau wie in 1. finden wir nun fiir jedes zu Mt, gehdrige ¢ mit 


(8) Nn-9"+3K+3K' +34 <tS0,N ni 
die Ungleichung 
(9) Q, (t) Dy (t) > ey, No n-9"—*. 


Ich bezeichne nun mit D die Anzahl der zwischen — N und N liegenden 
ganzen Zahlen x mit der Eigenschaft, daB t = y (xz) + s zu M, gehért, der 
Ungleichung (8) geniigt und nicht auf die Gestalt Kp + K’ p’ gebracht werden 
kann. Fiir jede dieser Zahlen z ist F,(y(z) + s) = 0 und gilt (9), so daB 
aus (6) hervorgeht: 

De Non 9™—? <c Not yn 2—@+1)m 
“4 9 , 
also D<c,,Nn-™. Hiermit ist die zweite Behauptung bewiesen, da die 
Anzahl der ganzzahligen x mit 
0< p(z) +s Non-'"4+3K4+3K' +} 


kleiner als c,, Nn~™ ist. 
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8. Die dritte Behauptung folgt aus der zweiten, da man nur K, K’, s 
und p(z) durch — K, — K’, —s und — w(z) zu ersetzen braucht. 

Satz 5. Es setien K, K, und K, drei ganze Zahlen + 0 mit gréBtem ge- 
meinsamen Teiler 1; es sei M, die Menge der ganzen Zahlen t, die keinen in 
zwei der Zahlen K, K, und K, aufgehenden Teiler > 1 besitzen und die aufer- 
dem noch den Kongruenzen 


t=K + K, + K, (mod 2”) 
und 


(10) (K? — 1) (t —K — K, — K,) =0 (mod 3) 


geniigen; hierin ist x die gripte ganze Zahl S 3 mit der Eigenschaft, da K durch 
2*~1 teilbar ist*). 

1. Haben K, K, und K, nicht alie drei dasselbe Vorzeichen, so liegen 
zwischen — N und N weniger als c,, Nn-™ ganze Zahlen x mit der Eigenschaft, 
daB p(x) + 8 eine 2u M, gehdrige Zahl ist, die nicht auf die Gestalt Kp + K, p? 
+ Ky p? gebracht werden kann; in diesem Satz bezeichnen p, p, und p, Prim- 
zahlen > 3, withrend c,7, Cy, und Cy, geeignet gewahlte Zahlen sind, die nur von 
K, K,, Ky, y, m und wp abhiingen. 

2. Sind K, K, und K, alle drei positiv, so liegen zwischen — N und N 
weniger als c,, Nn-™ ganze Zahlen x mit der Eigenschaft, daB w(x) +s 
eine zu M, gehdrige positive Zahl ist, die nicht auf die Gestalt Kp + K,p? 
+ K,p? gebracht werden kann. 

3. Sind K, K, und K, alle drei negativ, so liegen zwischen — N und N 
weniger als c,, Nn-~™ ganze Zahlen x mit der Eigenschaft, daB w(x) +s 
eine zu M gehdrige negative Zahl ist, die nicht auf die Gestalt Kp + K,p? 
+ K,p? gebracht werden kann. 


Dieser Satz folgt aus Satz 2, genau wie Satz 4 aus Satz 1 hervorgeht. 

Satz 6. Es seien K,, K,, Ky, Ky vier ganze Zahlen +0 mit griptem 
gemeinsamen Teiler 1; es sei M, die Menge der Zahlen t= K,+ K,+ Ky, 
+ K, (mod 24), die keinen Teiler > 1 besitzen, der in drei der Zahlen K,, Ky, 
K,, K, aufgeht. 

1. Haben K,, Kz, Ky, Ky nicht alle vier dasselbe Vorzeichen, so liegen 
zwischen — N und N weniger als cy, Nn-™ ganze Zahlen mit der Eigenschaft, 
daf (x) + 8 eine 2u M, gehorige Zahl ist, die nicht auf die Gestalt K,p? +... 
+ K,p2} gebracht werden kann; in diesem Satz bezeichnen p,, .. ., p4 Primzahlen 
> 3, withrend Cy, Cg; und Coq geeignet gewiihlte Zahlen sind, die nur von K,, Kz, 
K,, Ky, y, m und wy abhingen. 


1) Die Kongruenz (10) besagt nur: 
t=K + K, + K, (mod 3) falls K=0 (mod 3). 
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2. Sind K,, K,, K, und K, alle vier positiv, so liegen zwischen — N und N 
weniger als c, Nn-™ ganze Zahlen mit der Eigenschaft, daB w(x) +s eine 
zu M, gehdrige positive Zahl ist, die nicht auf die Gestalt K,p? +...+ Kyp? 
gebracht werden kann. 

3. Sind K,, K,, K, und K, alle vier negativ, so liegen zwischen — N 
und N weniger als co, Nn-™ ganze Zahlen mit der Eigenschaft, dap w(x) + s 
eine zu M, gehdrige negative Zahl ist, die nicht auf die Gestalt K,p?+-... 
+ Kp? gebracht werden kann. 

Dieser Satz folgt aus Satz 3, genau wie Satz 4 aus Satz 1 hervorgeht. 

Die Theoreme 4, 5 und 6 enthalten die drei folgenden Sitze, in denen 
z4(x) em ganzwertiges Polynom genau g-ten Grades (y= 1) bezeichnet 
und K” der Koeffizient von 2’ in x (2) ist. 

Satz 7. Es sei K + 0 ganz; K’ + 0 ganz, U" sei positiv und ganz, 
M’ sei die Menge der ganzen Zahlen s, denen ein ganzes v'' zugeordnet werden 
kann mit der Eigenschaft, daf 2— 2") cine ganze, zu 5d teiler- 





(KX, K’) (K, kK’)? 
fremde Zahl bezeichnet, die “Fe (mod 2) ist; die Punkte s von M,. 


bei denen dabei v” teilerfremd zu g! 2 K K' U" gewihlt werden kann, bilden eine 
Teilmenge von W,, die ich Mt,’ nennen werde. 

1. Haben K, K’ und K" nicht alle drei dasselbe Vorzeichen, so kann man 
jede Zahl s von Dt, auf unendlich viele Weisen auf die Gestalt 


(11) s=Kp+ K’'p’ + 7z(z) 
und jede Zahl s von Wt,’ auf unendlich viele Weisen sogar auf die Gestalt 
(12) s = Kp + K’p' + x (p") 


bringen; hierin sind p und p’ Primzahlen > 3; «x ist eine natiirliche Zahl, 
p’’ eine Primzahl > 3 mit 


(13) z=v" (mod U"); p” =v" (mod VU"). 


2. Sind K, K’ und K” alle drei posttw, so kann man jede hinreichend 
grofe Zahl s von DY, auf die Gestalt (11) mit (13), jede hinreichend grofe Zahl s 
von Dt,’ sogar auf die Gestalt (12) mit (13) bringen. 

,Hinreichend groB soll in diesem Satz heiBen: gréper als eine geetgnet 
gewihlte, nur von K, K’, U" und x abhingige Zahl. 

3. Sind K, K’ und K"’ alle drei negativ, so kann man jede zu Dt, gehorige 
negative Zahl s mit hinreichend grofem Absolutwert auf die Gestalt (11) mit 
(13) bringen, wihrend man jede zu WM, gehdrige negative Zahl mit hinreichend 
groBem Absolutwert sogar auf die Gestalt (12) mit (13) bringen kann. 
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Beweis. Das ganzwertige Polynom x(x) genau g-ten Grades besitzt 
die Eigenschaft, daB die Koeffizienten von g! x (x) ganz sind. Also fiir jedes x 
mit 
z =v" (mod g! 2K K’ U”) ist x (xz) = x (v"’) (mod 2 K K’ U"’), 





e(z) .. K kK’ ‘ ‘ , 
so daB a re ) @ime ganze, 20 Gms teilerfremde Zahl bezeichnet, die 
K + K’ 


= TKK) (mod 2) ist. Fiir jedes s von M%, und auch fiir jedes s von M,’ 
kénnen wir also 0< v’ Sg! 2K K'U” wihlen. Diese Zahl v” besitzt 
dann eine von s unabhingige obere Schranke. In unserem Beweis diirfen 
wir also wv” fest, d. h. unabhingig von s denken. 
Wird 
x (v") — x (0" + g!2|KR’| Uy) = (K, K’) p(y) 


gesetzt, so ist fiir ee ganze y 





s— — x (v"+9!2|K K'|U" y) 
we 7") by y (y) = “§ aid 
ne g K+K’ 2 
eine ganze, zu re <s ; teilerfremde Zah] = — K) - (mod . 


Ich wende Satz : an mit 





8 v K , 
aks KK) wd 7K statt s, K 
und K’. Dabei unterscheide ich verschiedene Fille. 

1. Die Zahlen K und K’ haben ein entgegengesetztes Vorzeichen. Nach 
der ersten Behauptung von Satz 4 liegen fiir jedes N = 3 zwischen — N 


und N weniger als c,, Nn-* ganze Zahlen y mit der Eigenschaft, daB 


= 2 io") K’ 
RT 4 y (y) nicht auf die Gestalt (K, ae P+ t UK. K’) p’ gebracht 


werden kann. In diesem Beweis hangen ¢23, ¢,, und ¢,, nur von K, K’, U"’ 
und y ab. Die Anzahl der natiirlichen Zahlen y < N, fiir die (11) mit 
e=vw'’+2|KK’| U"y gilt, wichst somit mit N unbeschrinkt, so daB s 
auf unendlich viele Weisen auf die Gestalt (11) mit (13) gebracht werden kann. 

Ist v” teilerfremd zu g!2KK'U”, so > hat die Anzahl der natiirlichen 
Zahlen y < N mit der Eigenschaft, daB v’ + g! 2|KK’|U’’y eine Primzahl 
ist, die GréBenordnung dg -1_ Die Anzahl der natiirlichen Zahlen y < N, 
fiir die (12) mit p” = v” + 2|KK’|U" y gilt, nimmt also mit N unbeschrinkt 
zu, so daB in diesem Fall s auf wsiele viele Weisen auf die Gestalt (12) 
mit (13) gebracht werden kann. 

2. Die Zahlen K und K’ sind beide positiv. Die zweite Behauptung 
von Satz 4 gibt uns nun fiir jedes N ]> 3 das Resultat, daB zwischen — N 
und N weniger als c,, Nn-* ganze Zahlen y liegen mit der Eigenschaft, daB 


iS + wy(y) eine positive Zahl ist, die nicht auf die Gestalt 





Peeal p+ aK p’ gebracht werden kann. 
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Ist K’’ <0, so hat bei festem s die Anzahl der natiirlichen Zahlen 
y < N mit 
s—z(v"’) 
(14) (KK) t+ ¥y)>0 
die GréBenordnung N, so daB dann der Beweis genau wie in 1. weiter geht. 
Ist dagegen K” > 0, so wihle ich s hinreichend gro8. N sei die gréBte 
natiirliche Zahl, so daB (14) fiir jede natiirliche Zahl y< N gilt. N hangt 


also jetzt von s ab und wachst mit s unbeschrinkt. Die Anzahl der natiirlichen 
Zahlen y << N mit 








8—xz(v" K ms 
(15) ae to) = ae? t+ ae? 
ist dann gréBer als N — 1 — cy, Nn-*, also positiv bei hinreichend 
groBem s. Jedes hinreichend groBe s von Mt, hat also die Gestalt (11) mit 
a=v"’ +2|KK’'|U" y. Ist v” teilerfremd zu g! 2 KK’ UV”, so bilden die natiir- 
lichen Zahlen y << N mit der Eigenschaft, daB vo” +- g! 2|KK’|U’’ y eine Prim- 
zahl ist, ein System, das mehr als c,, Nn-1 Elemente enthilt. Die Anzahl 
der in diesem System vorkommenden Zahlen y mit (15) ist somit gréBer als 
Cy, Nn-! — c,, Nn-, also positiv bei hinreichend groBem s. Jedes hinreichend 
groBe s von WM,’ hat also die Gestalt (12) mit p” = v0” + 2|KK'|U" y. 
Satz 8. Es seen K, K,, K,, K” ganze Zahlen + 0; U"’ sei positiw und 
ganz. IM, sei die Menge der ganzen Zahlen s, denen ein ganzes v" zugeordnet 


werden kann, so dag t = Low. tt I eine ganze Zahl ist, die die drei folgenden 


(K, K,, Ky) 
Bedingungen erfiillt: 
: F K 
t iota keinen Teiler > 1, der in zwei der Zahlen —e—e—R >. TKK. Ky) 
— 
und (K7K,, K,) aufgeht. 
t geniigt der Kongruenz 
—%+4,+K, " 
a ers 


wo x die grote ganze Zahl S 3 bezeichnet mit der Eigenschaft, daB K durch 
2*~1 teilbar ist. 

Schlieflich erfiillt t noch, falls K durch 3 teilbar ist, die Kongruenz 
K+K,+K 
KK, K) kK, Ky) 2 (mod 3). 

Die Punkte s von I, bei denen dabei v” teilerfremd zu g!2 KK,K,U” 
gewthlt werden kann, bilden eine Teilmenge von Dt,, die ich M;,' nennen werde. 

1. Haben K, K,, K, und K” nicht alle vier dasselbe Vorzeichen, so kann 
man jede Zahl s von IW, auf wnendlich viele Weisen auf die Gestalt 


(16) s = Kp + K,pi + Kepi + x (2) 


t= 
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und jede Zahl s von Dt,’ auf unendlich viele Weisen sogar auf die Gestalt 
(17) s = Kp + Kypi + Kap + x (p”) 


bringen; hierin sind p, p, und p, Primzahlen > 3; zx ist eine natiirliche Zahl, 
p” ee Primzahl > 3 mit 


(18) z=v" (mod UV”); p =v" (mod U”). 


2. Sind K, K,, K, und K” alle vier positiv, so kann man jede hinreichend 
groBe Zahl s von DY, auf die Gestalt (16) mit (18), jede hinreichend grope Zahl s 
von Wt,’ sogar auf die Gestalt (17) mit (18) bringen. 

,Hinreichend groB soll in diesem Satz heiBen: gréfer als eine geeignet 
gewihlte, nur von K, K,, K,, U" und x abhingige Zahl. 

3. Sind K, K,, K, und K” alle vier negativ, so kann man jede 2u WM; 
gehérige negative Zahl s mit hinreichend grohem Absolutwert auf die Gestalt (16) 
mit (18) bringen, withrend man jede zu IM,’ gehdrige negative Zahl s mit hinreichend 
groBem Absolutwert sogar auf die Gestalt (17) mit (18) bringen kann. 

Dieser Satz folgt aus Satz 5, genau wie der vorige aus Satz 4 hervorgeht. 

Satz 9. Es seien K,, K,, K,, Ky ganze Zahlen +0; U” sei positiv und 
ganz. WM, sei die Menge der ganzen Zahlen s, denen ein ganzes v" zugeordnet 


werden kann mit der Eigenschaft, dap - creer > eime ganze Zahl be- 





K,+Ky+K,+K ind ed 
seichnet, die =~ ot RoR OE “Fe )* (mod 24) ist und keinen Teiler > 1 besitet, 
1s ** 2» 
der in drei der vier Zahlen (K, K,k Kok) (o = 1, 2,3, 4) eufgeht. Die Punkte s 


von Wi, bei denen dabei v" teilerfremd zu g! 2 K,K,K,K,U” gewihlt werden 
kann, bilden eine Teilmenge von D%,, die ich DM,’ nennen werde. 

1. Haben K,, K,, K,, Ky, K” nicht alle fiinf dasselbe Vorzeichen, so kann 
man jede Zahl s von Wt, auf unendlich viele Weisen auf die Gestalt 


(19) s = K,p3+...+ Kap + x (2) 
und jede Zahl s von Wi, auf unendlich viele Weisen sogar auf die Gestalt 
(20) s = Kypi+...+ Kgpi + x (v") 


bringen; hierin sind p,, ..., pq Primzahlen > 3; = ist eine natiirliche Zahl, 
p” eine Primzahl > 3 mit 


(21) z=v"’ (mod U”); p” =v" (mod U”). 


2. Sind K,, K,, Ky, K, und K" alle fiinf positiv, so kann man jede hin- 
reichend grobe Zahl s von WN, auf die Gestalt (19) mit (21), jede hinreichend grofe 
Zahl s von Wt,’ sogar auf die Gestalt (20) mit (21) bringen. 

,,Hinreichend groB‘ soll in diesem Satz heifBen: gréfer als eine geeignet 
gewihlte, nur von K,, K,, K;, Ky, U" und y abhangige Zahl. 
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3. Sind K,, K,, K;, Ky, und K” alle fiinf negativ, so kann man jede zu 
WM, gehdrige negative Zahl s mit hinreichend groBem Absolutwert auf die Ge- 
stait (19) mit (21) bringen, wihrend man jede zu IM,’ gehérige negative Zahl s 
mit hinreichend groBem Absolutwert sogar auf die Gestalt (20) mit (21) bringen 
kann. 

Dieser Satz folgt aus Satz 6, genau wie Satz 7 aus Satz 4 hervorgeht. 


§ 2. 
Darstellungen durch Primzahlen aus arithmetischen Reihen. 


F (t) sei die Anzahl der Darstellungen t = Kp + K’'p’, wobei K und K’ 
gegebene teilerfremde ganze Zahlen + 0 bezeichnen und die Primzahlen p 
und p’ zu gegebenen Intervallen und zu gegebenen arithmetischen Progres- 
sionen gehéren. Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen besitzt F (t) fiir 
viele Werte von t einen Approximativwert 2 (t) D, (t), wobei die GréBen- 
ordnung von {2 (t) durch den arithmetischen Charakter von t, die GréBen- 
ordnung der durch (1) definierten Funktion ®, (t) durch die GréBenordnung 
von ¢t bestimmt wird. 

Uberall in diesem Paragraphen bezeichnen K, K’, U und U’ ganze Zahlen 
+ 0, auBerdem u eine ganze zu U teilerfremde, u’ eine ganze zu U’ teiler- 
fremde ganze Zahl; A ist stets das kleinste gemeinsame positive Vielfache 
von KU und K’U’; schlieBlich sei 


25A<B und 25,4 ' < B. 


F (t) bezeichne nun die Anzahl der Darstellungen t = Kp + K’yp’, 
wobei die Primzahlen p und p’ den Ungleichungen 


(22) A<psB, A’ <p'SB 
und den Kongruenzen 
(23) p =u (mod 0); p’ =w' (mod U0’) 


geniigen. Wegen A > 2 und A’ > 2 sind die Primzahlen p und p’ ungerade. 

Ist KK’UU’ ungerade, so sei {2 (t) fiir jedes ungerade ¢ gleich Null; 
auBerdem sei 22(0) = 0. In allen anderen Fallen sei fiir ganzes ¢ 

— Ss e—!. 
(24) ay =—*— |] (- oni) [| poe 
p (ag) p>2 ag U't 

hierin ist 9 die Anzahl der Zahlenpaare v und v’ mit 
(25) t= Kv-+ K'v' (mod A); v =u (mod U); v’ =u’ (mod U’), 
wobei v zu einem gegebenen reduzierten Restaystem von & und v’ zu einem 
gegebenen reduzierten Restsystem von e gehort. 
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Nach diesen Vorbemerkungen gebe ich den Wortlaut von 

Satz 10. Sind K und K' zwei teilerfremde natiirliche Zahlen + 0, so 
gilt fiir jedes ganzwertige Polynom yw (x) genau g-ten Grades (g => 1), fiir jedes 
ganze s, jedes positive m und jedes Z mit 
(26) Z>3, }2>B wd 127 >P 
die Ungleichung 
(21) EJP (v(z) + 8) — 2 v(x) + 8) Pa( ya) + 8)| <emg2? 2 ™ 


Mil Cog = Cog (K, K’, U, U', m, y). 

Wahit man U = U' =u = = 1, 80 geht dieser Satz in Satz 1 
iiber; denn dann ist 4 = KK’ und hat die in (24) auftretende Zahl o den 
Wert 1 oder 0, je nachdem ¢ zu KK’ teilerfremd ist oder nicht, so daB 
Q (t) dann gleich Q, (t) ist. 

Ich werde Satz 1 in §3, Satz 10 in § 4 beweisen. Zwar ist ein direkter 
Beweis von Satz 1, der ja nur ein Spezialfall von Satz 10 ist, nicht nétig, 
aber dieser direkte Beweis ist viel einfacher. 

Satz 11. Es seien K und K’ teilerfremde ganze Zahlen, s ganz, 


(28) y>1, N>3, BsyN' wn, BsyN'n, 


wo g > 1 den genauen Grad des ganzwertigen Polynoms yw (x) bezeichnet. 
WM set die Menge der ganzen Zahlen x mit 


(29) |zi|} sSyNn? und p(x) +s=K + K’ (mod 2), 
denen eine 2u “7, teilerfremde Zahl » = u (mod U) und eine 2u Ar, teiler- 
fremde Zahl v' =u’ (mod U’) mit 
y(z)+s=Kv+ K'v’ (mod) 
zugeordnet werden kénnen, und die auBerdem noch die Eigenschaft besitzen, 
daB in der (w, w’)-Ebene das Rechteck 
F...A<@ZB, A <o’ SP 


von der Geraden Kw + K'w' = w(x) + 8 ein Segment der Linge >y"N’ n’ 
abschnevdet. 

Die Anzahl der zu M gehirigen Zahlen x, die nicht die Beziehung 
(30) F (yp (z) +8) = (1+ On—’) Q(yp(z) + 8) (p(x) + 8) 
mit |O| <1 erfiillen, ist fiir jedes positive m kleiner als c,, Nn-™ mit 
Coz = gz (K, K’, U, U’, y, m, y). 

Beweis. Ich darf annehmen, daB MM mehr als g Zahlen z enthilt, fiir 
die (30) nicht gilt; denn sonst ist die Behauptung evident. 
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Ich werde zunichst zeigen, daB das Integral 
BB’ 


®,(y (2) + 8) = {J _ dodo’ 


logw log w’ 
Ad 
| Kw + Kw’ —w(z)—# |S} 
fiir jedes z in M einen Integrationsbereich besitzt, dessen Fliche => = N%n7" 


y 


ist. M enthalt wenigstens ein z’ mit wy (z’) += y (zx). Das Rechteck § schneidet 
von jeder der zwei Geraden 
Ko + K'w' = y(z)+s und Ko+ K'o’ = y(z’) +s, 
also auch von jeder Geraden 
Ko + K'o’ = y(z)+8+A, 

wo A zwischen 0 und yp (z’) — y (z) liegt, ein Segment der Lange => : N* n-? 
ab. Wahlt man 0< AS} oder — } SA< 0, je nachdem y(z’) — w(z) 
positiv oder negativ ist, so liefert jede dieser Zahlen A ein gerades Segment, 
das eine Lange => + Ne n~’ hat und ganz zu %, also zum Integrations- 
bereich von ®, (w(x) + s) gehért. Folglich besitzt dieser Integrationsbereich 
eine Fliche = a N% n~’, 

Im genannten Integral ist o S B und w’ S B, so daB log w und log w’ 
beide wegen (28) kleiner als c,, sind. In diesem Beweis sind ¢gg, Cog, . . ., C33 
geeignet gewihlte positive Zahlen, die nur von K, K’, U, U’, y, m und y 
abhingen diirfen. Fiir jedes z in M ist dann 

D, (yp (x) + 8) = Cog N27 —?. 
Fiir jedes z in M mit w(z) +s + O ist 
Q (yp (z) + 8) = C59; 
denn ist KK’U U’ ungerade, so ist y (x) + s wegen (29) gerade, und die in der 
Definition von 22(y (zx) + s) auftretende Zahl 9 ist 21. Fiir jedes z in M 
mit y(z) +s +0 und mit der Eigenschaft, daB (30) nicht gilt, ist daher 
ey { FW) +9)- 2(v@) +9) O(y(2) +9) 
=] n~* Q(y (x) + 8) Dy (p(x) + 8) & Cog Cyg NY n—27—?2, 

Wird 1 
Z= 4° yNw 
gesetzt, so folgt aus (28): 

Z>N2Z3; }FSyNnaj>Bud [j>8B. 
Satz 10 mit (g + 3)y + 2+ m statt m angewandt, liefert: 
Z _ IF(v(2) +8) —2(y(a) + 8) O2(p(2) + )| 


|2l| Sy Nat 


Calf Ot Ort 8 cn tg 8-2, 
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Mit Riicksicht auf (31) folgt hieraus fiir die Anzahl D der zu M gehérigen 
Zahlen x mit y(z)+s+0 und mit der Eigenschaft, daB (30) nicht gilt, 
die Ungleichung 
Degy qq N’ 0 *”—* <cygN°**n-*?—*—™, also Dey Nn ™. 

Hiermit ist der Beweis geliefert, da es héchstens g Zahlen x mit y (x) + s = 0 
gibt. 

Satz 12. Es bezeichnen u”’ eine ganze, U" eine natiirliche Zahl, x (x) 
ein ganzwertiges Polynom, und es sei méglich, der ganzen Zahl s eine zu x i 





KU 

teilerfremde Zahl v = u (mod U), eine zu ss teilerfremde Zahl v' = u' (mod U’) 
und eine ganze Zahl v"’ =u" (mod U"’) mit 
(32) s=K + K’ + x(v") (mod 2 (K, K’)) 
und 
(33) s = Kv + K’v' + x (v") (mod A) 
zuauordnen. 

SchlieBlich sei 
(34) s=KP+K'P+y7(X); n2l; NE3; XSNn', 
(35) n Nn "SPS7N'n'; n° Na "SP SyN'n'. 

1. Die Anzahl der Zahlen x=’ (mod U"’) mit 
(36) je—X| Sy Nn"; |x (2) —4(X)| Sy Nn" 


und mit der Eigenschaft, daB s auf die Gestalt Kp + K’p’ + x (ax) gebracht 
werden kann, wobei die Primzahlen p und p’ den Beziehungen 

=u (mod JU); p'=w' (mod U’); 
lp— P| Sn iN n-" und |p’ —P'| Sn N n-' 
geniigen, ist groBer als cy, N n~" — gs. 

In diesem Satz bezeichnen C34, C35, ..., Cyz geeignet gewahlte positive 
Zahlen, die nur von K, K’, U, U’, U", » und x abhiangen. 

2. Ist X =n-'Nn—" und kann v” teilerfremd zu g!2 KK'UU’U" 
gewihlt werden, so ist die Anzahl der Primzahlen p’ =u" (mod U) mit 
(38) |p" —~ X{Sy*Nn"; |x (p") — x (X)| Sr New 
und mit der Eigenschaft, daB s auf die Gestalt Kp + K’ p’ + x (p’”’) gebracht 
werden kann, wobei die Primzahlen p und p' den Beziehungen (37) geniigen, 


(37) 


Beweis. Ich darf 7~' N’ n~" > 4 annehmen, da sonst die Behauptungen 
evident sind. Wird 


P—A=P—A'=B—-P=B—P =47°Nin-" 
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gesetzt, so ist jede der zwei Zahlen A und A’ mindestens } 7-1 N? n—" > 2 
und jede der zwei Zahlen B und B’ kleiner als 2 7 N? n". 

Es gibt eine Zahl yw mit 

Cg Nn" Su Sy Neon, 

so daB das Vierkant A<w SS B, A’ < w' S B’ von jedex Geraden 
(39) K(w— P)+ K'(o’ — FP’) =4 mit |Al| Su 
ein Segment der Linge => cs, Nn~" abschneidet. 

M* sei die Menge der ganzen Zahlen y mit 

ly—X|Sa*Nn"; |x(y)—2x(X)| Se 

und 


y =v" (mod g! 2 KK’UU'U"). 


Im Intervall |y— X|Sy7*Nnu-~" ist |x’ (y)| Sey N’~', so daB in 
diesem Intervall mehr als c,, Nn~" — cy, konsekutive ganze Zahlen y mit 
|x (y) — z~(X)| Sz liegen. Das Intervall enthalt also mehr als c,, Nn~" — cy, 
Zahlen y von M*. Ist X =>n~1Nn—" und ov” teilerfremd zu g! 2 KK’ UU’ UV", 
so enthalt das genannte Intervall wegen X S 7 Nu" mehr als c,, Nn~"~ 1 — ey, 
zu IM* gehérige Primzahlen. 

Das ganzwertige Polynom x (x) genau g-ten Grades hat die Eigenschaft, 
daB g!z(zx) nur ganzzahlige Koeffizienten besitzt. Aus (32) und (33) folgt 
somit fiir jedes y in M*: 








s—xz(v") , x(v")—xly)_s_—sd XK K’ 
(K, K’) + (K,K') ~ (K,K’) + (K, K’) Guns 8 
und 
s—xz(v") , x(v")—xly)_sdi«K a A_ 
(K, K’) + (ye) 3 Ky)’ &, Ky" (mod KK): 


Jedes y von M* besitzt auBerdem die Kigenschaft, daB das Vierkant 
A<osB, A'<w' SB von der Geraden 


K K' o_ @—y(v") x (v") — x (y) 
(KK)? + (KR)” ~ (KK) + RF’) 


ein Segment der Linge = cs, Nn—" abschneidet; denn die Gleichung der 
Geraden kann wegen (34) auf die Gestalt (39) mit 


[4] = |z(X)-z@)| Se 
gebracht werden. Der vorige Satz, mit 
K K’ A a—yz(v") 
(K,K)’ (KRY (KK)? “(K,K’) 
statt K, K’, A, s, und mit 














1 ")—y(v"’+g9!2K K'UU' 0" 
y = Max (21, =) und y(z) =A) x(v ton x) 


Mathematische Annalen. 116. 2 
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angewandt, gibt das Resultat, daB M* héchstens c,,Nn~"~* Zahlen y 


enthalt mit der Eigenschaft, daS * ag + Sar ce ) nicht auf 
K K' 


die Gestalt (KK) P + (KK) p’ mit (37) gebracht werden kann. 

M* enthilt also mehr als c,, Nn—" — cy, — cy, Nn~"~* Zahlen y, so 
daB s — x (y) die Gestalt Kp + K’p’ mit (37) und mit y =v” =u” (mod U”) 
besitzt. Ist X => ~1Nn-" und wo” teilerfremd zu g!2 KK’ UU’ UU", so 
enthalt M* mehr als c,, Nn~"—* — cy, — Cy, Nn~"—* Primzahlen p”, so 
daB s — x (p’’) die Gestalt K p + K’ p’ mit (37) und mit p” =v" =u” (mod UD) 
besitzt. Hiermit ist Satz 12 vollstindig bewiesen. 

Hilfssatz 1. K, K’ und K” seien reelle Zahlen + 0, und die positive 
Zahl 9 5 sei hdchstens gleich dem kleinsten der Absolutwerte dieser drei Zahlen. 
Jedem Zahlentripl GS>0, G =O und G"S>0 mit G4+-64 +64" =1 
kann man dann drei Zahlen I’, I’ und I’ mit 








(40) K (' —@G) + RK’ (I” — G) + kK” Ir” — G”) = 0, 
26 ’ . 26 ” ” 26 
(41) |\P—-@4| S |r" —@| Sie |r’ —G | Spr): 
eS: 6 ” 6 
zuordnen. 


Beweis. Von den drei Zahlen G, G’ und G’’, deren Summe gleich 1 ist, 
ist wenigstens eine 24. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann ich 
G” => 4 voraussetzen. Wahit man nun ; 

3 res 2. 
P= Max(@,7)), 7” =Max(6’, 7), 
und bestimmt man J” durch (40), so ist 
6 , , 6 
\P—-G4| SR wed [L-@ l Se 
also 
|\K" (I'" —@")| = |K(—G@)+ Kk’ I” —@)| 326 
und 
|K" I'"| = 4|K"| -—2626. 
Hiermit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 
Bemerkung. Aus (41) folgt: 


rmis> IPis® iiss: 


” P 1 2 
[P+ +l"-1| 5 26(2 +a +e) SF 
also 
Lo MO +e—r+e'-rje gst, 1 1 
rerer— |= rePy+r" S60(a\+ re te): 
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: ‘ r I" , 
so ps jede der drei Zahlen TrTryFr _ G, rors — G@ und 
Tors — Gg" absolut 
| 1 1 1 1 


<o rere — | +26 +p t pe) 
1 


wegen 2 -6+2< 10 ist. 
Satz 13. Es bezeichne u’ eine ganze, U" eine natiirliche Zahl, x (x) ein 


ganzwertiges Polynom genau g-ten Grades; der Koeffizient des Gliedes héchsten 
Grades in x(x) werde K" genannt. Es sei 


e>0, G20, @20, G"S>0 und cere 
€ sei die Menge der ganzen ne 8, denen man eine wen 4 teilerfremde 


ganze Zahl v = u (mod UD), eine zu —_ teilerfremde salir, = wu’ (mod U’) 
und eine ganze Zahl v' =v" (mod U’’) mit 


(43) s=K + K'+ (v") (mod 2 (K, K’)) 
und 
(44) s=Kvo+ K'v' +7(v") (mod) 


zuordnen kann. Die Punkte s von ©, bei denen man dabei v" teilerfremd zu 
g!2 KK’ UU' U" wihlen kann, bilden eine Teilmenge von ©, die ich ©’ nennen 
werde. 

1. Ist KG + K'G’ + K”"G"” = 0, so kann jedes wu € gehdrige s auf 
unendlich viele verschiedene Weisen auf die Gestalt 


(45) s=Kp+K’p +x(e) mit px(2)>0 

gebracht werden; dabei geniigen die Primzahlen p und p’ und die natiirliche 
Zahl x den Kongruenzen 

(46) p=u (modU); p’'=u' (mod U’); «w=u" (mod VU”) 
und den Ungleichungen 


(47) |Z -4@|<e \Z-@|<., ft -@"| <e; 


hierin ist w = p+ p’ + e x(x). Jedes zu ©’ gehérige s kann auf unendlich 
viele verschiedene Weisen sogar auf die Gestalt (45) gebracht werden, wobei p, p’ 
und x Primaahlen mit (46) und (47) bezeichnen. 
2. Ist KG + K'G’ + K"G" >0, 80 kann jede hinreichend groBe Zahl s 
in € auf die Gestalt (45) gebracht werden, wobei die Primzahlen p und p' und die 
9% 
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natiirliche Zahl x den Bedingungen (46) und (47) geniigen. Dabei kann sogar, 
falls s eine hinreichend groBe zu ©’ gehdrige Zahl bezeichnet, fiir x eine Primzahl 
gewdhlt werden. 

,Hinreichend grof* soll in diesem Satz heiBen: gréfer als eine geeignet 
gewihlte Zahl, die nur von K, K', U, U', U", & und x abhéngt. 

3. Ist KG + K’'G’ + K"G" <0, so kann jede zu € gehérige negative 
Zahl mit hinreichend grobem Absolutwert auf die Gestalt (45) gebracht werden, 
wobei die Primzahlen p und p' und die natiirliche Zahl x den Bedingungen 
(46) und (47) geniigen. Gehért dieses s zu ©’, so kann dabei fiir x eine Primzahl 
gewtihlt werden. 

Beweis. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann ich e 1 vor- 
aussetzen. Die Zahl 6 werde durch 


l 1 1 
(48) 200 (| + eT + TR) = 
definiert, I’, IT” und I’ werden bestimmt wie in Hilfssatz 1 angegeben, und 
es werde P = I'N’ und P = I” N® gesetzt, wobei N => 3 ist. Ich unter- 
scheide drei verschiedene Fille. 

1. Es sei 
(49) KG + K'G@' + K"G" = 0. 

In diesem Teil des Beweises bezeichnen Cys, Cgg, . . ., C5 geeignet gewahlte 
positive Zahlen, die nur von K, K’, U, U’, U", e, x und s abhingen. Dabei 
ist s eine feste zv € gehérige Zahl. Ist N =} c,,, so gibt es ein X mit 

y(X)—s=K"I"N ud X2e,yNZ2Nnr, 
und dann ist 
(50) NertSPSNn wd Mets PSN’ x. 
Aus (40) und (49) folgt: 

KP+K'P +y7(X) =(AT+K'I'+ RK" I") N +8 =. 

Die Voraussetzungen von Satz 12 sind also mit 7 = 1 erfiillt, woraus 
folgt, daB die Anzahl der Darstellungen s = Kp + K’p’ + y (ax) mit 
s =u" (mod U”), (36) und (37) gréBer als c,, Nn-' — ¢;, ist. Gehért s 
zu ©’, so ist die Anzahl der Darstellungen s = Kp + K’p’ + x (p”) mit 
p” =u” (mod U”), (38) und (37) gréBer als c,, Nn-* — cg. 

Aus (37) folgt: 

|lp—-IN SN nw, |p -I’N | SN nv 
und aus (36): 
lx (z) — K" I" N*| S| s| + Nw, 
also: 
Ui ” i 1 
|\w —PN*— I’ N’— I" N| <|s|+(2 +1 qr) Newt. 
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Ist N =} ¢s,4, so ist daher: 
Sa Ae 
oe Tarsr 

x eg 1 
ne Ptr | <Fe 
Mit Riicksicht auf (48) folgen nun die Ungleichungen (47) aus der Be- 

merkung von Hilfssatz 1. 

Gehért s zu €, so wichst die Anzahl der gefundenen Darstellungen 

s = Kp+ K’p’ + x(a) mit N unbeschrinkt. Gehért s zu €’, so wichst 

auch die Anzahl der gefundenen Darstellungen s = Kp + K’p’ + x (p’”) 

mit N unbeschrinkt, womit der erste Fall erledigt ist. 

2. Es sei KG + K'G’ + K"G"” >0. Wird 

8 8 
N=xotKe Ro ° 2 aTKTIETIED 
gesetzt, so ist N > 3 bei hinreichend groBem s. Ist s geniigend groB, so gibt 
es ein X mit 
4(X) = K" I’ N und X2C,,N 2 Nn, 

wahrend die Ungleichungen (50) dann wiederum gelten; hierin hangt die posi- 
tive Zahl cs; nur von 7, K” und 6 ab. 

Aus (40) geht hervor 


KP+K'P+47(X)=(KAT+K'I'+K"r")N 
= (KG + K'G@’ + K"G")N =s. 

Nach Satz 12, mit 7 = ] angewandt, kann jede hinreichend groBe zu 
€ gehérige Zahl auf die Gestalt Kp + K’p’' + y(z) mit z=wu” (mod U”), 
(36) und (37) gebracht werden; jedes zu €' gehdrige hinreichend groBe s 
besitzt sogar die Gestalt Kp -+ K’p’ + 7 (p”) mit p” =u” (mod U”), (37) 
und (38) Folglich ist 
|p — IN| SN n-; |p’ — IN| SN vn; |y(z) — KT" N| SN ne, 


also 





Ba p I" 3 
S38 \f perp] <3 
(51) 











‘ ” 1 , ai 
jw —PN’— I’ N*_-T"N%4 < (2 cm) N’n a 


Bei hinreichend groBem s gelten also die Ungleichungen (51), somit mit 
Riicksicht auf (48) und die Bemerkung von Hilfssatz 1 auch die Ungleichungen 
(47), womit auch dieser Fall erledigt ist. 

3. Es sei KG + K’G’ + K"G" <0. Dieser Fall folgt unmittelbar 
aus 2.; man braucht nur K, K', K”, s und x (zx) durch — K, — K’, — K”, 
—s und — x (z) zu ersetzen. 

Satz 14. Es seien K, K’, K’’ drei ganze Zahlen + 0; G, G’ und G” drei 
Zahlen = 0 mit G + G’ + G” = 1; die ganzen Zahlen u, u' und u’’ seien 
teilerfremd zu der positiven geraden Zahl U. Es sei e¢ > 0. 
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1. Ist KG + K'G’ + KG" = 0, so kann jedes ganze s mit 


(52) (s, K’, K"”) = (s, K, K") = (s, K, K’) = (K, K’, K”) 
und 
(53) s=Ku-+ K’u' + K"u" (mod (K, K’, K”) U) 
auf unendlich viele Weisen auf die Gestalt 
(54) s = Kp+K’'p' + K"p” 
gebracht werden, wo die Primzahlen p, p’' und p” den Kongruenzen 
(55) p=4, p’ = u’, p”’ =x” (mod U) 
und den Unglewchungen 
— = a = ae 
©) ptr tr @|<e brrtr = lptete I<? 


2. Ist KG + K'G’ + K"G" > 0, so kann jedes hinreichend grofe ganze s 
mit (52) und (53) auf die Gestalt (54) mit (55) und (56) gebracht werden. ,,Hin- 
reichend grof soll hier heiBen: gréfer als eine geeignet gewihlie, nur von K, K’, 
K", U und ¢ abhiingige Zahl. 

3. Ist KG + K'G' + K"G" <0, so kann jedes negative ganze s mit 
(52) und (53) und mit hinreichend groBem Absolutwert auf die Gestalt (54) mit 
(55) und (56) gebracht werden. 

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ors (K, K’, ig 
—— = s K, K’ und KX” durch iK ¢ Ky 1% iE 7? 
TKK UR © und (KR TE) ™ ersetzen brauche. 

Ich brauche nur zu zeigen, daB jedem s mit’ (52) und (53) drei zu KK’ U 
teilerfremde ganze Zahlen v, v' und v” mit 








(57) s= Kv+ K'e' + K"e"; v=u; v=w; vw’ =u" (mod 0D) 


zugeordnet werden kénnen. Denn da U gerade ist, sind » und wv’ ungerade, 
so daB, wenn 


” ’ ” K K'U 
z(2) = K" z, 0’ = U" = U, A= EK 


gesetzt wird, aus (57) folgt: 
s—z(v") £<K K' K K' 














[Ey “Rt ee’ =eE tm R (mod 2), 
somit 
s=K+K'+ yz (v") (mod 2(K, K’)); 
hierin ist v teilerfremd zu i. weiter v’ teilerfremd zu schlieBlich v”’ 


KU’ FU 1“ 
teilerfremd zu g! 2 KK’ UU'U" = 2 KK’ U®; folglich sind alle Vor- 
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aussetzungen des vorigen Satzes erfiillt, woraus dann die Behauptung des 
zu beweisenden Satzes hervorgeht. 

Es werde (K, K’) = o gesetzt. Aus (K, K’, K”) = 1 folgt, daB o 
teilerfremd zu K” ist. Die nach (53) ganze Zahl 

s— Ku— K'w’ — K"u" 
U 

kann also auf die Gestalt r = oa + K”’ 3 gebracht werden, wo « und # ganz 
sind. Fiir jedes ganze y ist dann 


f = 





(58) r=o(a+ K"y)+K" rt" mit rt” = p—oy. 


Ich werde nun zeigen, daB die ganze Zahl y so gewahlt werden kann, daB sie 
den zwei folgenden Bedingungen, in denen 


(59) ve’ =u"’+r’U, also vo” = u” + pU — Uoy 


gesetzt ist, geniigt: 

I. Eine ungerade Primzahl, die in KK’ und auch in wv” aufgeht, geht 
in Uo auf. 

II. Eine ungerade Primzahl, die in KK’ und in = u + * u’ 
+ U(«a+ K” y) aufgeht, geht in K” U auf. 

Ist p ein ungerader Primfaktor von KX’, der nicht in Uo aufgeht, so 
besagt Bedingung I, da p nicht in v” aufgeht, so daB durch diese Bedingung 
fiir y genau eine Restklasse modulo p ausgeschlossen wird. Ist p ein un- 
gerader Primfaktor von KK’, der nicht in K” U aufgeht, so besagt Be- 
dingung II, daB p nicht in ~ u+ * wv +aU +K" Uy aufgeht, so dab 
auch diese Bedingung fiir y genau eine Restklasse modulo p ausschlieBt. 
Mindestens p—2 Restklassen modulo p stehen noch fiir y zur Ver- 
fiigung, und da in den Bedingungen. I und II nur gesprochen wird iiber die 
ungeraden Primfaktoren von =. gibt es wenigstens eine Restklasse modulo 
<= mit der Eigenschaft, da8 ‘edes zu dieser Restklasse gehérige y den Be- 
dein I und II geniigt. 

Da ~ und ~ teilerfremd sind, kann « + K’’y auf die Gestalt ~ » + ~ »/ 
gebracht werden, wo » und 7’ ganz sind. Dann ist 

a+ K”y= Kr+<y, falls tr = n+<t und t= 7 — = 
gesetzt wird. Genau wie oben kann ich zeigen, daB man die ganze Zahl ¢ 
so wahlen kann, daB sie den folgenden Bedingungen, in denen 


v=ut+rU =ut+nUt+2UE 
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und 
Vv=04+70 =u+7 0 -— = Ut 
gesetzt ist, geniigt: 
III. Eine ungerade Primzahl, die in KK’ und v aufgeht, geht auch in 
©'U auf. 
IV. Eine ungerade Primzahl, die in KK’ und wv’ aufgeht, geht auch in 
K 
a U auf. 
Ich werde nun zeigen, daB die so definierten Zahlen v, v’ und v” die 
verlangten Eigenschaften besitzen. 
Man hat 
Ko + Kv’ + K"y" = Ku + K'w + K" x" we U(Kr+K'r + K"r’’), 
wo 
Kr + K’ v + kK” rt’ = Kn + K’ 7’ + K” tr’ = o (a + KR" y) + K"” rt’ = r, 
also 
Ko + KR’ + Ko” = Ku + K'w + Ku" + Ur=s, 


womit die erste der Beziehungen (57) bewiesen ist. Da8 die drei Kongruenzen 
(57) erfiillt sind, ist evident, so daB es geniigt, eimen Widerspruch abzuleiten 
aus der Annahme, daB v v’ v’’ und K K’ U einen gemeinsamen Primteiler p 
besitzen. Da u, u’ und u” teilerfremd zu U sind, so folgt aus den Kongruenzen 
(57), daB v wv’ v” teilerfremd zu U ist, so daB p kein Faktor von U, also ein 
ungerader Primfaktor von KX’ ist. Ich unterscheide nun drei verschiedene 
Faille: 

1. Es sei p ein Teiler von v’. Dann ist p nach I ein Teiler von Uo, 
also von o, somit von K und von K’, folglich wegen (57) auch von s, in Wider- 
spruch zu (s, K, K’) = 1. 

2. Es sei p ein Teiler von v. Dann ist p nach III ein Teiler von = U, 


RK’ . 
also von = somit auch von 


K a K K’ , K K’' 
sits e = Sut swt U(ttt+ or) 
K gx’ , K 4 
= ut sw tU(pnt+ >) 

= Aut ew + Ue +K"D). 


Aus II folgt nun, daB p ein Teiler von K” U, also von K” ist. Dann wire p 
ein Teiler von v, K’ und K”, also wegen (57) auch von s, in Widerspruch 
zu (s, K’, K”) = 1. 
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3. Auf analoge Weise leitet man einen Widerspruch ab aus der Annahme, 
daB p ein Teiler von v’ ist. 
Hiermit ist Satz 14 vollstindig bewiesen. 


§ 3. 
Beweis der Sitze 1, 2 und 3. 


In meiner 2., 3., 4. Arbeit®) habe ich den Spezialfall der Sitze 1, 2 
und 3 mit 
(60) K*® = K" = K? = K} = K} = K} = 1 


bewiesen, aber dabei habe ich versprochen, in dieser Annalen-Arbeit den 
Hilfssatz abzuleiten, der hier als Hilfssatz 3 vorkommt. Fiir den Beweis 
von Hilfssatz 3 brauche ich den folgenden 

Hilfssatz 2. Sind A und X natiirliche Zahlen mit A SX, ist P ganz 
und |u,| S1, so ist 


P+X A-—1 P+X—8 
A?| & ul?*<4AX?+4XR J (A —s8) 2 Uses Ue, 
z=P+1 a=} 2=P+1 


wo w den konjugiert-kompleren Wert von w bezeichnet und Rw den Realteil 
von w. 

Bekannt?). 

Hilfssatz 3. Jedem Paar natiirlicher Zahlen g und m kénnen eine natiirliche 
Zahl h und eine positive Zahl c,, zugeordnet werden, die folgende Bedingung 
erfiillen: fiir jedes ganze P, jedes ganze Z = 3, jede reelle Zahl « mit der Eigen- 
schaft, daB das abgeschlossene Intervall (x = Z-%z") keinen Bruch mit posi- 


tivem Nenner S z* enthilt*), und fiir jedes Polynom y (x) = z +... gilt 
die Ungleichung 
| 


pate: s C5g Z 2 m. 








P+Zz 
a= P+ 
Beweis. Ist g = 1, so ist 
P+Z P+ 2 2 
niaw(z)) — eitiaz mas 
| a ¢ er a ae S jin zal = (naz my <Zz 





2) J. G. van der Corput, Sur deux, trois ou quatre nombres premiers, Proceedings 
Kon. Akademie Amsterdam 40 (1937, November und Dezember); 41 (1938, Januar, 
Februar und Marz). Ich nenne diese die 2., 3., 4. Arbeit. 

3) Vergl. J. G. van der Corput, Diophantische Ungleichungen, Acta mathematica 
56 (1931), S. 373—456 (S. 407); oder J. G. van der Corput, Sur la méthode de Weyl 
dans la théorie des nombres, Proceedings Kon. Akademie Amsterdam 40 (1937), 
S. 668— 675 (S. 669); oder J. F. Koksma, Diophantische Approximationen (Ergebnisse 
der Math. und ihrer Grenzgebiete, Bd. 4, Nr. 4) (1936), S. 94 (Julius Springer, Berlin). 

*) (a = n) bezeichnet das abgeschlossene Intervall (« — ny, « + 7) 
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da das abgeschlossene Interval] (« = Z-*z*) keine ganze Zahl enthilt; die 
Behauptung gilt dann also mit h = m. 

Ich darf also g = 2 voraussetzen und annehmen, da8 der Hilfssatz 
schon bewiesen ist, falls g durch g — 1 ersetzt wird. Wir wissen dann, daf 
eine nur von g und m abhiangige natiirliche Zahl h => 2m und eine nur von 
g und m abhangige positive Zahl c,, existieren, die folgende Bedingung erfiillen: 
fiir jedes ganze P, jedes ganze Z > 3 und jede reelle Zahl 8 mit der Eigenschaft, 
daB das abgeschlossene Intervall (8 = Z'~* z*~*") keinen Bruch mit posi- 


-1 
tivem Nenner Sz*~*™ enthilt, und fiir jedes Polynom x (z) = ain eee 
gilt die Ungleichung 
Piz 
(61) | S #882) =< o,Z2-, 
z=P+1 


Betrachten wir nun ein ganzes Z => 3 und ein reelles « mit der Eigenschaft, 
daB das abgeschlossene Interval] (« = Z~*%z*) keinen Bruch mit positivem 
Nenner S z* enthilt! Bekanntlich gibt es wenigstens einen irreduziblen 
Bruch = mit 0< qS2* und mit der Eigenschaft, daB 4 = « — = absolut 
Sz ** ist. Aus der genannten Eigenschaft von « folgt |y| >Z-%z*. Ich 
unterscheide nun zwei verschiedene Fille: 

1. Es sei |y| > Z'-%z*-2?™, Wird A = [} 2™) + 1 gesetzt und be- 
zeichnet s irgendeine natiirliche Zahl S A, so ist 


sa _ < = 8|n| > Z-924-™, 


und fiir jeden Bruch . = = mit 0<q7 S2*-*™ ist 
a’ sa a' sa 1 
te- Hele—a-be- Fe ae eh 
=> gh. g-ht+2m aad (4 zim + 1)2-*4 > 4 gmt > Zi-G gh-2m 


bei hinreichend groBem Z (sonst ist die zu beweisende Behauptung evident). 
Das abgeschlossene Intervall (sx = Z'~* z*-2™) enthilt also keinen Bruch 
mit positivem Nenner S z*-?™. Formel (61), mit 














aa _ ylz+a)—ylz) xf 
(62) bB=as, z4(z) = A =G-pit:: 
angewandt, liefert also 
Piz 
| J etzia(we+a— la) S 6 Z2-**, 
z=P+1 


somit fiir jedes positive ganze s S A: 
P+Z—s 


(63)  ; erie(yua+a—v@)| Oe,Z2°°™. 


2=P+1 


die 
itz 


aB 


on 


S1- 
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In diesem Beweis hingen C54, C59, Cg9 und Cg, nur von g und m ab. Im folgenden 
Fall werde ich eine analoge Formel ableiten. 

2. Es sei |n| SZ'-92*-2™. Wird A =[sq?7- | gesetat, so ist 
A < 42Z wegen |y| > Z-? 2. Ich werde beweisen, daB Formel (63) 
fiir jedes ganze s => 2° (A + 1)2-?" und SA gilt. Dann ist 


2° 
jeu — 29] = alm] SF Zt-# adm In] > (Z — 5)!" (log (Z — 8))'-*™, 


and fiir jeden Bruch $ + = mit 0< q' S (log (Z — s))*-*™ ist 
a’ sa a sa 1 
e— el a al-Pe- Gleae 














Sj} 2z-*.z-ht8m — 4 Z-924 > (Z — 8)'-9 (log (Z — s))*-*™ 
bei hinreichend groBem Z. Formel (61) mit (62) und mit Z — s statt Z an- 
gewandt, liefert (63). 

In beiden Fallen kann ich nun die fundamentale Ungleichung anwenden. 
Diese liefert: 


P+Z 
(64) A%] So etatev@?—4 AZ? 
z=P+1 


Aa—1 P+Z—e 
+4ZR J (A—s) J ettielve+o—vww), 


s=1 2=P+1 
Ist 
lnjJ>o2eA-2™, 15854, 
oder 
|\n| SB-eeAr-2™ (A+ 1)" Ss, 
so gilt (63), und der Gesamtbeitrag dieser s zu der rechten Seite von (64) 
ist somit: 
A= 
SAZA SE Ogg Ze™ < 4 eqgZ*A22-™, 


@=1 
Der Beitrag der s << 2°(A + 1)2~*™ ist héchstens 
4ZA-2°(A + 1)2°-2?™Z<c,,Z* A? 2-*™. 
Die rechte Seite von (64) ist also in beiden Fallen kleiner als 
4 AZ* + Cy Z* A®2z-2™ < cg, Z* A® 2-2, 


woraus die Behauptung folgt. 
Fiir jedes positive ganze q und jedes ganze t + 0 werde 


, — >» y 5 ani2(Kh+ K'h'—1 
(65) H3(q,t) = P@ @ g . 


@=1 A=1 A'=1 
a, hund h' teilerfremd zu ¢ 
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q q q q . Py = 
° 1 2mi—(Kh + Ki hi + Kz Ae —9 
O) MON age 2 22°" 


A=1 hy =1 hgp=1 
a, h, hy und hg teilerfremd zu q 


und 


q q q q q ail - . ° 
s 1 2 mi—(K,h? + Ka hd + Kya + Kh? — 
67) Ha=agd + + d+ d* * 


@=1 hy =1 hg =1 Ag=1 hy=—1 
@, hy, ho, Ag, hg teilerfremd zu ¢ 


gesetzt; weiter werde 
gesetzt. 

Genau wie ich in meiner 2., 2., 4. Arbeit die Spezialfalle mit (60) bewiesen 
habe, kann ich unter den Voraussetzungen von Satz o — 1 (o = 2,3 oder 4) 
die Ungleichung 


ecg Pol 2) + 8)— Po(y(z) + 8) E Ha, y(2) +8)| <ealPtte™ 


ableiten; ¢g. hiingt nur ab von 


m, y, K, K’ falls o = 2; 
m, py, K, K,, Ky » oe = 3; 
m, y, K,, K,, K,, KK, , o@ = 4. 
Ich brauche also nur noch zu zeigen 
2 Hy(q,t) = 2,(9,t) (o = 2,3,4). 
q=1 


Ich darf dabei t + 0 annehmen, da sonst beide Glieder verschwinden. 
Hilfssatz 4. Sind q, und qz teilerfremde natiirliche Zahlen, so ist fiir jedes 
ganze t 
A, (9192, ) = Hi (q1, *) He (Qa 4) (o = 2,3, 4). 


Beweis. Der Beweis geht genau wie in Hilfssatz 15 meiner 2., 3., 4. Arbeit. 
Hilfssatz 5. Ist t eine natiirliche, K eine ganze Zahl, p eine Primzahl, 
die nicht in der ganzen Zahl a aufgeht, sv ist 


E e2tiaKhp—* 
h=1 
(h, p) = 1 
gleich 
0, falls K nicht teilbar durch p*~' ist; 
— p"~', falls K durch p**, aber nicht durch p* teilbar ist; 
p’~*(p —1), falls K durch p* teilbar ist. 


Beweis. Ich darf annehmen, daB K nicht durch p* teilbar ist, da sonst 
die Behauptung evident ist. Sei K durch p“, aber nicht durch p* ** teilbar. 
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Dann ist t= u + 1, und die betrachtete Summe hat, wenn K = Lp“ ge- 
setzt wird, den Wert 


p'’—™“ axiaLlh p'—* aniaLlh p*—"—1 egniaLlh 
p* ) er" = p y arr"? — ) er F—? 
Pan A=1 a=1 
(Ah, p)=1 
=0-—0=0 oder 0—p* = — 7}, 


je nachdem t > oder = «+ 1 ist. Hiermit ist Hilfssatz 5 bewiesen. 
Hilfssatz 6. Es seien K und K' zwei ganze teilerfremde Zahlen + 0. 
Ist die natiirliche Zahl q durch ein Quadrat > | teilbar, so ist H} (q, t) = 0. 
Fiir jede Primzahl p ist 
Hy (p,t) = (— 1+" (p. — 1-2, 
wo A die Anzahl der durch p teilbaren Zahlen bezeichnet, die im System K, K', — 
vorkommen (also A = 0, 1 oder 2). 
Beweis. 1. Es sei g durch p*, aber nicht durch p"*’ teilbar, wo r > 2 


ist und p eine Primzahl bezeichnet. Wenigstens eine der Zahlen K und K’ 
ist nicht durch p teilbar, so daB 


_ 2niat © aaiakh p* 22iak'h' 


p* 
t .7 a 
P . Pp 
= A=1 h'=1 
a, + und A’ nicht durch p teilbar 


nach dem vorigen Hilfssatz den Wert Null hat. Nach Hilfssatz 4 verschwindet 
dann auch H’ (q, i). 
2. Ist weder K noch K’ durch p teilbar, so ist 


p—1 _ sniat 


’ 1 1 1 
ind= sop 26 9 51 He ~ GR 


je nachdem t durch p teilbar ist oder nicht, d. h. je nachdem 4 = 1 oder 0 ist. 
Ist dagegen eine der Zahlen K und K’ durch p teilbar, so ist 





Hy (p*,t 


=) 2miat 
1 —_ se 


’ _— 1 
Hi (pt) = —> D'e pP =-—] oder 57 


1°? 
a=1 


je nachdem —t durch p teilbar ist oder nicht, d.h. je nachdem 4 = 2 
oder 1 ist. 


Beweis von Satz 1. Ich brauche nur zu zeigen, daB fiir jedes positive 
ganze g und jedes ganze t + 0 


(68) J Hala) = 24(40 


ist. 
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Aus den Hilfssiitzen 4 und 6 geht hervor, daB die linke Seite den Wert 
IT (1 + Ha(p,0) 


hat. Ist t= K + K’ +1 (mod 2), so kommen im System K, K’, —t null 
oder zwei gerade Zahlen vor, so da8 dann nach dem vorigen Hilfssatz 
| + Hy (2, t), also auch die linke Seite von (68) verschwindet. Hat ¢ mit 
KK’ einen Primfaktor p gemeinsam, so kommen im System K, K’, — t genau 
zwei durch p teilbare Zahlen vor, so daB nach dem vorigen Hilfssatz 
1 + Hy (p, t), also auch die linke Seite von (68) verschwindet. Ich darf 
also weiter annehmen, da t eine Zahl + 0 bezeichnet, die = K + K’ (mod 2) 
und teilerfremd zu KK’ ist, so daB 2, (t) durch (2) definiert ist. 

Ist p eine ungerade Primzahl von K K’ t, so kommt im System K, K’, — t 
genau eine durch p teilbare Zahl vor, so dab, wiederum nach dem vorigen 
Hilfsssatz, 

' _ 1  # =gp—l ail 1 
1 + Hy(p, t) = 1+ 5 = 2 (1—p =p) 
ist. Ist dagegen die ungerade Primzahl p kein Faktor von K K’ t, so ist keine 
der Zahlen K, K’, —t durch p teilbar, also 
’ l 
1 + Ay (p, t) = ] ~ Tp—1)*" 
SchlieBlich kommt im System K, K’, — t genau eine gerade Zahl vor, somit 
1 + Hy (2, t) = 2. 


Die linke Seite von (68) ist daher 
1 p—l_ 
p>2 
womit Satz 1 bewiesen ist. 


Hilfssatz 7. Ist die wngerade Zahl m = p’ teilerfremd zu der ganzen 
Zahl a, so besitzt die GauBsche Summe 
m—1 2%iah? 
ae * 


h=0 


bekannilich den Wert ¥mo,, (a); hierin ist 


o,, (a) = 1 falls m=1 (mod 4) und a ein Quadratrest von p ist; 

(— 1) falls m= 1 (mod 4) und a ein Nichtrest von p ist; 
= t falls m= — 1 (mod 4) und a ein Quadratrest von p ist; 
= — 1, falls m=— 1 (mod 4) und a ein Nichtrest von p ist. 


I 
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Hieraus folgt fiir jede ungerade Primzahl p, die kein Teiler der ganzen 
Zahl t ist, 


P—1  aniat 


Se? =4(-14+ Vpo,(—9) 


a=1 


@ Quadratrest von Pp 





und 
P—1  2xiat 


De * =4(-1-Ypo,(—»). 


@ Nichtrest von p 





Hilfssatz 8. Haben K, K, und K, den griften gemeinsamen Teiler 1 
und ist t ganz + 0, so ist fiir jede ungerade Primzahl p die durch (66) festgelegte 
Funktion Hj (p,t) gleich der durch (4) definierten Funktion H, (p, t). 

Beweis. (p — 1)° Hy (p, t) hat den Wert 


P—1 gmiat P—1 2xtaKih? P—1 2xia Kh} P—1 gaiakh 


a ga ae nl 


a=1 Ay=1 hg =1 =i 


also den Wert (1 — p)® S, wo 








> 


P—-1 ogniat P—1 @nxiakih? P—1 22ia Kyh} 


S=— > e ? z= e ? ps  * 
a=1 Ay =1 hg =1 
und o = 1 oder 0, je nachdem p ein Teiler von K ist oder nicht. Ich be- 
zeichne mit A die Anzahl der durch p teilbaren Zahlen, die im System K,, 
K,, —t vorkommen, mit u die Anzahl der in diesem System auftretenden 
Quadratreste von p. 


Ich setze 
e=1 und »= 1 falls p= _ 1 (mod 4) ist; 
e=t und »=-—l1 ,, = — 1 (mod 4) ist. 


Ich unterscheide verschiedene Fille. Ich schreibe dabei o,, o, und o, 
statt o, (K,), o, (K,)- und a, (— ?). 

1. Keine der Zahlen K, und K, sei durch p teilbar. Nach dem vorigen 
Hilfssatz ist dann 


p—1 _2%#tat 

S=—(-1+Vpo)(—1+V¥po) Ze? 
@ Quadratrest von p 

p-1 _2%6at 


—(—1—YVpa,)(—1—Vpo) Fe? . 


@ Nichtrest von p 
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32 
1,1. Ist — ¢ nicht durch p teilbar (also A = 0), so ist nach dem vorigen 


Hilfssatz 
S = —}(—1+Vpa,) (—1+4 Vpo,) (— 1+ Ypa,) 


—43(—1—Ypo,) (—1—Ypo,) (— 1 — Ypo,). 


Ist u« = 0 oder 3, so isto, = o, = 0, = + 2, also 
S= —43(—1+eVp))—3(—1+ cVp =14+32p =14+3rp. 
Ist dagegen mu == 1 oder 2, so besitzen zwei der Zahlen o,, o, und a; 
denselben Wert -+- ¢, waihrend die andere dieser drei Zahlen dann den ent- 


gegengesetzten Wert + ¢ hat; dann ist also 


S = —3(—1+ eVp)*(—1— Vp) — 4(—1—e Vp)'(—1 + € Vp) 
=l-—ép=1l—vrp. 


In beiden Fallen ist also Hy (p,t) = H, (p, t). 
1,2. Ist —¢t durch p teilbar (also 4 = 1), so ist 
S = —4(p—1)(—1+ Vpo,)(— 1+ Vpa,) 
— 4(p — 1)(—1— Vpa,)(— 1 — Vpa,). 


Ist wu = 0 oder 2, so ist 
0, =—=%=— +8, 


also 
— 4(p —1) (—1 + e Vp’ — 4(p — 1) (—1—e Vp 
—(p—1)(1+ ep) = (p— 1) (— 1— >). 


Ist dagegen « = 1, so hat man 
S = —(p—1)(—1+ Vp) (—1—eVp) = —(p—1) (1 —#*p) 
= (p—1)(—1+ rp). 
Auch in diesen zwei Fallen ist Hj (p,t) = H; (p, t). 
2. Eine und nur eine der Zahlen K, und K, sei durch p teilbar. Ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit kann ich annehmen, da8 K, durch p teilbar 
ist, also K, nicht. Dann ist nach dem vorigen Hilfssatz 


gm} 2niat 
Pp 





S=—(p—1)(~-1+YVpa,) FZ e 
1 
@ Quadratrest von p 
2Qniat 
? 





—(p—1)(-1-Vpa) "Ee 


a Nichtrest von p 
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2,1. Ist —¢t nicht durch p teilbar (also 4 = 1), so ist nach dem vorigen 
Hilfssatz 


S = —4(p—1)(—1+4 Vpo,)(—1+ Vpo,) 
—4(p —1)(—1— Vpo,) (— 1 — Vpa,). 
Dieser Fall geht genau wie 1,2; aber jetzt mit — ¢ statt Kg. 
‘2,2. Ist —¢t durch p teilbar (also 4 = 2), so ist 
= —}(p—1)(—1 + Vpa,) — 3 (p — 1)*°(— 1 — Vpa,) = (p — 1), 
also H, (p, t) = H;(p, t). 


3. Die zwei Zahlen K, und K, seien durch p teilbar. Dann ist K nicht 
durch p teilbar (also 9 = 0) und 


2ziat 


S= ~(p—1 Se wv = —(p—1) oder (p — 1)*, 


e=1 





je nachdem — ¢ durch p teilbar ist oder nicht, d. h. je nachdem A = 3 oder 2 
ist. Auch jetzt ist Hj (p,t) = Hs (p, t). 

Hilfssatz 9. Haben K,, K,, Ky, Ky den gréBten gemeinsamen Teiler 1 
und ist t+ 0, so ist fiir jede ungerade Primzahl p die durch (67) festgelegte 
Funktion Hj, (p,t) gleich der in §1 definierten Funktion H, (p, t). 

Beweis. Der Ausdruck (p — 1)* H4 (p, t), den ich S nenne, hat den Wert 


io i he 
1 _27iat 3 2miaKkghy 


vp 4 a= 
fa 2 eae FF £2 Ss 
a=1 e@=1 ho =1 


Ich bezeichne mit A die Anzahl der durch p teilbaren Zablen, die im System 
K,, K,, K;, K, und — t vorkommen, mit « die Anzahl der in diesem System 
auftretenden Quadratreste von p, und ich setze 


é€ 


1 und vy = 1, falls p= 1 (mod 4) ist, 
e=t , w=-—l1, , p=—1 (mod 4) ist. 


Ist K, (g = 1, 2, 3 oder 4) nicht durch p teilbar, so bezeichne ich o, (K,) 
mit o,; ist —? nicht durch p teilbar, so bezeichne ich o, (— t) mit og. 
Ich unterscheide verschiedene Fille. 
1. Keine der Zahlen K,, K,, K, und K, sei durch p teilbar. Nach Hilfs- 
satz 7 ist dann 


p—1_ 27fat 


S = (—1+YVpo,)(—1+ Vpo2) (—1+Vpo3)(—1+Vpa)Se ? 


a=1 


@ Quadratrest von p 
— ,_ 2tat 


+(—1+ ¥po)(—1—Vpo)(—1--¥po)(—1-Vpoy Ee” 


@ Nichtrest von Pp 
Mathematische Annalen. 116. 3 
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1,1. Ist —¢ nicht durch p teilbar (also A = 0), so ist nach Hilfssatz 7 
S = 43 (—1+ Vpo,)(— 1+ Vpox)(—1+ Vpos)(— 1+ Vp) (— 1+ Vp 05) 
+4(—1—Vpo,)(—1— Vpo,)(—1— Vp os) (—1—Vpo,)(—1— Vp a). 
Ist « = 0 oder 5, so ist 


0; = 0, => 0; —-O,=—-0,=—= +68, 


also 
S = 43(—1+e Vp +4(—1—eVp = —1— 0p —5etp® 
= —1—10»p— 5p’. 


Ist 4 = 1 oder 4, so haben vier der Zahlen o,, o,, 63, 0, und o, denselben 
Wert + e, waihrend die andere dieser fiinf Zahlen den entgegengesetzten Wert 
+ ¢ besitzt, also 


S = 4(—1+eVp)*(—1—eVp) + 4(—1—eVp)*(—1+ e Vp) 

= $(1—e*p){(—1+ e Vp +(—1—e Vp} = (1 —vp)(—1 — 3p). 
Ist schlieBlich «4 = 2 oder 3, so ist 
S = 4(—1+6Vp) (—1—eVp)' +4 (—1—eV¥p? (—1+ e Vp) 


= —(l— ep)? = —1+ 2p — p’. 
In diesen drei Fallen ist also 


1,2. Ist —t durch p teilbar (also A = 1), so ist 
(p — 1)2 8 = 4(—1+4 Vpa,) (— 1+ Vpo,) (— 1+ Vpo,) (—1+ Vpo,) 
+ 4(—1—YVpe,)(—1 — Vpo,)(—1— Vpo,)(— 1 — Vpo,). 
Ist « = 0 oder 4, so ist o, = 0, = 0, = og = +6, also 
(p —1)7S = 4(—1+ eVp)*+4(—1— eVp)*=14 bop + p*. 
Ist ~ = 1 oder 3, so hat man 
(p — 1)*S = 4(— 1+ 6 Vp (— 1 — e Vp) +4(—1—e Vp (—1+ e Vp) 
=(— 1+ 2Vp)(—1—eVp) (1+ ep) =1— ep = 1—p*. 
Ist schlieBlich 4 = 2, so ist 
(p— 12S = (—1 +e Vp) (—1— Vp) = (1 — pp) = 1 — 2vp+ p* 
Auch in diesen Fallen gilt (69). 
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2. Eime und nur eine der Zahlen K,, K,, K, und K, sei durch p teilbar. 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei K, durch p teilbar. Dann ist 


= _ —1 _ 22iat 
(p —1)*S = (—1+ Vpo,)(—14 Vpa,)(— 1 +Vpo) Ze ? 


@ Quadratrest von p 





=1 _2xéat 
+(—1—YVpo)(—1—YVpo,)(—1—Vpo Se 
a 


2,1. Ist —¢ nicht durch p teilbar (also 4 == 1), so ist 


(p — 1)2S = (— 1 + Vpo,) (— 1+ Vpo,) (— 1+ Vpos) (— 1+ Vpo,) 
+ (— 1 —YVpo,) (—1—Vpo,) (— 1 —Vpo,)(—1— Vp), 
und dieser Fall geht genau wie 1, 2. 
2,2. Ist —t durch p teilbar (also 2 = 2), so ist 
(p — 1)*S = 3(—1+ Vpo,) (— 1+ Vpox) (— 1 + Vpo,) 
+4(—1—YVpo,) (—1—Vpa,) (—1—Vpo,). 
Ist « = O oder 3, so ist 
(p — 1S = 4(—1+ Vp? + 4(—1 — e Vp? = —1— 307, 
und ist uw = 1 oder 2, so ist 


(p — 19S = 4(— 1+ Vp)'(—1 — e Vp) +4(—1—e Vp)\(— 1+ e Vp) 
= —(l-#p) =—1+¥, 
so daB (69) auch hier gilt. 

3. Genau zwei der Zahlen K,, K,, K, und K, seien durch p teilbar. Ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich K, und K, durch p teilbar vor- 
aussetzen. 

3,1. Ist —¢t nicht durch p teilbar (also A = 2), so ist 


(p — 1)*S = 3(— 1+ Vpa,) (— 1+ Vpo) (— 1+ Vpa) 
+4(—1—YVpo,) (—1— Vpo,) (—1— Vpo,), 
und dieser Fall geht wie 2, 2. 
3,2. Ist —t durch p teilbar (also 4 = 3), so ist 

(p—1)-*S = 3(—1+4 Vpo,) (— 1+ Vpoq) +4(—1—Vpo,) (—1— Vpo,) 

= $(—1+eVp)*+4(—1— Vp)? =1+»p falls « =0 oder 2, 

=(—1+eVp) (—1—eVp)=1—vp falls »=1, 
so daB (69) gilt. 

3* 
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4. Genau drei der Zahlen K,, K,, K,, Ky seien durch p teilbar; ich 
nehme an, daB K, nicht durch p teilbar ist. 
4.1. Ist —¢ nicht durch p teilbar (also 4 = 3), so ist 


(p—1)-* S = 4(—1+ Vpa,) (— 1+ Vpo,) + 3(—1—Vpo,) (—1—YVpo,), 
und dieser Fall geht wie 3, 2. 
4,2. Ist —¢ durch p teilbar (also A = 4), so ist 


(p — 1) S = 4(—1+ Vpo,) + 4(—1— Vpo,) = -1, 
so daB (69) gilt. 
Hiermit ist Hilfssatz 9 vollstindig bewiesen. 
Hilfssatz 10. Ist t= 2, ist p eine ungerade Primzahl und ist die ganze 
Zahl K nicht durch p*~’* teilbar, so ist fiir jedes nicht durch p teilbare ganze a 
pe 22ia Kh? 
e *§ =0. 


A=1 
(A, p) =1 


Beweis. Ist K durch p* und nicht durch p“** teilbar und wird K = L p“ 


gesetzt, so ist « SS t — 2 und FL nicht durch p teilbar, so daB die betrachtete 
Summe nach Hilfssatz 7 den Wert 


pt*—"* aniaLh? p™—" anxiaLlh? p’—~"@—2 egxiaLn 
p" y e pt = p* y’ e pt—@ — prt y" OO ei 

eh=1 A=1 A=1 

,p)=1 


ons p : pt Bas (aL) ie > +1 gi? Me, (aL) = 
hat. 

Hilfssatz 11. Sind K, K, und K, drei ganze Zahlen + 0 mit gréptem 
gemeinsamen Teiler 1 und ist die natiirliche Zahl q durch ein ungerades Quadrat 
> 1 teilbar, so verschwindet Hy (q, t) fiir jedes ganze t. 

Beweis. Es bezeichne p eine ungerade Primzahl, t eine ganze Zahl > 2. 
Das Produkt g* (p") Hj (p", t), das den Wert 


p®* —2miat p* 2@niaKh p* 22iaK,h} pt a2iaKyhe 


ae" ee) ae eae 


a=1 A=1 hy =1 hg=1 


1 2 
a, h, hy und Ag nicht durch p teilbar 


besitzt, ist nach den Hilfssitzen 5 und 10 gleich Null, da wenigstens eine der 
Zahlen K, K, und K, nicht durch pteilbar ist. Nach Hilfssatz 4 verschwindet 
also Hy (q, ¢) fiir jedes durch p* teilbare q. 

Hilfssatz 12. Sind K,, K,, K, und K, ganze Zahlen +0 mit gréftem 
gemeinsamen Teiler 1, ist die natiirliche Zahl q durch ein ungerades Quadrat 
> 1 teilbar, so verschwindet Hi, (q,t) fiir jedes ganze t. 
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Beweis. Es bezeichne p eine ungerade Primzahl, t eine ganze Zahl > 2. 
Das Produkt *(p") Hy (p", t), das den Wert 


p Qmiat 4 pt 22iaK, h,? 
—_ t Sa 
5 e * s e pt 
— 
a=1 e=1 hy =1 
(a, p)=1 (hg, P) = 1 


hat, ist nach Hilfssatz 10 gleich Null, da wenigstens eine der Zahlen K,, Ko, 
K, und K, nicht durch p teilbar ist. Nach Hilfssatz 4 verschwindet also 
H;, (q, t) fiir jedes durch p* teilbare q. 

Hilfssatz 13. Es seien K, K, und K, drei ganze Zahlen +0 mit griptem 
gemeinsamen Teiler 1; es bezeichne x die grépte ganze Zahl [3 mit der 
Eigenschajt, daB K durch 2*~* teilbar ist. Dann ist fiir jedes ganze t + 0 


1 + Hy (2, t) + Hy (4, 0) + Hy (8, t) = 2 oder 0, 


je nachdem t = K + K, +. K, (mod 2") ist oder nicht. 
Beweis. Wird K + K, + K, —t = L gesetzt, so hat man 
H; (2, t) in eil = (— 1)’ 
und 
sae oe cae a 
Hj(4,t) = 23 r eh TiAiKh+ Kiki + Kehh— 
. a, h, hy, ho = 1 und 3 


$xiaKkh 


Ist K ungerade, so ist Y e = 0, also Hj (4, t) = 0; ist dagegen K 
h 


gerade, so ist 


Hi(4,t)= SF eb ***4 — (— 184.2 oder 0, 


a=lund3 


je nachdem L gerade oder ungerade ist. SchlieBlich hat man noch 


Hi(8,t) = 4-3 y epeiakh+ Kin + Kiko 
> 
a, h, hy, hg = 1, 38,5 und 7 
= 4-1 oy et TEAK + Ky + Ky—0 


a,h=1, 3,5 und 7 
Ist K nicht durch 4 teilbar, so ist Hy (8, t) = 0. Ist dagegen K durch 4 teilbar, 
so ist 


Hi(8,t)= YF  et**4 — (_ 1784.4 oder 0, 


a=1, 3,5 und 7 
je nachdem ZL durch 4 teilbar ist oder nicht. 
Die Summe 1 + Hj (2, t) + Hy (4, t) + Hy (8, t) hat somit den Wert 
1—-1+0+0=0 falls L=1 (mod 2), 
1+1+0+0=2 , L=2(mod4) und K=1 (mod 2), 
14+1-24+0=0 ,, L=2(mod4) ,, K=0 (mod 2), 
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1+14+0+0=2' falls L=4(mod8) und K=1 (mod 2), 
14+1+2+0=2 , L=4(mod8) , K=2 (mod 4), 
1+1+2-4=0 , L=4(mod8) ,, K=0 (mod 4), 
1+14+0+0=2 ,, L=0(mod8) ,, K=1 (mod 2), 
14+1+2+0=2 , L=0O(mod8) ,, K=2 (mod 4), 
1+14+2+4=2 , L=0O(mod8) ,, K=O (mod 4). 


Hilfssatz 14. Bezeichnen K,, K,, K, und K, vier ganze Zahlen + 0 
mit griBtem gemeinsamen Teiler 1, so ist fiir jedes ganze t + 0 
1 + Hy (2, t) + Hy (4, 0) + Hi (8, t) = 8 oder 0, 
je nachdem K, + K, + K, + Ky —t durch 8 teilbar ist oder nicht. 
Beweis. Wird K, + K, + K,+ K,—t = L gesetzt, so ist 
A, (2,t) = es = (— 1), 


9-4 et tia ad +... + Kynh—O 


Hi, (4,t) 


a, hy, Ao, hg, hg = 1 and 3 
= y gtttet . (— 18.2 oder 0, 
a= 1 und 3 
je nachdem LZ gerade oder ungerade ist, 


Hj(8,t) = 4-4 yr et TEAK nd +... + KM 
‘ @, hy, Ag, Ag, Ag = 1, 3,5 und 7 
= 2 geste’ (- 1t4.4 oder 0, 
a=1,3,5 und 7 
je nachdem LZ durch 4 teilbar ist oder nicht. Folglich hat die Summe 
1 + Hi, (2, t) + Hy (4, t) + Ay (8, t) den Wert 


1—1+0+0 =. falls L=1 (mod 2), 


1+1-2+0=0 ,, L=2 (mod 4), 
1+14+2-4=0 ,, L=4 (mod 8), 
1+1+2+4=8 ,, L=0 (mod 8). 


Hilfssatz 15. Es sei q eine natiirliche durch 16 teilbare Zahl; t sei ganz. 

Bezeichnen K, K,, Ky drei ganze Zahlen + 0 mit griptem gemeinsamen 
Teiler 1, so verschwindet Hy (q, t). 

Bezeichnen K,, K,, K,, K, vier ganze Zahlen + 0 mit griptem gemeinsamen 
Teiler 1, so verschwindet Hj, (q, t). 

Beweis. Es sei a ungerade; t sei ganz > 4. 

Ist K ungerade, so ist 

$ etsiakha—* — Q), 


A=1 
h 
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Ist K, ungerade, so ist 


et qt™—2 2 
z ettiak, hat — x » et tia Ky (h+a* — 2p 2-* 
Ay =1 A=1 k=0 
A, ungerade A ungerade 
gt--2 
= f+ 0=0. 
h=1 
A ungerade 


Haben K, K, und K, den gréBten gemeinsamen Teiler 1, so ist wenigstens 
eine dieser drei Zahlen ungerade, und dann folgt aus den obigen Beziehungen, 
daB Hy; (2°, t) verschwindet. Haben K,, ..., Ky einen gréBten gemeinsamen 
Teiler 1, so ist wenigstens eine dieser vier Zahlen ungerade, so da8 dann 
H;, (2°, t) = Oist. Hieraus folgt mit Riicksicht auf Hilfssatz 4 die zu beweisende 
Behauptung. 

Beweis von Satz 2. Ich brauche nur fiir jedes ganze ¢ + 0 zu zeigen: 


2 H; (q,t) = 2, (¢). 
q= 
Aus den Hilfssitzen 4, 11 und 15 folgt, daB die linke Seite den Wert 
(70) (1 + H; (2, t) + Hs (4,t) + Hs (8, 4) IT (1 + H;(p,t)) 
Pp 


hat. Es sei x die gréBte ganze Zahl S 3 mit der Eigenschaft, daB K 
durch 2*~' teilbar ist. Ist ¢ = K+ K,+K, (mod 2"), so ist nach 
Hilfssatz 13 der Ausdruck (70) gleich Null, also gleich Q, (t). Es sei weiter 
t=K + K, + K, (mod 2") vorausgesetzt. Mit Riicksicht auf die Hilfssitze 
13 und 8 gebt (70) dann iiber in 


(71) 2" JT (1 + Hs(p, )). 
p>2 


Geht der ungerade Primfaktor p von ¢ in mindestens zwei der Zahlen K, K, 
und K, auf, so besitzen die zwei in (4) vorkommenden Zahlen A und ¢ die 
Werte 9 = 0, A=3 oder 9 = 1, A= 2, so dab H,(p,t) = —1 ist und 
der Ausdruck (71) den Wert Null, also den Wert 2, (t) hat. Enthalt schlieB- 
lich t keinen ungeraden Teiler > 1, der in zweider Zahlen K, K,, K, aufgeht, 
so ist 2; (t) durch (3) definiert, womit alles bewiesen ist. 

Beweis von Satz 3. Ich brauche nur fiir jedes ganze t + 0 zu zeigen: 


2 Hi, (q,t) = 2, (0). 
I= 
Aus den Hilfssiitzen 4, 12 und 15 folgt, daB die Jinke Seite den Wert 
(72) (1 + Ha (2,0) + Hi (4, t) + Hi (8,0) IT (1 + Hi (p. 0) 
P 
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hat. Ist A, +...+ K,—t nicht durch 8 teilbar, so ist dieser Ausdruck 
nach Hilfssatz 14 gleich Null, also gleich 2, (t). Sonst geht der Ausdruck 
nach den Hilfssiitzen 14 und 9 iiber in 


(73) 8 J] (1 + Hy(p,0)). 
p>?2 


Geht der ungerade Primfaktor von ¢ in drei der Zahlen K,, A,, Ky, K, auf, 
so ist die in der Definition von H, (p, t) vorkommende Zahl / gleich 4, also 
H,(p.t) = — 1, so daB der Ausdruck (73) dann den Wert Null, also den Wert 
2, (t) hat. In den iibrigen Fallen wird Q, (t) durch (5) definiert, womit Satz 3 
bewiesen ist. 


§ 4. 
Beweis von Satz 10. 

In diesem Paragraphen werde ich Satz 10 herleiten. Zuniichst zeige 
ich, daB ich nur den Spezialfall mit U = K’L und U’ = KL, wo L eine ganze 
Zahl + 0 bezeichnet, zu beweisen brauche. Es sei also dieser Spezialfall 
schon bewiesen und der allgemeine Fall zu beweisen. 

Es werde L = rr gesetzt; w sei irgendeine zu K’ L teilerfremde, w’ 
irgendeine zu KL teilerfremde ganze Zahl; F (t, w, w’) bezeichne die Anzakl 


der Darstellungen t = Kp + K’p’, wo die Primzahlen p und p’ den Un- 
gleichungen (22) und den Kongruenzen 


p=w (mod K’L); p'=w' (mod KL) 
geniigen; o (w, w’) sei 1 oder 0, je nachdem es zwei Zahlen v und »’ gibt mit 
t= Kv-+ K'w' (mod A); v=w (mod K'L); v' =w' (mod KL) 
oder nicht. 


Falls t = 0 und auch falls KK’ Lt ungerade ist, werde Q (t, w, w’) = 0 
gesetzt und sonst 


mH) Ome) = SS IT (tgp): Jf =F 
p>?2 


P\K K'Lt 
p>? 


Der Spezialfall von Satz 10, mit K’L und KL statt U und U’ an- 
gewandt, liefert nun unter den Voraussetzungen von Satz 10 
(75) x Flv) + 8, w,w’) — 2Q(yp(x) + 8, w, w’)®, (w(x) + s)| 
Iz} 


sa < Ogg Z Ot 2-™ 





Mit Ces = Cg, (AK, K’, U, U’, m, y). 


Summen von Primzahlen und Primzahlquadraten. 4] 


Die in (24) auftretende Zahl @ ist gleich der Summe 2 ¢ (w,w’), erstreckt 


w, w' 


iiber die Zahlen w= % (mod U) eines reduzierten Restsystems von K’L 
und iiber die Zahlen w’ =u’ (mod U’) eines reduzierten Restsystems von 
KL. Hieraus geht hervor 

(76) J Q(t, w,w’) = Q(d); 

denn ist KK’ Lt ungerade oder ist t = 0, so verschwinden beide Seiten, und 
sonst folgt (76) aus (74) und (24). AuBerdem ist 


(77) F(t) — x Fit, w, w’) 
gleich der Anzahl der-Darstellungen t = K p + K’ p’, wobei die Primzahlen p 
und p’ den Beziehungen (22) und (23) geniigen, p ein Teiler von K’ L oder (und) 
p’ ein Teiler von K List. Der Ausdruck (77) ist somit kleiner als | K’ L| + | KL}. 
Durch Summation von (75) iiber w und w’ findet man mit Riicksicht hierauf 
und auf (76) die Behauptung von Satz 10. 
Hiermit ist gezeigt, daB ich weiter U = K’L und U' = KL setzen 
darf; hierin ist Z irgendeine ganze Zahl + 0; auBerdem ist A = KK’ L. 
Jetzt kann ich wiederum dieselbe Beweismethode wie in meiner 2., 3., 
4. Arbeit anwenden. Dabei setze ich r(v) = 1 fiir jedes v = Kp, wo p eine 
Primzahl mit A << pS B und p=u (mod U) bezeichnet; fiir die iibrigen 
ganzen v wird r(v) = 0 gesetzt. Zunichst brauche ich fiir die Summe 


z= r(v), 


vsS2z 
9 = k (mod g) 





wo qg und k natiirliche Zahlen mit k Sq bezeichnen, einen Approximativ- 
wert. Diese Summe ist gleich der Anzahl der Primzahlen p mit 


(78) A<pSB, KpSz, p=u (mod K'L), Kp=k (mod q). 


Fiir die Abschaétzung dieser Anzahl benutze ich den folgenden Hilfssatz. 

Hilfssatz 16. Sind K, K’, L, u, q, k ganze Zahlen + 0 mit (K, K’) = 1 
und 0 < k Sq, ist? SA < Bund x reell, so hat die Anzahl der Primzahlen p 
mit (78) den Approximatwwert 


x(9%) 2D aes, 


A<v=B 
vSz 


und zwar so, daB fiir jedes reelle m der Fehler absolut kleiner als cg, M B (log B)- ne 
ist mit Cg, = Cg, (K, K’, L, m). Hierber ist 


lq K' L| 
dA 





\ 


(79) q,K)= 4, (£,K'L)=d, M= 








42 J. G. van der Corput. 


gesetzt, und p (M) x (q, k) ist gleich der Anzahl der natiirlichen Zahlen h = M, 
die teilerfremd zu M sind und den Kongruenzen 


(80) =u (mod K’L), Kh=k (mod q) 
geniigen. 

Beweis. Die Anzahl der Primzahlen p mit (78), die in M aufgehen, ist 
héchstens M. Ich brauche also-nur die Primzahlen mit (78) zu betrachten, 
die nicht in M aufgehen. Die Anzahl dieser Primzahlen ist 2 7, erstreckt 
iiber die zu M teilerfremden natiirlichen Zahlen h S M; dabei ist 7, die Anzahl 
der Primzahlen p mit (78) und p=h (mod M). Fiir jedes h mit T, > 0 ist 
h =u (mod K’L), denn dann gibt es wenigstens eine Primzahl p mit 

h=p=u (mod K’'L). 
Fiir jedes h mit 7, > 0 ist auBerdem Kh = k (mod q); denn dann gibt es 
wenigstens eine Primzahl p mit 

Kh=Kp=k (mod q). 
Ich kann also die Summe Z 7’, erstrecken iiber die natiirlichen Zahlen h mit 
(81) ASM; (h,M)=1; h=u (mod R'L); Kh=k (mod 9). 
Fiir jede natiirliche Zahl h mit (81) ist 7, die Anzahl der Primzahlen p mit 
(82) A<psSB, KpSx, p=h (mod M); 
denn aus (81) und (82) folgt 

p=h=u (mod K’L) und Kp=Kh=k (mod q). 


Fiir jede natiirliche Zahl A mit (81) ist also nach dem Siegel-Walfiszschen 
Satze 


M 


IT, — 9 *(M)_E_ (log v)-| <c, B (log B)-™ 


z 


NA 


ire 
mit Cg; = Cg; (m). Hieraus folgt die Behauptung, da die Anzahl der in Betracht 
kommenden Zahlen h héchstens M ist. 


I 


Aus diesem Hilfssatz geht hervor, daB die Beweismethode meiner 2., 3., 
4. Arbeit angewendet werden kann, wobei x(q, k) die obige Funktion be- 
zeichnet. Analog wird 


, 1 ’ ’ K 
@) @K)=4, ($,KL)=¢, mw =te 
gesetzt, und es ist w(M’) x’ (q, k) gleich der Anzahl der natiirlichen Zahlen 
hSM’, die teilerfremd zu M’ sind und den Kongruenzen 


(84) h=w (mod KL), K’h=k (modq) 
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geniigen. Weiter wird fiir jeden irreduziblen Bruch . 


aniak 


2niak 
(85) B(4) = Srare “und B’(* or. a 
k=1 

und auBerdem fiir jedes ganze t + 0 

13 _ixtat 
(86) H(q,t)= 3’ E{ “) B( “Je a 

a=0 

(a,q)=1 


gesetzt; H (q, 0) sei Null. Die in meiner 2., 3., 4. Arbeit entwickelte Methode 
liefert 


7 Z ,|F (vz) + 8) — Pa(y(@) + 8) x H (q, v(x) + 8)| < gg Z?*1 2-™, 
2|=>2 q=1 


mit Cgg = Cg, (K, K’, L, m, wy), so da8 ich nur noch die Beziehung 


(87) an H (q, t) = Q(t) 
q=1 
abzuleiten brauche. Weiterhin setze ich 
— am 
e(B) = e**? und Z(g,m) = p 4 e(=), 
age 1 


wo q eine natiirliche, m eine ganze Zahl bezeichnet. 


Hilfssatz 17. 1. Sind die watrtiction Zahlenq, und q, zueinander teilerfremd, 


so ist 
Z (q,m) = Z (gq, m) Z (qo, m). 
2. Ist die natiirliche Zahl q teilerfremd zu der ganzen Zahl m, so ist 
Z(q,m) = “(q). 
Dieser Hilfssatz ist bekannt*). 
Hilfssatz 18. Fiir jede natiirliche Zahl q und jedes ganze m ist 
% 24, m) =q oder 0, 
je nachdem m durch q teilbar ist oder nicht. 


5) Vergl. zum Beispiel J.G.van der Corput, Sur l’hypothése de Goldbach pour 
presque tous les nombres pairs, Acta Arithmetica (1938). 
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Beweis. Man hat 


—! 22ibm —) 22ibm D 22iaDm 
yet -5S Yer -S Ses 
os 
b=0 Diq b=0 Diq a=0 
(6,q) =D of 
(« f)=1 


ad—1 ozian 


= de * = eam, 


djq a=0 diq 
(a, d)=1 





woraus die Behauptung folgt. 
Hilfssatz 19. Jst 6 ein positiver Teiler der natiirlichen Zahl q und ist q 
teilerfremd zu der ganzen Zahl a, so ist 
q 


ah 
a) = #(q) falls 6= q; 
(h, J) =1 = 0 falls é6 <. q- 


Beweis. Ich unterscheide verschiedene Fille. 
1. Jeder Primfaktor von qg gehe in 6 auf. Die linke Seite der zu be- 
weisenden Beziehung ist dann gleich Z (q,a) = m(q) nach der zweiten Be- 


hauptung von Hilfssatz 17. Ist 6 < q, so geht jeder Primfaktor von q in 4q, 
also in 6 auf, so daB dann g = 4 -d nicht quadratfrei, also «(q) = 0 ist. 


2. Wenigstens eine Primzahl von q geht nicht in 6 auf. Wird q = 434 
gesetzt, wo q_ den gréBten zu 6 teilerfremden Teiler von q bezeichnet, so ist 
G2 > 1 und die linke Seite der zu beweisenden Beziehung hat den Wert 


)=2' ‘ST’ e( (ete cA )=do=0, 


=. k=1 l=0 k=1 
th, q,) =1 (k,q,) = 1 (k, 9) = 1 


womit die Behauptung bewiesen ist, da in diesem Falle 6 < q ist. 
Hilfssatz 20. Ist Q eine natiirliche Zahl und sind y, U, u ganze Zahlen 
+ 0 mit 


Q,y)=1, (U,u)=1 und Q,U)=d 
so hat die Summe J e ( *), erstreckt iiber die natiirlichen Zahlen k mit 


U 
bg 2, (k, 2) =1 und k=w (mod U), 
den Wert n( @) e (e) oder 0, je nachdem bd teilerfremd zu d ist oder nicht; 
v ist irgendeine Zahl, die den Kongruenzen 


(88) v=090 (mod $) und v=u (mod d) 
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geniigt. (Sind & und d teilerfremd, so gibt es wirklich Zahlen v, die diese Kon- 
gruenzen 2u gleicher Zeit erfiillen.) 

Beweis. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann ich U > 0 an- 
nehmen. Wird O, = 1 oder 0 gesetzt, je nachdem k = u (mod U) ist oder 


nicht, so hat die betrachtete Summe den Wert JO, e ( *), erstreckt iiber die 
k 


natiirlichen Zahlen k mit 
U \ 
es %, (k, 9) =1 und k =u (mod d). 


Wird nun k=h+1Q mit 1Sh=Q gesetzt, so durchlauft h die 
natiirlichen Zahlen mit 


(89) h=Q, (h, @) = 1 und h=u (mod d); 


1 durchlauft die ganzen Zahlen => 0 und < c. Dabei ist e (S) =e (4). 
also 
- 


ioe 


DOr¢( (5) )=de (4) 5, mit S, = 30,10 


i=o 
Da g und > teilerfremd sind, gibt es bei festem h eine und nur eine ganze 
Zahl | mit 

0<1<5 und $= 





U 
“~~? * (mod a) 
also auch eine und nur éine ganze Zahl | mit 


O0<1< 5 und h4+1Q=u (mod D). 
Folglich verschwinden alle Glieder von S, bis auf eines, das den Wert 1 hat, 


so daB S, = 1 und 
Soe (28) = S «(tt 


Y 


Es bezeichne nun 6 den gréBten zu d teilerfremden Teiler von 7: Jedes 
h mit (89) ist teilerfremd zu ¢ also zu 6 und geniigt somit den Beziehungen 
(90) hS=Q, (hk, 6) =1 und h=u (mod ad). 


Umgekehrt folgt (89) aus (90); denn gilt (90), so wiirde ein gemeinsamer 
Faktor von A und g in g und nicht in 4, also in d, somit wegen h = u (mod d) 
auch in u aufgehen, in Widerspruch zu der Tatsache, da8 u teilerfremd zu U, 
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also erst recht zu d ist. Hiermit ist bewiesen, daB die Summe Z e (4) er- 
h 


streckt wird iiber die natiirlichen Zahlen h mit (90). 
Da 6 und d teilerfremd sind, ist die Kongruenz 6g = u (mod d) lésbar. 
Wird w = 4g gesetzt, so ist 


(91) w=0 (mod 6) und w=u (mod d). 


Fiir jedes A mit (90) kann h = w + dm gesetzt werden, wobei m ganz ist. 
Die Beziehung (h, 6) = 1 gilt dann und nur dann, falls m teilerfremd zu 


6 ist. Folglich ist 
yh) _ yw+ydm 
2(§) = D'e( Q ); 
wo » erstreckt wird iiber die zu 6 teilerfremden ganzen Zahlen im Intervall 


e-*. (| eine Funktion von m mit der 








mF g ist und — 19 ein Vielfaches von 6 bezeichnet, so behalt die Summe 2 


pie. Wert, wenn sie erstreckt wird iiber die zu 6 teilerfremden aati. 
lichen Zahlen mS 2. Man bekommt daher 





Ses) =<) J (eer) 


Man kann jetzt den vorigen Hilfssatz mit q = g anwenden, denn 6 
ist ein Teiler von + g , und y ist teilerfremd zu Q, also erst recht zu g Man 


findet so sj 
oy Salt) = a($)e(9P) ate = $, 
(93) =0 falls 6 < 4. 


Ist g . teilerfremd zu d, so ist die Zahl 6, nach ihrer Definition, gleich g. 
so daB Pott (92) gilt; aus (91) und (88) folgt, daB w — v durch die zueinander 
teilerfremden Zahlen 9 und d, also durch ihr Produkt Q teilbar ist, also 

Y) pes y? 
e (5 =e (5). 

Ist dagegen % nicht teilerfremd zu d, so ist die zu d teilerfremde Zahl 
nicht gleich $, also Kleiner als ¥, s0 daB dann (93) gilt. 

Hiermit ist Hilfssatz 20 vollstandig bewiesen. 
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Hilfssatz 21. Sind K, K’, L, u, q und k ganze Zahlen +0 mit q > 0, 

(K, K’) = 1 und (u, K’L) = 1 und bezeichnen x (q,k), A, d und M die in 

Hiljssatz 16 definierten Zahlen, so hat die in (85) definierte Funktion E ( =) 
fiir jedes zu q teilerfremde ganze a den Wert 





g(M)u(4)e (=) falls (4,,d) =1, 
0 fais (56,d)>1; 


hierin ist » trgendeine ganze Zahl, die den Kongruenzen 
(94) v =0 (mod 35); v = u (mod d) 


Beweis. Aus (85) folgt 


9 (M) E (= -d° (7) a 


wo x erstreckt wird iiber die natiirlichen Zahlen h S M, die teilerfremd 


zu M sind und den Kongruenzen h = u (mod K’L) und Kh=k (mod g) 
geniigen. Man hat also 


(95) 9 (M) E(=) = 2*y) 


q / 


wobei die letzte Summe erstreckt. wird iiber die natiirlichen Zahlen h S M, 
die teilerfremd zu M und = u (mod K’ L) sind. 


Ich kann nun den vorigen Hilfssatz mit Q = 4, y= “, U = K’'L 
anwenden; denn wegen (a 4) = 1 und (a, g) = 1 ist (y, Q) = 1, und 
auBerdem ist d = (4, K = (Q, VU). Dabei ist 





Nach dem vorigen Hilfssatz hat somit die Summe 2 e (cee “ *), erstreckt iiber 


die natiirlichen Zahlen k mit 
(96) k=M,  (k,gG)=1, k= u(mod KL) 


den Wert u (4)e (=) oder 0, je nachdem 3 7 teilerfremd zu d ist oder nicht. 


Da u teilerfremd zu K’L ist, so folgt aus (96), daB k teilerfremd zu M ist, 
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so daB die Summe - erstreckt wird iiber die zu M teilerfremden natiirlichen 
Zahlen k SM mit k =u (mod K’L); Formel (95) geht also iiber in 


o(M) E(<) ma a e(*): 


womit Hilfssatz 21 bewiesen ist. 


Beweis von Satz 10. Ich brauche nur fiir jedes ganze t + 0 Be- 
ziehung (87) herzuleiten, wo H (q,t) die durch (86) definierte Funktion be- 
zeichnet. Die Zahlen A, d, M, A’, d’, M’ werden durch (79) und (83) definiert. 
Aus (79) folgt 


= (q, AK'L) = (q, qK'L, KK'L) = (q, KK'L), 
so daB der gréBte gemeinsame Teiler von g und K K’ L, den ich mit D bezeichnen 
werde, gleich Ad, also auch gleich A’d’ ist. 
- betrachte zunichst die natiirlichen Zahlen q mit der Eigenschaft, 


daB > 2 quadratfrei und teilerfremd zu KK’L ist. Fiir diese q ist 


(2) # (ate) = (B) =) 


also nach dem vorigen Hilfssatz: 


q-1 


9(M) 9 (M’)H(q,t)= >” e(“(Kv+ K'v' —0) =Zq,Kv+K'v' —0, 
a, =1 


wo v den Kongruenzen (94) und v’ den analogen Kongruenzen 

(97) v=0 (mod ; | i v =u’ (modd’) 

geniigt. Da a teilerfremd zu KK’ L, also zu D ist, folgt aus Hilfssatz 17: 
Z(q,Kv+ K'v' —) =2(£, Kv +K'v —1)Z(P. Kv+ K'v — 0, 

und hierin ist, da v und wv’ durch a teilbar sind, 


“(b- Kv+K'v' —t) =Z(£,-1). 


D ist ein Teiler von ~. 44 und von KK’ L, also auch von (4 q, KK'L) = Kd, 
daher auch von K’ i. so daB aus (94) und (97) folgt: 


Kv + K'v' = Ku + K'w' (mod D); 
Z(D, Kv + K'v' —t) = Z(D, Ku + K'w' — 1). 
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Fir die natiirlichen Zahlen q mit der Eigenschaft, daB £ p qadratfrei und 
teilerfremd zu KK’ L ist, ist 


y(M) = 9($) g(\K'L|) und 9(M’) = »($) 9 (\KL)), 


9° (4) ep KL) p( KL) HG) =2(£, —t)Z(D, yh ‘—t), 
Fiir die natiirlichen Zahlen g mit der Eigenschaft, daB 5 £ durch ein 


Quadrat > 1 teilbar ist, verschwindet H (q, t) nach dem veils Hilfssatz. 
Noch zu untersuchen sind die natiirlichen Zahlen q mit der Eigenschaft, daB 


4 quadratfrei und nicht zu KK’L teilerfremd ist. Ware H (q,t) +0 fiir 


irgendeines dieser g, so wire < nach dem vorigen Hilfssatz teilerfremd zu d 


und zu d’; dann beséBe KK’ L einen Primfaktor, der in i also auch in f 
und in 4,, aber nicht in d und nicht in d’, also wegen (79) und (83) nicht in 


K’ L und nicht in KL, folglich nicht in KK’ L aufgeht. Hiermit ist bewiesen, 
daB H (q, t) fiir jedes dieser g verschwindet. Daher ist 


rE L) oIKL) SH. = 3) o*(5) £)\a(£, —t)Z(D,Ku+ Kw — 0, 


wo 2 erstreckt wird ex die netirlichen Zahlen q mit der Eigenschaft, dab £ 
quedestfrei und teilerfremd zu KK’L ist. Daher ist 


p (| K'L De( KL) F A.0 
= D Z2(D,Ku+K'u —t) 5" 9 (h)Z(h, —2), 
D\|KK'L A 


wo 2” erstreckt wird iiber die quadratfreien zu AK’L teilerfremden 
natiirlichen Zahlen h. Aus Hilfssatz 18 geht nun hervor: 


(98) (KL) o(\KL)) EH (a0) = |KK'L| E” 9 *(h)Z(h, — 0) oder 0, 


je nachdem Ku + K’u’ —t durch KK’'L teilbar ist oder nicht. Im letzten 
Fall verschwindet die in der Definition (24) von 22 (t) auftretende Zahbl 0, 
also 22 (t) selbst, so daB dann (87) bewiesen ist. Ich kann daher annehmen, 
daB Ku + K’u' —t durch KK'L teilbar, also 9 = 1 ist. 

Nach der ersten und zweiten Behauptung von Hilfssatz 17 ist 


a go (h) Z (h, _ t} = IT (1 +E ee 


PtRK'L , 
‘ 1 
bs ya (1 je oT) AL, (1 +5=1)> 


ptt pit 
Mathematische Annalen. 116. 4 
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so daB nach (98) dieser Ausdruck den Wert 
eit) Jf (i-s )- SHG 
Ah, | 2 1 


hat. Ist KK’ Lt ungerade, so verschwinden daher 5 H (q, t) und Q(t), und 
q=1 


sonst ist 
j . : 
eiZpSaeo=2 I (t-sp) MT ot 
p>3 p>? 
=2/] (1 — gay) ) I A ed — 
>>. 


womit Satz 10 vollstindig bewiesen ist. 


(Eingegangen am 6. 2. 1938.) 


Uber die Strenge vollstindiger Systeme 
von Gruppenpostulaten. 


Von 


Wolfgang Pich in Wien. 





In Band 45, 8. 8—12, der Monatshefte fiir Mathematik und Physik ver- 
éffentlichte A. E. Mayer eine Untersuchung ,,Uber die Strenge von Gruppen- 
postulaten‘, die im wesentlichen ein Kriterium der Strenge eines einzelnen 
Postulates gab, und zwar in der Angabe der Wahrscheinlichkeit, mit der eine 
beliebig ausgefiillte Gruppentafel das Postulat erfiillt. Er vergleicht in dieser 
Arbeit zwei von Garver angegebene Postulatentripel*): 

I. Assoziativitét, Umkehrbarkeit der linksseitigen Multiplikation, Um- 
kehrbarkeit der rechtsseitigen Multiplikation. 

II. Assoziativitét, Umkehrbarkeit der rechtsseitigen Multiplikation 

Existenz eines rechtsseitigen Einheitselementes. 


Dabei ist jedoch nur die Strenge je eines Postulates zu vergleichen, da die 
beiden anderen identisch sind in den beiden Systemen. 

Diese Fragestellung erweist sich in zweierlei Hinsicht als zu eng. 
Erstens la8t sich fiir einzelne Postulate, wie z. B. fiir die Assoziativitat, die 
allgemeine Wahrscheinlichkeit fiir Gruppentafeln aus n Elementen gar nicht 
berechnen. Zweitens liegt der Fall nicht immer so, daB nur ein Postulat in 
zwei Systemen verschieden ist. Sollen z. B. zwei Postulatentripel verglichen 
werden, in denen nur ein Postulat in beiden iibereinstimmt, die beiden anderen 
aber verschieden sind, so kann es vorkommen, da das eine Tripel sowohl das 
strengste wie auch das schwichste von allen sechs Postulaten enthilt, in welchem 
Fall sich keine Entscheidung treffen la8t. Zur niaheren Erklirung will 
ich das folgende Beispiel anfiihren: 

Es sollen verglichen werden die beiden Systeme: 


II. Assoziativitét, Umkehrbarkeit der rechtsseitigen Multiplikation, 
Existenz eines rechtsseitigen Einheitselementes. 

III. Assoziativitat (+), Umkehrbarkeit der linksseitigen Multiplikation, 
Existenz eines idempotenten Elementes. 


') R. Garver, Note concerning group postulates, Bull. Amer. Math. Soc. 40 (1934), 
8. 698—701; R. Garver, A definition of groups by means of three postulates, Amer. 
J. Math. 57 (1935), 8S. 276—280. 


4* 
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(III) 


@noarowwnwr 


(Iv) 9 
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Dabei soll Assoziativitét (+) der folgende Satz sein: ,,Sind 2, y, z, t, 
zy, yz, zt,(zy)z Elemente aus G und ist (zy)z = zt, so gilt yz = 1.“ 
Und die Existenz eines idempotenten Elementes heiBt: Es soll ein Element e 
aus G@ existieren, das mit sich selbst verkniipft sicht nicht andert: ee = e. 


Zunichst der Beweis, daB die drei Axiome des Systems III tatsichlich 
die Gruppe definieren. Um mich kiirzer auf die Axiome berufen zu kénnen, 
bezeichne ich sie der Reihe nach mit A, B, C. 


aa=e 
(aa)e = aa 


ae=a 
age=a 
(ae)a = aa 
ea=a 
ea = ae 


(aa) a = ae 


aa=e 
yb =a 
zb=y 
(zb)b =a 


((zb) b)a = aa =e 
((zb) 6) @ = (2b) (z6) 
ba = (zb) 

(ba) (zb) = e 

(ba) (zb) = bb 

a(zb) = 6b 

a (zb) = eb 

a (zb) = (aa) b 

zb = ab 

ab = y aus G 

a (ab) = a (ab) 

(aa) (a (ab) = a (ab) 
a (a (ab)) = ab 

a (a (ab)) = (abje 

a (ab) = be 
a(ab)=6 

Es gibt ein z aus G, so dab ax =b 
az = (ab)c 

z= be 


a (be) = (ab) c 
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Die Satze V, VIII, III, I stellen die gewéhnlich benutzten Gruppen- 
axiome dar, d. h. das System III ist ein vollstandiges Postulatensystem. 

Sucht man nun die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Postulate 
(wie ich oben angegeben habe, gelingt dies nicht allgemein fiir n; ich gebe 
hier die Wahrscheinlichkeiten fiir.n = 3 an), so erhalt man: 


System I: 113, 216, 2107. 
System II: 33, 216, 13851. 


Durch Vergleich dieser beiden Zahlentripel kann man keine Entscheidung 
dariiber treffen, welches der beiden Systeme im Sinne A. E. Mayers als 
strenger zu bezeichnen wire. Irgendeine arithmetische Verkniipfung der 
drei Ziffern eines Systems zu einer einzigen MaSzahl hatte aber keinerlei 
logische Grundlage. 

Ich habe nun eine neue Methode aufgestellt, die Strenge eines Postulates 
oder eines Postulatensystems zu messen, die die eben aufgezeigten Schwierig- 
keiten vermeidet und bei der die Berechnung der MaBzahlen durchwegs ganz 
allgemein méglich ist. 

Der Grad der Strenge liegt meines Erachtens darin, daB8 in einem System 
mehr, in einem anderen weniger iiberfliissige Bestandteile enthalten sind. So 
ist z. B. das System: Assoziativitaét (+), Umkehrbarkeit der linksseitigen 
Multiplikation, Existenz eines linksseitigen Einheitselementes starker als das 
oben angegebene System III. Das Mehrverlangen in dem Postulat nach einem 
linksseitigen Einheitselement gegeniiber dem Postulat nach einem idem- 
potenten Element ist eben ein iiberfliissiger Bestandteil. 


Man muB also jenes System als schwicher bezeichnen, das aus schwicheren 
Satzen aufgebaut ist, das mit anderen Worten weniger Bindungen verlangt. 

Soll man die Giiltigkeit eines Satzes in einer Menge von Elementen mit 
einer bestimmten Verkniipfungstafel nachweisen, so wird dies um so mehr 
Arbeit erfordern, je mehr Bindungen der betreffende Satz den Elementen 
auferlegt. Kann man diese Arbeit messen, so hat man im Vergleich der so 
erhaltenen MaBzahlen ein praktisches Kriterium der Strenge. 

Die Arbeit, die man zu leisten hat, besteht im Verkniipfen von Elementen 
und im Vergleichen der durch das Verkniipfen gewonnenen Resultate. Die 
Anzahl der Operationen (Verkniipfungen und Vergleiche) nehme ich als Ma8 
der Strenge. Je gréBer diese Zahl, desto strenger das Postulat. 

Sucht man nun das StrengenmaB eines ganzen Systems, so addiert man 
die MaBzahlen der einzelnen Sitze, denn es summiert sich auch die Arbeit, 
wenn man die Giiltigkeit mehrerer Satze zu erproben hat. So erhaélt man auch 
fiir ein System nur eine einzige MaBzahl, die man natiirlich mit jeder anderen 
MaBzahl vergleichen kann. 
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Ich berechne nun im folgenden die MaBzahlen einzelner Sitze, und zwar 
fiir fiinf Elemente*), in Klammern beigefiigt fiir » Elemente: 

1. Assoziativitét: Hat man eine Menge von 5(n) Elementen und soll 
versuchen, ob die Assoziativitat in ihr erfiillt ist, so mu8 man fiir jede beliebige 
Einsetzung der 5 (n) Elemente fiir a, b,c die Richtigkeit von (ab) c = a (bc) 
nachpriifen. Solcher Einsetzungen gibt es 5° (3). Fiir jede dieser Einsetzungen 
sind 4 Verkniipfungen und ein Vergleich durchzufiihren, das sind also je 
5 Operationen. Die MaBzahl ist daher 625 (5 n°). 


2. Assoziativitat (+): Hier benétigt man fiir jede Eimsetzung 4 Ver- 
kniipfungen und 2 Vergleiche, das sind 6 Operationen. Die mégliche Zahl 
von Einsetzungen ist 54(n*). MaBzahl: 3750 (6 n‘). 

3. Umkehrbarkeit der rechtsseitigen Multiplikation: Bei diesem Postulat 
hat man fiir jedes geordnete Flementenpaar s,¢ zu priifen, ob sa, = ¢ fiir 
irgendein « zwischen i = 1 und i = 5 (m) ist. Man hat also fiir jedes Paar 
5(n) Verkniipfungen und 5(m) Vergleiche durchzufiihren. Die Anzahl ge- 
ordneter Paare ist 25 (n*). Die MaBzahl daher: 250 (2 n'). 

4. Fiir die Umkehrbarkeit der linksseitigen Multiplikation erhailt man 
die gleiche MaBzahl: 250 (2 n'). 

5. Existenz eines rechtsseitigen Einheitselementes: Man muB fiir jedes 
Element s priifen, ob a,;s = a, fiir i = 1, 2,...,5(m) ist. Das sind fiir jedes 
Element 5 (n) Verkniipfungen und 5 (n) Vergleiche, also 10 (2 n) Operationen. 
MaBzahl: 50 (2 n?). 

6. Existenz eines linksseitigen Einheitselementes: 50 (2 n?). 

7. Existenz eines idempotenten Elementes: Es ist zu priifen, ob eines 
der 5(n) Elemente die Bedingung ss = s erfiillt. Dazu hat man 5 (m) Ver- 
kniipfungen und 5 (n) Vergleiche durchzufiihren. Die MaBzahl ist 10 (2). 

8. Existenz eines eindeutig bestimmten idempotenten Elementes. (Dieses 
Postulat werde ich spiter brauchen.) Seine MaBzahl ist 18 (4 — 2), denn 
man hat auBer den Operationen bei Punkt 7 noch zu priifen, ob fiir die 








*) Es geniigt namlich bei diesen Beispielen, den Vergleich fiir n = 5 durchzufihren. 
Denn faBt man die MaBzahlen als Funktionen von n auf, so ergeben sich lauter Pa- 
rabeln, und zwar lauten die Funktionen fiir die unten zu vergleichenden Systeme I bis V: 
y, = 9n', y¥, = Tn? +2n*, y, = 6n'+2n°'+2n, yg = 6n° + 5n*, y, = 77° 
+ 4n—2. Die richtigen Resultate kann man erst fur ein solches n erwarten, das 
gréBer als alle Schnittpunktsabszissen ist. Da bei diesen fiinf Parabeln noch zwischen 
n = 4 und n = 5 ein Schnittpunkt (von y, und y,) liegt, muB hier zur Berechnung 
der MaBzahlen n mindestens gleich 5 gnommen werden. DaB nach n = 5 kein Schnitt- 
punkt mehr liegt, ist leicht einzusehen. Die Kurven passieren die Ordinate fiir » = 5 
von unten nach oben in der Reihenfolge: y, = 875, y, = 893, y, = 925, y, = 1125 
und y, = 4010. Die Differentialquotienten der y, fiir n = 5 ergeben in der gleichen 
Reihenfolge: y, = 500, y, = 529, y, = 545, y, = 675. y; = 3152. Die Kurven 
gehen von n = 5 an strahlenférmig auseinander. 
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4(n — 1) von e verschiedenen Elemente ss + s gilt. Das sind aber noch 
8 (2 — 2) weitere Operationen. 

9. Abgeschlossenheit: Wenn a und 6 aus G, so ist ab = x aus G. Fiir 
jedes Paar 1 (1) Verkniipfung und 5 (n) Vergleiche. Es gibt 25 (n?) Paare. 
MaBzahl: 150 (n® + n?). 

10. Existenz eines linksinversen Elementes: Fiir jedes Element s ist zu 
priifen, ob a,s = e fiir irgendein i von 1 bis 5 (n) ist. Das sind pro Element 
5 (n) Verkniipfungen und 5 (mn) Vergleiche. MaBzahl: 50 (2 n?). 

Aus diesen Mafzahlen erhilt man nun die Mafzahlen fiir die oben ange- 
fiihrten Systeme: 

I. Assoziativitat, Umkehrbarkeit der rechtsseitigen Multiplikation, Um- 
kehrbarkeit der linksseitigen Multiplikation. 

MaBzahl: 625 + 250 + 250 = 1125 (5n3 + 2n3 + 2n® = 9 ni’). 

II. Assoziativitaét, Umkehrbarkeit der rechtsseitigen Multiplikation, 
Existenz eines rechtsseitigen Einheitselementes. 

MaBzahl; 625 + 250 + 50 = 925 (5 n? + 23 + 2 n? = 7 n® + 2 n?), 

III. Assoziativitat (+-), Umkehrbarkeit der linksseitigen Multiplikation, 
Existenz eines idempotenten Elementes. 

MaBzahl: 3750 + 250 + 10 = 4010(6 n* + 2 n3 + 2). 

Beziiglich I und II ergibt sich das gleiche Resultat wie bei A. E. Mayer, 
es ist nun aber auch méglich, das Verhaltnis von III zu II zu entscheiden, 
was oben nicht méglich war, und zwar ist III strenger als II und auch als I. 

Mit dieser MaBmethode kann man aber noch viel interessantere Ergebnisse 
erhalten. So ist es z. B. méglich, die Strenge eines drei- und eines vier- 
gliedrigen Postulatensystems zu vergleichen. Nehmen wir etwa das normale 
viergliedrige System: 

IV. Abgeschlossenheit, Assoziativitaét, Existenz eines linksseitigen Ein- 
heitselementes, Existenz eines linksinversen Elementes. MaBzahl: 150 + 625 
+ 50 + 50 = 875 (n® + mn? + 5 mn? + 2m? + 2m? = 6 n3® + 5 n?). 


Daraus folgt, daB beide Garverschen Systeme strenger sind als das ge- 
wohnlich angewendete viergliedrige Postulatensystem. Die Verminderung 
der Zahl der Axiome brachte gleichzeitig einen Verlust an Schwiiche. 


Zum AbschluB dieser Untersuchung gebe ich ein noch schwiicheres 
Postulatentripel als die beiden Garverschen Tripel an, das an Schwiiche 
schon sehr nahe an das viergliedrige System IV herankommt. 


V. Assoziativitit, Umkehrbarkeit der rechtsseitigen Multiplikation, 
Existenz eines eindeutig bestimmten idempotenten Elementes. Seine MaSzahl 
ist: 625 + 250 + 18 = 893 (5n? + 2n3 +4n—2 = 7n® + 4n — 2). 
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Beweis der Vollstandigkeit (die Axiome bezeichne ich wieder der Reihe 
nach mit A, B, C): 


1 B ex=a 
2 B ey=2 
3 1, 2 e(ey)=a 
4 C, 2 (ee)y=ey=2 
5 3,4, A a=f 
(I) 6 1, 5 ea=a 
(IT) 7 B aa=e 
8 B azr=b 
9 B ay=2 
10 8, 9 a(ay)=6b 
11 II, I (aa)y=ey=y 
12 10, 11, A b=y 
(III) 13 10, 12 Wenn a und 6 aus G sind, so gilt 
a(ab)=b 
14 B az=b 
15 Ill a(az)=z 
16 14 a (az) = ab 
(IV) 17 15, 16 ab = z aus G 
18 IV ada = x aus G 
19 IV, A, tl, I a (aa) = (aa)a = ea=a 
20 19, 18 axzr=a 
21 20, IV, 18 a(az)=aa=2 
22 21, A (aa)z=2 
23 22, 18 2t= 2 
24 23, C r=e 
(V) 2 18, 24 aa=e 


Die Satze: IV,A,1, V bilden das SystemIV. Das System IV folgt also aus 
System V, d.h. System V ist vollstandig. 


Dazu ist noch zu bemerken, daB eine weitere Abschwachung des dritten 
Axioms nicht mehr méglich ist, denn die nichst schwiichere Stufe wire die 
Forderung nach einem idempotenten Element ohne die Forderung der Ein- 
deutigkeit. DaB dieses System nicht mehr vollstandig wire, beweistdie folgende 
Tafel: 


.~ 2 ~ a ~ 
1] 
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a 





In dieser Tafel sind sowohl die Assoziativitét als auch die Umkehrbarkeit 
der rechtsseitigen Multiplikation als auch die Existenz eines idempotenten 
Elementes erfiillt. Sie stellt aber keine Gruppe dar, sie hat z. B. kein rechts- 
seitiges Einheitselement. 

Ergebnis: Dasschwichste uns derzeit zur Verfiigung stehende Postulaten- 
system ist noch immer das viergliedrige System aus: Abgeschlossenheit, 
Assoziativitat, Existenz eines linksseitigen Einheitselementes, Existenz eines 
linksinversen Elementes. 


(Vorgetragen in der Mathematischen Gesellschaft in Wien 
im November 1937.) 


(Eingegangen am 23. 5. 1938.) 








Uber Isometrie und stetige Verbiegung von Flichen. 
Von 


H. Hopf in Zirich und H. Schilt in Biel. 


1. Alle Flachen, von denen hier die Rede ist, sollen im dreidimensionalen 
Raume liegen, reell und analytisch') und frei von Singularitiéten sein. Es 
wird sich durchaus um Untersuchungen ,,im Kleinen“ handeln, also um die 
Betrachtung beliebig kleiner Umgebungen einzelner Flachenpunkte. 

Zwei Flaichen F und F’ hei®en ,,isometrisch, wenn zwischen ihnen eine 
lingentreue Abbildung oder ,,Isometrie“ besteht. Eine ,,stetige Verbiegung“ 
einer Flache F in eine Flache F’ ist eine Schar {.J,} von Isometrien der Flache F 
auf Flichen F,, wobei die Schar stetig von dem Parameter ¢, 0S¢Sl, 
abhangt*) und J, die Identitat — also F, = F — und F, = F’ ist. Die 
hier auftretende Isometrie J, nennen wir eine ,,Biegungsisometrie‘, und die 
Flichen F = Fy und F’ = F, nennen wir einander ,,biegungsisometrisch“. 

Wie kann man entschevden, ob eine Isometrie J eine Biegungsisometrie und 
ob zwei isometrische Flichen einander biequngsisometrisch sind? Diese Frage 
ist unser Ausgangspunkt. Dabei stellen wir, um es noch einmal zu betonen, 
die Frage nur ,,im Kleinen*; das heiSt: ist die isometrische Abbildung J 
der Flache F auf die Fliche F’ vorgelegt und ist o ein Punkt auf F, so fragen 
wir, ob es auf F eine Umgebung U von o gibt, innerhalb welcher J eine 
Biegungsisometrie ist, welche sich also in ihr Bild U’ = J (UV), das ein Gebiet 
auf F’ ist, stetig verbiegen laBt. 

2. In diesem Zusammenhange sind, soviel wir wissen, die folgenden 
Tatsachen bekannt. Nachdem A. Voss 1895 darauf aufmerksam gemacht 
hatte, daB zwischen ,,Isometrie“ und ,,Biegungsisometrie“ zum mindesten 
begrifflich ein Unterschied besteht*), hat E. E. Levi 1907 einige wichtige 
Siitze entdeckt *): 

Er hat zunichst bemerkt, daB dieser Unterschied nicht nur begrifflich, 
sondern tatsichlich vorhanden ist: die Spiegelung J eines positiv gekriimmten 


') Die meisten Satze lassen sich so formulieren, daB die Voraussetzung hin- 
reichend haufiger Differenzierbarkeit geniigen wiirde. 

*) Die ,,stetige Abhangigkeit** wird in Nr. 19 prazisiert werden. 

3) A. Voss, Uber isometrische Flichen, Math. Annalen 46 (1895), S. 97; Enzykl. 
Math. Wiss. III D 6a, S. 362—363. 

*) E. E. Levi, Sulla deformazione delle superficie flessibili ed inestendibili, Atti 
Accad. Torino 43 (1907/08), S. 292. — Neue Darstellung dieser Satze und Beweise: 
H. Schilt, Uber die isolierten Nullstellen der Flachenkriimmung und einige Verbieg- 
barkeitssitze, Compos. Math. 5 (1937), S. 239; wir zitieren diese Arbeit als ,,Schilt*. 
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Flachenstiickes F an einer Ebene, die ja eine isometrische Abbildung von F 
auf das Spiegelbild F’ von F ist, ist keine Biegungsisometrie®). Jedoch 
wird man diese fast selbstverstindliche Tatsache nicht als endgiiltige Ant- 
wort auf die Frage von Voss anerkennen, vielmehr wird man sich jetzt ver- 
anlaBt sehen, den Begriff der Biegungsisometrie zu erweitern: Die Isometrie J 
heiBe eine ,,Biegungsisometrie im weiteren Sinne“, wenn es eine stetige 
Schar von Isometrien {J,}, 0 StS 1, gibt, in welcher J, die Identitiat und 
entweder J, = J oder J, = SJ ist, wobei S die Spiegelung an einer Ebene 
bezeichnet — kurz gesagt also: F und F’ sind biegungsisometrisch ,,im 
weiteren Sinne“, wenn sich F entweder in F’ oder in das Spiegelbild von F’ 
stetig verbiegen li8t. Die urspriinglich eingefiihrte Biegungsisometrie nennen 
wir jetzt eine solche ,,im engeren Sinne“. 

Nach dieser Festsetzung erhebt sich nun wieder, in einer modifizierten 
Form, die von Voss angeschnittene Frage: Besteht ein tatsiichlicher Ur ter- 
schied zwischen den Begriffen der ,,Isometrie“ und der ,,Biegungsisometrie 
im weiteren Sinne“? Der folgende Satz von E. E. Levi verneint diese Frage 
fiir die meisten Flachen: 

Satz L,. In dem Punkt o der Fliche F sei die GauBsche Kriimmung 
K + 0; dann ist jede Isometrie J in einer Umgebung von o eine Biegungs-° 
isometrie im weiteren Sinne. 

Und hierzu gilt noch, wie ebenfalls E. E. Levi gezeigt hat, der folgende 
Zusatz, der ein Gegenstiick zu der obigen Bemerkung iiber Fliichen positiver 
Kriimmung und ihre Spiegelbilder darstellt °): 

Satz L,. In o sei K <0; dann ist J in einer Umgebung von o sogar 
eine Biegungsisometrie im engeren Sinne ; mitanderen Worten: jede Fliche negativer 
Kriimmung lift sich (im Kleinen) sogar stetig in ihr Spiegelbild verbiegen. 

Diese Untersuchungen sind vor kurzem von H. Schilt fortgesetzt 
worden‘). Erstens wurde der Satz L, folgendermaBen verallgemeinert ’): 

Satz L,. Die Behauptung des Satzes L, bleibt richtig, wenn man in ihm 
die Voraussetzung, daB in o die Kriimmung nicht 0 sei, durch die schwiichere 
ersetzt: die Punkte o und o' = J (0) seien nicht Flachpunkte ®). 





5) Beweis: Die zweite Fundamentalform einer positiv gekriimmten Flache ist 
definit; fiir die eine der Flichen F, F’ ist sie positiv, fiir die andere negativ definit 
(in bezug auf ein gemeinsames Parametersystem); bei stetiger Verbiegung von F kann 
sich aber, da sie immer definit bleibt, ihr Vorzeichen nicht indern. — Man vgl. auch 
Schilt, Einleitung, FuBnote ‘*). 

®) Schilt, Nr. 30, Satz XVII und Satz XVIIa. 

7) Schilt, Nr. 29, Satz XVI. 

8) Fin Flachpunkt ist ein Punkt, in dem die zweiten FundamentalgréBen 
L = M = N = 0 sind; einen Punkt, in dem zwar LN — M* = 0 ist, also die Krim- 
mung verschwindet, aber nicht L = M = N = 0 ist, nennen wir parabolisch. — 
Wir weichen hierin von der sonst haufigen Terminologie ab, in der alle Punkte mit 
LN — M* = 0 parabolisch genannt werden. 
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Mit anderen Worten: héchstens dann, wenn wenigstens einer der Punkte o 
und o’ Flachpunkt ist, kann es eine Isometrie zwischen Umgebungen dieser 
beiden Punkte geben, die keine Biegungsisometrie im weiteren Sinne ist; 
man mu8 also bei allen Untersuchungen in unserem Problemkreis den 
Flachpunkten besondere Aufmerksamkeit schenken. — Zweitens wurde be- 
wiesen °): 

Satz S. Es gibt Paare isometrischer Flichen F, F’ = J (F) und Punkte 
0, 0’ = J (0) auf thnen mit folgender Eigenschaft: in keiner (noch so kleinen) 
Umgebung von o ist J eine Biegungsisometrie im weiteren Sinne. 

Hiermit ist die Frage von Voss beantwortet und, unseres Wissens zum 
erstenmal, klargestellt worden, da8 zwischen dem Begriff der Isometrie und 
dem der Biegungsisometrie (im weiteren Sinne) ein tatsichlicher Unterschied 
besteht. 


3. Wir skizzieren hier den Gedankengang des Beweises von Schilt fiir 
den Satz S. 


Es sei o ein Punkt der Flache F; in allen von o verschiedenen Punkten 
sei die Kriimmung K < 0. Dann ist o ein ,,Sattelpunkt“ mit einer bestimmten 
endlichen ,,Sattelordnung“ s, d. h. bei horizontaler Lage der Tangentialebene 
von o laufen s + 1 ,,Taler“ und s + 1 ,,Bergriicken“ in o zusammen. Unter 
der Voraussetzung, daB K < Oauch in oselbst, und sogar unter der schwacheren 
Voraussetzung, daB o nicht Flachpunkt ist, ist o ein ,,gewdhnlicher“ Sattel, 
d.h. es ist s= 1. Die Ordnung s ist, wie man ohne groBe Schwierigkeit 
zeigt, invariant bei stetiger Verbiegung einer Umgebung von o. Daher hat 
man ein Beispiel, wie es im Satz S genannt wird, gefunden, sobald man zu 
einer Flache F, die einen Sattel o mit einer Ordnung s > 1 besitzt, eine iso- 
metrische Fliche F’ konstruiert hat, auf welcher der entsprechende Punkt o’ 
nicht Flachpunkt ist. Diese Konstruktion aber ist immer méglich auf Grund 
des folgenden Existenzsatzes, der sich aus dem klassischen Existenztheorem 
fiir partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung ergibt™). 


Existenzsatz. Es sei o ein Punkt auf der analytischen Fliche F; dann 
gibt es eine Fliche F’, die zu einer Umgebung von o auf F isometrisch und auf 
welcher der Punkt o', der o entspricht, nicht Flachpunkt ist. 

4. Die so gefundenen Flachenpaare, die isometrisch, aber nicht biegungs- 
isometrisch (im weiteren Sinne) sind, haben simtlich den folgenden speziellen 
Typus: die betrachteten Punkte 9, o’ sind isolierte Nullstellen der Kriimmung K, 
wihrend sonst iiberall K <0 ist. Es entsteht die Aufgabe, auch andere, 
méglichst allgemeine Typen von Flichen anzugeben, welche Beispiele zum 


*) Schilt, Nr. 27, Satz XIV. 
©) Schilt, Nr. 25, Satz XIla. 
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Satz S liefern — etwa solche, auf denen K in der Umgebung von 0, o’ positiv 
ist; in 0, 0’ selbst mu8 nach Satz L, immer K = 0 sein. 


Um derartige Beispiele zu finden, wird man versuchen, Eigenschaften 
eines Flichenpunktes o anzugeben, die invariant bei stetiger Verbiegung, aber 
nicht invariant bei allen Isometrien sind; dabei hat man, wie aus dem Satz L, 
hervorgeht, sein Augenmerk besonders auf Flachpunkte o zu richten. Ein 
Beispiel einer solchen Invariante ist gerade die oben besprochene Sattel- 
ordnung s; sie kann, wie erwihnt, nur in Flachpunkten verschieden von 1 
sein; aber sie ist nur definiert, wenn in der Umgebung von o iiberall K <0 ist. 
Will man auch andere Flachen behandeln, so liegt es nahe, die Invarianz- 
eigenschaften der ,,Beriihrungsordnung: b im Punkte o nachzupriifen, die 
folgenderma8en erklart ist: Die Tangentialebene von F im Punkte o sei die 
(zy)-Ebene, F sei durch die Gleichung z = f(z, y) dargestellt, in o sei 
xz = y = 0, und f(z, y) besitze in der Umgebung ven o die Taylorsche Ent- 
wicklung 


(1) 2 =f (ey) = f+ (a, y) + +9 (@, y) + -2 fOF(@, y) O, 


worin die / Formen i-ten Grades sind; dabei ist immer 6 > 1; dann und nur 
dann ist b= 2, wenn o Flachpunkt ist. 


Wenn in o die Kriimmung K + 0 ist, so ist b = 1 fiir jede mit F iso- 
metrische Flache; die Invarianzeigenschaften von 6 sind also problematisch 
nur fiir den Fall, daB K = 0 in o ist; dann kann 5 = 1 oder b=2 sein; 
wir interessieren uns hier fiir Flachpunkte, also fiir b=2. Dann ist b be- 
stimmt nicht invariant bei beliebigen Isometrien; denn nach dem ,,Existenz- 
satz (Nr. 3) gibt es eine mit F isometrische Fliche F’, fiir welche in dem 
Punkt o’, der o entspricht, die Beriihrungsordnung 6 = 1 ist. Zu untersuchen 
bleibt die Frage, 0b b eine Invariante der stetigen Verbiegungen ist. 


5. Die Antwort auf diese Frage hiingt von der Fliche F ab; es gibt namlich 
sowohl Flaichen, durch deren stetige Verbiegungen man die Beriihrungs- 
ordnung 6 in einem Flachpunkt abandern und den Flachpunkt sogar in einen 
gewohnlichen parabolischen Punkt verwandeln kann, als auch Flachen, fiir 
welche die Ordnung 6 eines Flachpunktes bei allen stetigen Verbiegungen fest 
bleibt. Je nachdem sich 6 abiandern l4Bt oder nicht, wollen wir den Punkt 
, labil“ oder ,,stabil“ nennen. 


Die einfachsten Beispiele von Flaichen mit labilen Punkten sind die 
Zylinder z = z?*', 62, und allgemeiner alle Torsen, die Flachpunkte 
besitzen; denn bekanntlich la8t sich jede Torse stetig in jede andere Torse 
verbiegen, also z. B. in den Zylinder z = z*, der keinen Flachpunkt besitzt. 
Aber auch auf Flachen, die nicht Torsen sind, kénnen labile Punkte auftreten. 
Wir zeigen dies hier an dem Beispiel einer speziellen Regelfliche: 
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Fiir jeden Wert von ¢ sind durch die folgenden Differentialgleichungen (2) 
mit den Anfangsbedingungen (2,) drei Vektoren 9, (u), p2(u), 3 (u) als 
Funktionen der unabhiangigen Veranderlichen u bestimmt: 


[> = t Ys, 
(2) he = —ty, + uy, 
)3; = — Uy, 
(29) 9, (0) = (1,0,0), (0) = (0,0,1), 93 (0) = (0, 1, 0). 


Aus (2) und (2) ergibt sich, daB 9,, ng, 0, fiir alle « ein normiertes (negativ 
orientiertes) Orthogonalsystem bilden. Wir setzen 


u 


x(u, 0; t) = | 9, (w)dw + v-y, (u). 
0 
Dann ist 
Zu = Di — UVD2, Fo = Y3- 
Infolge der Orthogonalitat der yn, sind x,,z, linear unabhangig; folglich stellt 


der Vektor x bei beliebigem ¢ fiir alle u,v eine regulire Flache F, dar. Fiir 
die ersten FundamentalgréBen findet man 


(3) B=l+e'’”, F=@ G=1; 


fiir die zweiten FundamentalgréBen 


(4) fan eas a. oS an Oe 
Vi-+ uv ’ Vi+ u? ev’ ete 


fiir die Kriimmung 


(5) K rand 


Auf Grund bekannter Sitze iiber Differentialgleichungen folgt aus (2), 
daB die durch x (u, 0; t) dargestellte Flichenschar {F,} regular vom Para- 
meter t abhingt. Man sieht aus (5): die Flichen F, sind keine Torsen; aus (3): 
ihr Linienelement hangt nicht von t ab, also stellt die Schar {F,} bei Anderung 
von ¢ eine stetige Verbiegung dar, und zwar derart, daB die gemeinsamen 
Parameter u,v die isometrischen Abbildungen zwischen den verschiedenen 
Flachen vermitteln; aus (4): auf F, gibt es genau einen Flachpunkt, namlich 
den Punkt u= 0, v=t. Somit wird durch diese stetige Verbiegung die 
Beriiirungsordnung in dem Punkt u = v = 0 geiindert: sie ist gréBer als 1 
fiir ¢ = 0 und gleich 1 fiir t + 0; der Flachpunkt u = v = 0 der Flache Fy 
wird durch die stetige Biegung in einen parabolischen Punkt verwandelt *). 

Da8 es andererseits auch stabile Flachpunkte gibt, wird nachher gezeigt 
werden; dies vorweggenommen, erkennt man, da8 unsere friihere Frage nach 
der Biegungsinvarianz der Beriihrungsordnung 6 folgendermaBen formuliert 
werden muB: 
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Fiir welche Flachen laft sich die Beriihrungsordnung in einem Punkt 
durch stetiges Verbiegen dndern? Wie kann man entscheiden, ob ein Punkt 
stabil oder labil ist ? 

6. Wir werden hier nur einen Beitrag von vorbereitendem Charakter zur 
Beantwortung dieser Frage liefern; wir wollen zeigen, daB die labilen Punkte 
in einem bestimmten Sinne Ausnahmen sind. Es gilt naimlich der folgende 
Satz, der im §2 bewiesen werden wird: 

Satz I. Fiir die Labilitét des Punktes o auf der Fliiche (1) ist notwendig, 
daB die Hessesche Determinante der Form f®*” 


H f+ wn fe* 1) ty eo e »2 


(die eine Form des Grades 2b — 2 ist und auch identisch 0 sein kann), durch 
das Quadrat einer reellen Linearform px + qy teilbar ist. 

Fiir diese Teilbarkeitseigenschaft wiederum ist notwendig, daB die 
Diskriminante der Form H f° * » gleich 0 ist,daB also zwischen den Koeffizienten 
der Form /°*” eine bestimmte algebraische Relation besteht. Daher ist es 
berechtigt zu sagen, daB fiir ,,fast alle“‘ Flachen die Bedingung des Satzes I 
nicht erfiillt ist, daB also die labilen Punkte ,,Ausnahmen“ sind und die 
Beriihrungsordnung ,,fast immer‘ invariant bei stetiger Verbiegung ist. 

Beispiele, in denen die Bedingung aus Satz I erfiillt ist, sind erstens die 
Zylinder z = f°*” (2, y)=2°*'; hier ist Hf’*®=0. Ein weniger 
triviales Beispiel ist die Regelfliche F, aus Nr. 5, die fiir u = v = 0 einen 
labilen Flachpunkt hat; man findet leicht 

Z= u, y=v+.., e=—S H+... 


also 


2 2 
= —=%+.., b=2, f= —-=, AM=--e2. 


A 
~ 


Andererseits kann man mit Hilfe des Satzes I beliebig viele Flachen F 
mit stabilen Flachpunkten angeben: fiir die Rotationsparaboloide héherer 
Ordnung 


(6a) z= f@™ (x,y) = (2? + y*)" 
findet man 

Af =c(z*?+y*)?*-% ¢>0, 
folglich ist der Scheitel s = y = 0 stabil; fiir die Flache 
(6b) 2=/ (ay = e+y 
ist ' 

Hf® = 36zy, 

also ist auch hier der Punkt z = y = 0 ein stabiler Flachpunkt. 
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Zu jeder dieser Flichen F, welche stabile Flachpunkte o haben, gibt es, 
wie zu jeder Flache, nach dem Existenzsatz (Nr. 3) eine isometrische Flache F’, 
auf welcher der entsprechende Punkt o’ nicht Flachpunkt ist, in welche sich 
also F nicht stetig verbiegen la8t. Man kann daher den Beispielen isometrischer, 
aber nicht biegungsisometrischer Flaichenpaare, die das friihere Verfahren 
von Schilt (Nr. 3) geliefert hat, jetzt auch solche Beispiele an die Seite stellen, 
bei denen o eine isolierte Nullstelle auf einer sonst positiv gekriimmten Flache 
ist, oder solche, bei denen das Vorzeichen der Kriimmung in der Umgebung 
von 0 wechselt: so ist fiir die Flichen (6a) 

1 


Kemet ty) arate 
also K > 0 in allen von o verschiedenen Punkten, und fiir die Flichen (6b) 
K = 36zy- - 


also wechselt auf ihr die Kriimmung in der Umgebung von o das Vorzeichen. 

7. Die im Satz I genannte notwendige Bedingung ist fiir die Labilitat 
eines Punktes nicht hinreichend; wir werden dies hier nur an einigen Bei- 
spielen zeigen, und zwar fiir gewisse parabolische Punkte™). In jedem para- 
bolischen Punkt ist 6 = 1, und die quadratische Form /, also die zweite 
Fundamentalform der Fliche, ist von der Gestalt /® = + (px + qy)*; 
es ist also Hf” = 0, und die Bedingung aus Satz I ist somit immer erfiillt. 
Der Satz I kann daher unmittelbar kein Beispiel eines stabilen parabolischen 
Punktes liefern. Trotzdem erhalt man im Anschlu8 an den Beweis des Satzes I 
sehr leicht viele solche Beispiele; es la8t sich nimlich zeigen (§ 2): 

Satz II. Die Taylorsche Rethe fiir die Kriimmung K der Fliche (1) sei 

K (z, y) = K™ (x,y) + K°*"(z,y)+..., K (z,y) #9, 

worin die K® Formen i-ten Grades bezeichnen. Dann ist fiir die Stabilitat des 
Punktes o jede einzelne der folgenden drei Bedingungen (a), (b), (c) hinreichend: 
(a) = 1; 
(b) x = 2, die quadratische Form K™ istnicht von derGestalt + (az +by)*; 
(c) x beliebig, die Form K™ ist definit. 

Mit Hilfe dieses Satzes erhalt man unter anderen die folgenden Beispiele 
von Flachen (1), auf welchen der Punkt z = y = 0 parabolisch und stabil ist: 

zu(a): z=2+y, x=1, K® = 12y; 

zu(b): z= 2%*+z2y, x«=2, K® = 12zy; 

zu(c): z= a+a(z2*+y*")y, nZl, a+0; 

x=2n, K® = 4a(2?"* + (n+ 1)(2n+1)y*%. 

™) Auch im Falle von Flachpunkten ist die Bedingung aus Satz I nicht hin- 

reichend fiir die Labilitat; die in dem Satz angegebene notwendige Bedingung 14Bt 


sich némlich erheblich verscharfen; wir gehen darauf hier aber nicht ein, da wir bisher 
kein Ergebnis von abschlieBendem Charakter erhalten haben. 
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8. Die Betrachtung stabiler parabolischer Punkte fiihrt leicht zur Be- 
antwortung einer Frage, die an den Satz L, (Nr. 2) ankniipft. Die Tatsache, 
daB sich der Satz L, zu dem Satz Lj verallgemeinern lieB, legt nimlich die 
Frage nahe, ob man auch in dem Satz L, die Voraussetzung, daB in o die 
Kriimmung K < 0 sei, durch die schwiichere ersetzen kann: ,,o ist nicht 
Flachpunkt, und in den von o verschiedenen Punkten ist K <0.“ Eine 
solche Verallgemeinerung L, des Satzes L, ist aber unzulissig ; der nachstehende 
Satz III erlaubt es nimlich, Beispiele anzugeben, welche die soeben formulierte 
schwichere Voraussetzung erfiillen, sich aber nicht stetig in ihre Spiegelbilder 
verbiegen lassen ?*). 

Satz III. Eine Spiegelung der Umgebung eines stabilen parabolischen 
Punktes (an einer Ebene) ist niemals eine Bieqgungsisometrie im engeren Sinne. 

Beweis des Satzes III. Die Flachenschar {F,} stelle eine stetige Ver- 
biegung der Fliche F = F, dar, auf welcher o ein stabiler parabolischer Punkt 
ist. Die zu o gehérigen zweiten FundamentalgréBen der Fliche F, seien 
L,, M,, N;; da o fiir alle t parabolisch ist, ist immer L,N, — M? = 0, aber 
nie L, = M, = N, = 0; folglich ist immer LZ, + N, + 0, also hat L, + N, 
fiir alle ¢ dasselbe Vorzeichen. Da das Spiegelbild von F die zweiten Funda- 
mentalgréBen — Ly, — My, — No hat, kann es daher nicht zu der Schar {F,} 
gehéren. 

Auf Grund des damit bewiesenen Satzes erhilt man jetzt folgende 
Beispiele, welche die oben in Frage gestellte Verallgemeinerung L, des Satzes L, 
widerlegen: in den Beispielen, die in Nr.7 zu (c) angegeben wurden, setze 
man a = — 1; dann ist die Form K™ negativ definit, also ist auch die 
Kriimmung K < 0 in allen von o verschiedenen Punkten einer Umgebung 
von 0. Der Punkt o ist auf einer solchen Fliche F ein isolierter parabolischer 
Punkt, also ein ,,gew6hnlicher“ Sattel, d.h. es ist s = 1 (man vgl. Nr. 3); 
auBerlich unterscheidet sich F also kaum von einer Flache, die auch in o 
selbst negative Kriimmung besitzt und auf die daher der Satz L, anwendbar 
ist; trotzdem macht das Verschwinden der Kriimmung in dem einen Punkt o 
die stetige Verbiegbarkeit von F in ihr Spiegelbild unméglich. 


Die Methode, mit der wir die Sitze I und II beweisen werden, steht in 
engem Zusammenhang mit einer Methode, die zu einem etwas anderen Zweck 
in der mehrfach erwaihnten Arbeit von Schilt verwendet wurde"); einige 
unserer Hilfssiitze kommen bereits dort vor; die Kenntnis der Arbeit von 
Schilt wird aber nicht vorausgesetzt. 

Im § 1 werden einige algebraische Hilfssitze behandelt, im § 2 die Satze I 
und II bewiesen. 


12) Man vgl. Schilt, Nr. 30, FuBnote *). 
13) Schilt, 3. Teil. 


Mathematische Annalen. 116. 
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§ 1. 
Hilfssitze iiber den Hesseschen Operator. 


9. Der Hessesche Operator H ist fiir jede zweimal differenzierbare 
Funktion f(z, y) durch 
Af = faelyy — fey 
erklart. Er hat die folgende Kovarianzeigenschaft, die bekannt und leicht 
durch Rechnung zu bestitigen ist: 
Fiihrt man durch die Transformation 
zw’ =azr+by 
(7) , ad—be+0, 
y =caz+dy 
neue Veranderliche z’, y’ ein, faBt man dann f(z, y) als Funktion von 2’, y’ 
auf und bildet 
H'f —_ | 2’ ty y' = Py, 
so ist 
(8) Af = (ad — bc)* - H’f. 
Im folgenden wird f/ hiufig eine (homogene) Form n-ten Grades sein; 
dann ist Hf eine Form des Grades 2 n — 4. 


10. { sei eine Form, die durch (ax + by)" teilbar ist; dann ist Hf durch 
(az + by)? *-? teilbar. 

Beweis. In dem Spezialfall az + by = z, also f(z, y) = z*-g(z, y), 
bestatigt man die Richtigkeit der Behauptung durch eine kleine Rechnung. 
Der allgemeine Fall wird unter Benutzung der Kovarianz von Hf auf diesen 
Spezialfall zuriickgefiihrt, indem man durch eine lineare Transformation neue 
Verinderliche z’, y mit z = az + by einfiihrt. 

Korollar. Jeder mehrfache Linearfaktor von / ist zugleich mehrfacher 
Faktor von H}. 


11. / sei eine Form n-ten Grades. Behauptung: Dann und nur dann 
ist Hf =0, wenn f = (ax + by)” ist.™) 

Beweis. Ist f = (az + by)", so ist H/ nach Nr. 10 durch (az + by)? *-? 
teilbar; da H/ eine Form des Grades 2  — 4 ist, ist dies nur méglich, wenn 
Hi = 0 ist. 

Es sei andererseits die Form /(z, y) nicht von der Gestalt (az + by)", 
f enthalte also zwei Linearfaktoren az + by und cz + dy, die voneinander 
verschieden sind, d.h. fiir die ad — bc + 0 ist, und es sei / + 0; es soll 
gezeigt werden, daB H/ + 0 ist. Da man neue Veriinderliche z’ = az + by, 


4) Satz von Hesse; Beweis z. B. bei Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen iiber 
Invariantentheorie 2 (1887), S. 59. , 
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y =cx-+dy einfiihren kann, braucht man infolge der Kovarianz 
von Hf nur den Spezialfall zu behandeln, in dem / die Linearfaktoren z und y 
enthilt. Ordnet man f(z, y) nach fallenden Potenzen von z und ist dabei 
az’ y"~" das erste Glied mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten, so 
folgt aus der Teilbarkeit von f durch zy, daB l= rn — 1 ist. Bei Be- 
nutzung dieser Tatsache ergibt eine kleine Rechnung: in Hf hat das Potenz- 
produkt z?’-* y?"-2r-2 den Koeffizienten — r(n — r) (mw — 1) -a?®; er ist 
nicht 0, also ist Hf + 0. 

Bemerkung. In diesem Satz und Beweis sind unter a, b, c, d komplexe 
Zahlen zu verstehen. Fiir reelle Formen / ergibt sich aber unmittelbar der 
folgende Zusatz: Ist f eine reelle Form und Hf = 0, so ist f = + (ax + by)” 
mit reellen a, b. 


12. /(z, y) sei eine analytische Funktion und #0; die Taylorschen 
Reihen fiir f und H/ seien 


(9) f(z, y) = f™ (x,y) + f™*” (a, y) +..., (x,y) 0, mez, 
(10°) Hf = E h(z,y). 

i=0 
worin die /® und h® Formen i-ten Grades bezeichnen. Ist H/ + 0, so 
laBt sich (10°) so schreiben: 


(10) Hf = h™ (x, y) + h** (2, y) +..., A® (2, y) #0, k¥O; 
ist Hf = 0, so setzen wir k = @. 
Der Vergleich von (9) und (10°) ergibt fiir jedes n: 
mE IK — 19412) 
(11) n+4i—m ’ 
2, (fe e°” <* Ge 4. 


Insbesondere ist also 
AM™=0 fir n+4—m<m, dh. n<2m—4, 
Ai2m- — Af™. 
Demnach ist immer k = 2m — 4, und zwar liegt immer einer der folgenden 
beiden Fille vor: 
Fall I: Hf/™ #0, Hf™=h®, k=2Qm—4; 
Fall tI: Af/f™=0, k>2m—4. 


Ist Hf = 0, so befindet man sich immer im Falle II. 


Aus Nr. 11 folgt: Der Fall II liegt dann und nur dann vor, wenn 
{™ = (az + by)™ ist. 


5* 
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13. Die folgenden Bemerkungen iiber die Wirkung einer Transformation (7) 
der Verinderlichen werden wir benutzen: 

(a) Jede Form /” in der Reihe (9) geht gerade in die Form aller Glieder 
r-ten Grades iiber, die in der Reihenentwicklung von f nach z’, y’ auftreten. 
Dies ist selbstverstandlich. 

(b) Aus (8) folgt, daB das Analoge fiir die Reihe (10) gilt: Jede Form h” 
geht, wenn man z, y durch 2’, y’ ausdriickt, bis auf den positiven Faktor 
(ad — be)* gerade in die Form aller Glieder n-ten Grades iiber, die in der 
Reihenentwicklung von H'’f nach z’, y’ auftreten. Insbesondere beginnt die 
Entwicklung von H’f ebenfalls mit einer Form k-ten Grades. 

(c) Die Unterscheidung der Fille I und II ist invariant bei einer Trans- 
formation (7). Dies ist aus der Charakterisierung des Falles I] am Schlusse 
von Nr. 12 unmittelbar ersichtlich. 

(d) Im Falle II, in dem f = (ax + by)” ist, kénnen wir neue Variable 
x’, y’ so einfiihren, daB z’ = ax + by wird; schreiben wir dann wieder z, y 
statt 2’, y’, so ist f = x". Die Formel (11) bekommt dann die folgende 
Gestalt : 


n+3—m™ 


(12) AM = m (m = 1) i! 4—m) 4. ; a : (f°, = — road hg 4—D) 


14. Im Falle II sind die Formen f” fiir r < k + 4 — m durch f™ teilbar. 

Beweis. Auf Grund der Bemerkungen (a), (c) und (d) in Nr. 13 diirfen 
wir fiir den Beweis unseres Satzes annehmen, daB f™ = 2” ist und (12) gilt. 

Die Behauptung, daB die /” fiir r = m,m +1,...,4 +3 — mdurch 2” 
teilbar sind, beweisen wir durch vollstindige Induktion. Sie ist richtig fiir 
r=m; ein r mit m<r<k+4—m sei vorgelegt, und die Behauptung 
sei schon fiir die /” mit r’ = m, m+ 1, ..., r — 1 bewiesen. 

Wir setzen in (12) n=r+m—4; dar<k+4— m ist, ist n <k, 
also h™ = 0; ferner sind alle / und f"**~®, die in (12) unter dem Summen- 
zeichen auftreten, nach Induktionsvoraussetzung durch x” teilbar, und die 
Summe ist daher durch z*"~* teilbar. Somit folgt aus (12): 

a2"? eo + gm? - F (z, y) _ 0, 
also 
(, = — 2" - F(z, y) 
und daher 
{P =P +Q-y¥+2"-G(z, y), 
worin P und Q Funktionen von z sind; und zwar ist, da /” eine Form 
r-ten Grades ist, P = pz’, Q = qz’-1y mit Konstanten p, q; also: 


{? = pa’ +q2’—*y + 2"G(z, y). 
Da r=>m +1 ist, ist somit /” durch 2” teilbar. 
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Bemerkung. Satz und Beweis gelten auch fiir Hf = 0, also k = ow: 
dann sind alle f durch {™ teilbar. 


15. Die nachstehende Folgerung aus dem soeben bewiesenen Satze wird 
spiter benutzt werden: 


Es liege Fall II vor, { sei reell, und es sei r = =+4 ; dann enthidlt die Form f” 
einen mehrfachen reellen Linearfaktor. 


Beweis. Nach Nr. 12 ist, da Fall II vorliegt, m<*+*, also 








2 ’ 
1 <k+4—~m, also r<k+4—~m, also f” nach Nr. 14 durch f™ 
teilbar. Nach Nr. 11 (Bemerhung) ist f” = + (ax + by)” mit reellen a,b. 


Da in (9) immer m = 2 vorausgesetzt ist, ist /” durch (az + by)? teilbar. 

16. Es liege Fall 11 vor, es sei also f™ = (ax + by)"; dann ist die Form hh 
durch (ax +- by)"~-* teilbar. 

Beweis. Auf Grund der Bemerkungen in Nr. 13 diirfen wir fiir den 
Beweis unserer Behauptung annehmen, daB f” = x” ist, daB also (12) gilt. 
Wir setzen in (12) » = k; dann treten unter dem Summenzeichen nur 
solche / und /“**~® auf, deren Grade < k + 4 — m sind, also solche, 
die nach Nr. 14 durch zx” teilbar sind; daher ist diese Summe durch z?”~?, 
also erst recht durch x™-* teilbar; folglich ist nach (12) auch h“ durch 
az™-2 teilbar. 

Korollar. Es liege Fall 11 vor, f sei reell, und die Form h” sei definit; 
dann ist m = 2. 

Denn es ist f” = + (ax + by)” mit reellen a, b; wire m= 3, so wire 
nach dem soeben bewiesenen Satze h“ durch az + by teilbar, also nicht 
definit. 

§ 2. 
Isometrische Flichen. 

17. Auf einer Fliche F seien u,v regulire Parameter; der Punkt mit 
u = v= 0 heiBe 0. Die(GauBsche Kriimmung K besitzt, falls sie nicht 
identisch 0 ist, in der Umgebung von o eine Taylorsche Entwicklung 

K (u,v) = K™ (u,v) + K@* (u,v) +..., K@ (u,v) + 0, 
worin die K‘” Formen i-ten Grades sind; ist K = 0, so setzen wir x = @; 
bis auf weiteres sei K + 0. 
Fiihren wir durch eine regulire Transformation 
u=u(uo)=au+ fot... 
v= v(4,0)=yu+d0+...’ ae ty oh 


neue Parameter #,v ein und entwickeln dann K nach u, 0, so beginnt diese 
Reihe offenbar mit der Form 


K® (u, 0) = K® (au +fo,yu + 60). 
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Die Anfangsformen K” und K® in den Entwicklungen von K nach u,v 
bzw. &, 0 stellen also zwar nicht dieselbe Funktion des Ortes auf der Fliache 
dar, jedoch gehen sie durch eine reelle lineare Transformation der Variablen 
ineinander iiber; wir sagen hierfiir: sie sind ,,linear verwandt, und wir 
schreiben gelegentlich: K” ~ K®. 

Alle Flachen, die mit F isometrisch sind, besitzen dieselbe Kriimmung; 
daher sieht man: Zu jeder Klasse untereinander isometrischer Flichen gehért 
dieselbe Form K™, die bis auf lineare Verwandtschaft bestimmt ist. 

Diejenigen Eigenschaften von K’, die bei reeller linearer Transformation 
der Variablen ungeindert bleiben, sind mithin Invarianten der Isometrien. 
Zu diesen Eigenschaften gehért erstens der Grad x; dann und nur dann ist 
x = 0, wenn K + 0 in o ist. Eine zweite Invariante, die nachher eine Rolle 
spielen wird, ist die folgende Zahl q: die Form K” enthalte einen q-fachen, 
aber keinen (q + 1)-fachen reellen Linearfaktor; dann und nur dann ist g = 0, 
wenn die Form K™ definit ist. 


18. Wir machen den Punkt o der Flache F zum Nullpunkt der (zyz)-Ko- 
ordinaten im Raume und seine Tangentialebene zur (zy)-Ebene; dann laBt 
sich F durch eine Gleichung z = / (zx, y) darstellen, wobei die Funktion / 
eine Taylorsche Entwicklung 
(9) f(z, y) = £™ (a, y) +f" F(z, y) + --4 KOC y) #9, m> 2, 
besitzt. Die Kriimmung K ist bekanntlich durch 

1 
K = #}- 
ee res 
gegeben. Daraus folgt: das Anfangsglied h® in der Entwicklung 
(10) Hf = h® (z,y) + h®*Y(z,y)+..., AO (z,y) #0, 
ist zugleich das Anfangsglied in der Entwicklung von K nach 7, y; es ist also 
(13) hw K® k=x. 


Da nun die Form K™ bis auf lineare Verwandtschaft allen mit F iso- 
metrischen Flachen gemeinsam ist, so erkennt man: Betrachtet man eine ganze 
Klasse & untereinander isometrischer Flichen, so gehéren zu diesen Flichen 
zwar ganz verschiedene Entwicklungen (9); jedoch sind die Anfangsglieder h® 
der aus diesen Reihen (9) gebildeten Reihen (10) untereinander linear verwandt. 

Insbesondere ist die durch (10) bestimmte Zahl k = x allen Flachen 
aus §§ gemeinsam; dagegen gehéren zu verschiedenen Flachen aus § im all- 
gemeinen verschiedene Zahlen m in (9). Aus Nr. 12 folgt: 


1. Fiir jede Fliche aus % ist die Zahl m S*7*_ Die Berithrungsordnung 


b = m — 1 (Nr. 4) ist also durch die innere Diferentatgeometre einer Flache 
nach oben beschrinkt. 


d 
nm 
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2. Entsprechend der Unterscheidung der Fille I und II in Nr. 12 sind 
in der Klasse § zwei Typen von Flachen zu unterscheiden: 


Typus I: m =~t* Hi™+0, Him =h®~ K®; 


Typus II: m<~ 3 $ Him =0. 








Wir haben bisher angenommen, da8 K + 0, also auch H}/ + 0 sei, daB 
also die Zahlen x und k definiert sind; jetzt setzen wir, in Analogie mit Nr. 12, 
fest: ist K = 0, Hf =0, so seix = k = @; alle Flachen mit K = 0, also 
alle Torsen, haben den Typus II; ausschlieBen wollen wir lediglich die 
Ebenen, also den Fall, in dem f(z, y) = 0 ist. 


Wenn x = 0, also K + 0 in 0 ist, so gibt es keine Flache vom Typus II. 
Der interessante Fall ist: 0 < x < o ; dann kann es Fiiachen beider Typen 
geben; und zwar folgt aus dem Existenzsatz (Nr. 3) leicht, daB es immer 
Flichen vom Typus II, und zwar solche mit m = 2, gibt; dagegen brauchen 
Flachen vom Typus I in der Klasse § nicht zu existieren: so existiert gewiB 
keine solche Flache, wenn x ungerade ist, und iiberhaupt iiberlegt man sich 
leicht, daB bei gegebener Form K® die Gleichung Hf” = K® nur in Aus- 
nahmefillen durch eine Form / befriedigt werden kann; diese Bemerkungen 
spielen iibrigens fiir das folgende keine Rolle. 


Eine Flache vom Typus I hat, fiir x > 0, in o immer einen Flachpunkt. 

Aus Nr. 15 ergibt sich: Fiir jedes rS*** und fiir jede Flache des 
Typus Il ist die Form {* durch das Quadrat einer reellen Linearform teilbar. 

19. Wir wollen jetzt ,,stetige Verbiegungen“ betrachten und miissen 
diesen Begriff zunichst prizisieren. 

In einer Umgebung U des Punktes u = v = 0 der (uv)-Ebene sei fiir 
jeden Wert von ¢ mit 0S¢tS1 ein Vektor x(u,v;t) gegeben, der eine 
analytische Fliche F, mit den Parametern u,v darstellt'); die Abbildung, 
welche fiir je zwei Werte t,,¢, durch u,v zwischen F, , F,, vermittelt wird, 
sei eine Isometrie. Die noch ausstehende Festsetzung fiir die stetige Ab- 
haingigkeit vom Parameter ¢ kann auf viele verschiedene Weisen getroffen 
werden, von denen hier die folgenden M, und %,, 0S nS@, eine Rolle 
spielen*). 

(M,). Fir (u,v) ¢ U und OStS1 sind sowohl z(u,v; ¢) als auch 
alle partiellen Ableitungen von x nach u,v bis zur n-ten Ordnung stetige 
Funktionen von 4, », t. 


15) Unter den sonst noch médglichen Festeetzungen verdienen z. B. diejenigen 
Erwaéhnung, bei welchen Differenzierbarkeit nach ¢ verlangt wird. 
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(B,,). Sowohl x (0, 0; ¢) als auch alle partiellen Ableitungen von x nach 
u,v bis zur n-ten Ordnung an der Stelle u = v = 0 sind stetige Funktionen 
von ¢. 


Unter U_, B., sind die entsprechenden Bedingungen zu verstehen, die 
sich auf alle Ableitungen beziehen. Je nachdem, welche Definition zugrunde 
gelegt wird, sprechen wir von einer U,-Verbiegung bzw. %,,-Verbiegung. 

Alle in dieser Arbeit formulierten Siatze gelten jedenfalls fiir die U_.-Ver- 
biegungen, also fiir den speziellsten unter den hier genannten Begriffen. Fiir 
die Satze L,, L,, L, (Nr. 2), sowie fiir die in Nr. 5 bewiesene Existenz nicht- 
trivialer labiler Punkte, also fiir diejenigen Siitze, in denen die Méglichkeit 
einer Verbiegung behauptet wird, bedeutet dies, daB sie in einem besonders 
scharfen Sinne gelten™). Alle iibrigen Sitze — also lauter Siitze, in denen die 
Unméglichkeit gewisser Verbiegungen behauptet wird — haben aber all- 
gemeinere Giiltigkeit ; sie gelten nimlich bereits bei Zugrundelegung schwicherer 
Bedingungen als &_.. Am wenigsten braucht fiir den Levischen Satz iiber 
positiv gekriimmte Flichen und ihre Spiegelbilder (Nr. 2, FuBnote *)) und fiir 
den Satz III (Nr. 8) vorausgesetzt zu werden: die Beweise dieser Siitze gelten 
fiir die $,-Verbiegungen™). Der Satz S (Nr. 2, Nr. 3) ist fiir die U,-Ver- 
biegungen bewiesen ™), also fiir denjenigen Verbiegungsbegriff, der den iiblichen 
Begriffen und Fragestellungen der Flachentheorie wohl am besten angepaBt ist. 
Die Satze I und II (Nr. 6, Nr. 7) werden wir fiir die 8,-Verbiegungen be- 
weisen). 

Von jetzt an soll also der Begriff der ,,stetigen Verbiegung auf Grund 
von B.. erklért sein; diese Voraussetzung la8t sich auch so aussprechen: 

Die Koeffizienten a,,(t) in den Taylorschen Reihen 


(14) x(u,v;t) = J a,,(t)u'v® 


r,8 


sind stetige Funktionen von t. 


20. Die Flachen F, lassen sich folgendermaBen in eine spezielle Lage 
bringen. Fiir jedes ¢ sei B, diejenige — eindeutig bestimmte — eigentliche 
Bewegung, welche den Punkt u = v = 0 der Fliche F, und die Richtungen 


©) In diesen Satzen hangt die Schar {F,} sogar analytisch von ¢ ab. 

17) AuBerdem kann man die Voraussetzung, daB zwischen den Flachen F Iso- 
metrien bestehen, durch die viel schwichere ersetzen, daB in dem betrachteten Punkt 
u =v = 0 immer K > 0 bzw. K = 0 bleibt. 

18) AuBerdem kann man die vorausgesetzten Isometrien durch Abbildungen 
ersetzen, bei welchen in dem Gebiet U lediglich das Vorzeichen der Kriimmung unge- 
andert bleibt. 

19) In diesen Satzen darf man iiberdies den Begriff der ,,Isometrie’’ durch den 
allgemeineren der ,,kriimmungstreuen Abbildung ersetzen. 








Verbiegung von Flachen. 73 


der Tangentialvektoren x, (0, 0; t), x, (0, 0; ¢) mit dem entsprechenden Punkt 
und den entsprechenden Richtungen auf F, zur Deckung bringt. Dadurch, 
da8 wir die Flichen F, durch die Flachen B,(F,) ersetzen, wird an unseren 
Voraussetzungen nichts geandert; daher diirfen wir von vornherein annehmen, 
daB alle Flachen F, den Punkt o und seine Tangentialebene gemeinsam haben. 
Wir diirfen weiter annehmen, daB o der Nullpunkt der (xyz)-Koordinaten 
und seine Tangentialebene die (xy)-Ebene ist. 


Jede Fliche F, besitzt daher eine Darstel'ung z = f(z, y; t) mit 
(9) f(z, y;t) = f"? (x, y;t) + veey | fC (z, y3 0) = 0%), m, => 2. 


Hierin sind z, y die ersten beiden Komponenten des Vektors x, der die Ent- 
wicklung (14) besitzt; die Koeffizienten der Reihe (9,) sind folgendermaBen 
aus denen der Reihe (14) zu berechnen: Die in (14) zusammengefaBten Ent- 
wicklungen fiir die Komponenten von x bezeichnen wir mit (14,), (14,), (14,). 
Da die Vektoren x, = (y, Yu, Zu), Fv = (Le, Ye, Zy) infolge der Regularitat 





der Flichen an der Stelle o linear unabhiingig sind, dort aber z, =‘’z, = 0 
° . e e ° . O(a, - 
ist, ist in o die Funktionaldeterminante D = a 2 + 0; folglich ‘lassen 


sich u,v in Potenzreihen nach z, y entwickeln, deren Koeffizienten rationale 
Ausdriicke der Koeffizienten von (14,) und (14,) sind, wobei als Nenner nur 
Potenzen von D auftreten; setzt man diese Reihen fiir u,v in (14,) ein, so 
entsteht (9,). Hieraus sieht man: Die Koeffizienten von (9,) sind stetige 
Funktionen der Koeffizienten von (14); aus der Voraussetzung 8... die am 
SchluB von Nr. 19 formuliert worden ist, ergibt sich daher: Die Koeffizienten 
der Reihen (9,) sind stetige Funktionen von t. 


Hiervon werden wir nur zwei Konsequenzen « und # benutzen, deren 
Beweise wir wohl iibergehen diirfen: 


(a). Fiir einen Wert ¢* sei /” (a, y; t*) = 0; dann ist f” (z, y; t) = 0 
fiir eine ganze Umgebung von /*. ®°) 


(f). Fiir einen Wert ¢* habe /” (x, y; t*) keinen mehrfachen reellen 
Linearfaktor; dann hat /” (2, y; ¢) fiir eine ganze Umgebung von (* keinen 
mehrfachen reellen Linearfaktor. 


21. Beweis des Satzes I(Nr.6). Die Beriihrungsordnung } im Punkteo 
der Fliche F = F, lasse sich durch stetige Verbiegung iindern; es wird be- 
hauptet, daB Hf (x, y;0) durch das Quadrat einer reellen Linearform 
teilbar ist. Dies ist trivial, falls Hf" (x, y;0)=0, d.h. falls Fy vom 
Typus IT ist (Nr. 18); es sei also Fy vom Typus I. 


20) ..f (x, y;t) + 0° bedeutet hier und im folgenden natiirlich: ,,.bei festem ¢ 
nicht identisch 0 in z, y“. 
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Dann ist, in der Bezeichnungsweise aus Nr. 18, 





(15) m,="t*  Af™ (2,y30)~ Ke. 
Fiir jede mit F, isometrische Fliche ist m <*—* — m;dasichb = my —1 


durch stetige Biegung andern JaBt, la8t sich somit F, stetig in eine Flache F, 


verbiegen, fiir welche m, <— 5 : ist, welche also den Typus II hat. Diese 


stetige Verbiegung werde durch die Schar {F,}, OS tS 1 dargestellt; es 
gibt einen Wert ¢*, der Haufungsstelle sowohl von t-Werten ist, zu denen 
Flachen des Typus I gehéren, als auch von t-Werten, zu denen Flachen des 
Typus II gehéren. 


Die Fliche F,, hat den Typus I; denn andernfalls wire m, <1, 


{" (2, y; t*) + 0, also nach Nr. 20, «, auch ij (x, y; t) = O fiir eine 
ganze Umgebung von ¢*, also wiiren alle zu dieser Umgebung gehérigen 
Flachen F, vom Typus II — entgegen der Definition von ¢*. Da F,, somit 
den Typus I hat, ist 











(15*) me =*ttom, Hf" (2,y;t*) ~ K®. 


Fiir jede Flache F, des Typus II ist, wie am Schlu8 von Nr. 18 fest- 
gestellt wurde, die Form /™® (z, y;¢) durch das Quadrat einer reellen 
Linearform teilbar. Daraus folgt, daB auch die Form /"” (z, y; t*) dieselbe 
Eigenschaft hat; denn andernfalls wiirden nach Nr. 20, 8, alle /™® (z, y; t) 
fiir eine ganze Umgebung von ¢* héchstens einfache reelle Linearfaktoren 
enthalten, also alle zu dieser Umgebung gehérigen Flaichen F, den Typus I 
haben — entgegen der Definition von ¢*. 

Somit hat die Form f° (z, y; t*) die Eigenschaft, durch das Quadrat 
einer reellen Linearform teilbar zu sein. Dieselbe Eigenschaft hat dann nach 
dem Korollar in Nr. 10 auch die Form H/™® (z, y; t*), also nach (15*) auch 
die Form K® und nach (15) auch die Form Hf (z, y; 0) — w.z.b. w. 


22. Beweis des Satzes II (Nr.7). (a) Aus x = 1 uud aus 


(16) 2<m<*—* 


folgt m = 2,6 = 1. Unter der Voraussetzung (a) gibt es also nur Flachen 

vom Typus II*), und der Punkt o ist auf allen von ihnen parabolisch; die 
Beriihrungsordnung 6 = 1 ist also invariant bei allen Isometrien. 

(b) Aus x = 2 und (16) folgt m = 2, b = 1 fiir alle Flachen des Typus II; 

fiir die Flachen des Typus I ist m = 3, 6 = 2. Fiir eine Flache des Typus I 

ist Hf” ~ K®’, und K® hat nach Voraussetzung (b) keinen mehrfachen 





(Nr. 18) 


1) Dies gilt offenbar immer, wenn x ungerade ist. 
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Linearfaktor; daher ist fiir eine solche Fliche die Bedingung aus Satz I nicht 
erfiillt, und sie 1a8t sich daher nicht stetig in eine Fliche des Typus II ver- 
biegen. Unter der Voraussetzung (b) bleibt somit bei stetiger Verbiegung der 
Typus der Fliche und daher auch die Beriihrungsordnung b = 1 bzw. b = 2 
ungeandert. 

(c) Da K® definit ist, folgt aus dem Korollar in Nr. 16, daB fiir jede 
Fliche des Typus II m = 2, b = 1 ist; fiir die Flichen des Typus I ist 


m = ~ + * Aus der Definitheit von K” folgt weiter, da8 fiir die Flachen des 


Typus I die Bedingung aus Satz I nicht erfiillt ist. Flaichen ver- 
schiedener Typen lassen sich daher nicht ineinander verbiegen, und daher 


bleiben auch die Beriihrungsordnungen b=1 bzw. b=— 3 2 bei stetigen 
Verbiegungen ungeindert. 








(Eingegangen am 14. 6. 1938.) 











Das allgemeine Perron-Stieltjessche Integral 
[(PS)-Integration I]. 


Von 


J. Ridder in Groningen (Niederlande). 


Die folgenden Seiten bilden die Fortsetzung einer in der Math. Zeitschr. 43 
(1938), S. 637—681 erschienenen Arbeit, hier immer zitiert als ,,(PS)-Int. I“, 
in welcher wir u. a. ein spezielles Perron-Stieltjessches (und ein damit aqui- 
valentes, spezielles Denjoy-Stieltjessches) Integrationsverfahren behandelten 
in bezug auf eine Funktion «(z), welche im betrachteten Intervall (a, b) 
endlich und BV V*?) ist. Das zugehérige unbestimmte « (x)-Integral S, .., (x) 
hat die Eigenschaft, daB (a, 6) sich, ausgenommen die Punkte einer abzahl- 
baren Menge, iiberdecken laBt durch abzahlbar viele perfekte Mengen (Q,) 
derart, dab auf jedem Y, die Funktion a(x) BV* und S,,,, (x) totalstetig* in 
bezug auf «(x)*) ist. Das bringt schon die Vermutung nahe (und die lL. c. 
ausgefiihrten naheren Untersuchungen bestitigen es), daB diese Denjoy- 
Stieltjesschen und Perron-Stieltjesschen Integrationen fiir «(z) =z in die 
spezielle Denjoysche Integration bzw. in die mit dieser aquivalente Perronsche 
Integration iibergehen. 

Die allgemeine Denjoysche Integration und eine mit ihr dquivalente, 
,,verallgemeinerte’ Perronsche Integration*) hat die Eigenschaft, daB das 


1) D. h. (a,b) 14Bt sich, bis auf eine abzahlbare Menge, iiberdecken durch ab- 
zahibar viele perfekte Mengen (P,), auf deren jeder « (x) von beschrankter Variation* 
(abgekiirzt: BV*) ist. Dabei ist « (x) von beschrankter Variation* auf einer Teilmenge Z 
von (a, 6), wenn sich eine positive Zahl N finden laBt derart, daB fiir jedes System von 
nicht-iibereinandergreifenden Intervallen (a,,6,), deren Endpunkte zu 2 gehéren, 

L£2,=N 
() 
ist; hierbei bedeutet 2, die Oszillation von « (xz) im abgeschlossenen Intervall (a,, b,). 
*).D. h. die Summen von Funktionsdifferenzen 
Z (8, (ob!) — 8, (ef)) und £18, (c{”)—8, (a/")}, 
i) @) 
wobei a‘ — = bi ist und die Paare (a, bi) zu Q, gehérende Endpunkte von 
endlich vielen, nicht- iibereinandergreifenden Intervallen sind, haben (bei willkiirlichem, 
aber festem k) einen Limes = 0, sobald die Summe Z ~, (a, bi”) gegen Null kon- 
i) 
vergiert; hierLei deutet «, (a\®, b) die Oszillation von « (x) im abgeschlossenen 
Intervall (af, bi) an. — Auch 8.12 (x) ist dadurch BVV* in (a, d). 


3) Siehe Ridder, Math. Zeitschr. 34 (1931), S. 234—-269, insbesondere S. 258—269. 
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Integrationsintervall sich fiir jedes zugehérige unbestimmte Integral S (2), 
die Punkte einer abzihlbaren Teilmenge ausgenommen, iiberdecken la8t durch 
abzihlbar viele perfekte Mengen (R,), auf deren jeder S (x) totalstetig ist*). 
Man kommt dadurch zu der Frage, ob es méglich sei, in bezug auf eine 
Funktion «(z), welche im betrachteten Intervall (a,b) endlich und BVV 5) 
ist, ein unbestimmtes Perron-Stieltjessches Integral zu definieren, das in 
(a, 6) in bezug auf « (x) Totalstetigkeitseigenschaften von analoger Art hat 
wie diejenigen des verallgemeinerten Perronschen Integrals (in bezug auf die 
Funktion «(z) = z). Im folgenden wird diese Frage in positivem Sinne beant- 
wortet (siehe insbesondere Satz 12 und die darauf folgende Bemerkung). 

Es zeigt sich daneben, daB auch die iibrigen Eigenschaften des neu- 
eingefiihrten Integrals in weitgehender Weise mit denen des verallgemeinerten 
Perronschen Integrals iibereinstimmen (siehe insbesondere Satz 16); fiir 
a(x) = 2 fallen beide Integralbegriffe zusammen. 


I. Das allgemeine Perron-Stieltjessche Integral in bezug auf eine 
Funktion a (a), welche in (a, 6) stetig und BYV ist. 


§ 1. 
Da sich die Definitionen und Sitze am einfachsten bei einer stetigen 
Bezugsfunktion formulieren lassen, fangen wir mit diesem Fall an. 
Definition 1. £ sei eine Teilmenge des abgeschlossenen Intervalls 
(a, 6). Eine in den Punkten von (a, 6) definierte Funktion F (x) heiBe von 
beschriinkter Variation (abgekiirzt BV) auf E, wenn sich eine positive Zahl N 
finden 1a8t derart, da8 fiir jedes System von nicht-ibereinandergreifenden, 
abgeschlossenen Intervallen (a,, b,), deren Endpunkte zu EF gehéren, 
L25N 
(k) 
ist; hierbei bedeutet 2, die Oszillation von F (x) auf E - (a,, b,). 
Definition 2. Eine fir a <= x <= 6 definierte Funktion F(z) ist 
in (a,b) von beschriinkter Variation im verallgemeinerten Sinne (abgekiirzt: 
BVV), wenn (a, 5) sich, bis auf eine abzihlbare Menge, iiberdecken 1aBt durch 


4) D. h. die Summe von Funktionsdifferenzen 


x (5 () —S(a)}, 


* 
wobei die Paare {a™, b), mit af” < b/", zu R, gehdrende Endpunkte von endlich 
vielen, nicht-iibereinandergreifenden Intervallen sind, hat (bei willkirlichem, aber 
festem k) einen Limes = 0, sobald die Summe Y (of? — af”) gegen Null konvergiert. — 
(i) 
8 (xz) ist dadurch auch BVV in (a, b) (Definition 2). 
5) Siehe Definition 2. 
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abzahlbar viele perfekte Mengen (M,,), auf deren jeder F (x) von beschrankter 
Variation ist. 

Definition A,. f(z) sei endlich und «(z) stetig und BVV im abge- 
schlossenen Intervall (a,6). Dann soll eine in (a,b) stetige Funktion eine 
in (a, b) zu f (x) adjungierte a (x)-Majorante y'*)_, (x) heiBen, wenn: I. y® (a) =0 
ist; II. (a, 6) sich, bis auf eine abzahlbare Teilmenge, iiberdecken l4Bt durch 
abzahlbar viele perfekte Mengen (P,) derart, daB «(z) BV ist auf jeder 
Menge P, und da8 auf P, immer gilt: 1. zu jedem Punkte & von P,, ab- 
zihlbar viele ausgenommen, gehért ein positives A (£) mit der Eigenschaft, 
da8 in jedem Punkte von P, - [§ — h(&), & + h(&)] mit a(x) = «(&) gilt 


y® (z) |} yw (é) oder S&S yw (é), je nachdem z => & oder & & ist; 
2. in jedem Punkte x von P,, wieder mit héchstens abzahlbar vielen Ausnahmen, 


sind 
DY) yi? (a) und DY® | y(2) > f (2), 


— @ (2); 


daneben 
Dee... YO (x) und Di), y (x) S f(a), 


@ (2); L¥ 


soweit in dem Punkte z diese extremen « (z)-Derivierten*®) existieren ”). 


®) Die beiden unteren Derivierten sind unterer Grenzwert von 


via’ (2) — va’ (§) 

a (z)— a(&) 
fiir alle nach zx konvergierenden Punkte (&) von P, mit § > x und a(&) > a (z), 
bzw. mit § < xz und a (&) < a(x); die beiden oberen Derivierten sind oberer Grenz- 
wert dieses Bruches in z mit fe P, und > z, «(&) < «(z) bzw. mit fe P, und < z, 
a(&)>a(z). Siehe (PS)-Int. I, 8S. 638 (Def. 1). 

7) Die in den Satzen 1 und 2 ausgesprochenen Eigenschaften der Majoranten und 
Minoranten sind lediglich Folgerungen der Bedingungen II in den Definitionen A, 
und B,. Beim Beweise von Satz 3 hat man, auBer den ebengenannten Eigenschaften, 
auch noch die Stetigkeit der Majoranten und Minoranten zu benutzen; diese Bedingung 
148t sich in mannigfacher Art abandern, ohne daB darum Satz 3 seine Giltigkeit verliert. 
So kénnte man die Bedingung der Stetigkeit in den Definitionen A, und B, u. a. durch 
eine der folgenden ersetzen: 1. y (x) und g® (2) haben nur Unstetigkeiten erster 
Art in (a,b), wobei die links- und rechtsseitigen Stetigkeitsspriinge endlich und bei den 
Majoranten nicht-negativ, bei den Minoranten nicht-positiv sind; oder: 2. y® (z) und 

gy (x) sind endliche Ableitungen einer (primitiven) Funktion; oder: 3. sie sind approzi- 
ba stetig in bezug auf eine in (a,b) stetige, bestimmt zuneh de Funktion B (x) 
(d. h. far z,< z, ist immer # (z,) < #(z,)). (Eine Funktion F (x) soll dabei in z 
approximativ stetig in bezug auf f (z) heiBen, wenn es eine Teilmenge von (a, b) gibt, 
mit einer f (z)-Dichte 1 in z, auf welcher F (z) stetig ist in z]. In dieser Weise erhalt 
man verschiedene Méglichkeiten, auf deren Existenz wir fiir den Fall « (x) = z schon 
friiher hinwiesen; siehe Math. Zeitschr. 41 (1936), S. 184—199, insbesondere S. 191—199. 
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Definition B,. Eine in (a, b) zu f (x) adjungierte « (x)-Minorante y?,, (x) 


so]l in (a, 6) stetig sein und daneben den folgenden Bedingungen opal: 
I. ¢ (a) = 0; II. (a, 6) 1aBt sich, bis auf eine abzihlbare Menge, iiberdecken 
durch abzahlbar viele perfekte Mengen (Q,) derart, da8 « (x) BV ist auf jeder 
Menge Q,, daneben auf dieser immer folgendes gilt: 1. zu jedem Punkte & 
von Q,, abzihlbar viele ausgenommen, gehért ein positives k (&) mit der 
Eigenschaft, daB in jedem Punkte x von Q,-[& —k(&), § + k(&)] mit 
a(x) = a(&) gilt 


yu’ (2) Sy! (&) oder SV yf (), je nachdem +2>E oder SE ist; 


2. in jedem Punkte z von Q,, wieder mit héchstens abzihlbar vielen Aus- 
nahmen, sind 


De, 9 (z) und DY), go (x) Sf (2), 
daneben 


DS) 9 (2) und DS, o® (2) > f (2), 


soweit in z diese extremen « (z)-Derivierten existieren. 


Definition 3. F(z) und a(z) seien endlich im abgeschlossenen 
Intervall (a, 6); « (x) sei BV auf der abgeschlossenen Teilmenge E von (a, b). 
Dann heiBt F (z) auf E unterhalb totalstetig [oberhalb totalstetig] in bezug-auf x(x), 
wenn die Summen von Funktionsdifferenzen 


a (b,) — F (¢,)} und = {F (c,) — F (a,)}, 


wobei a, Sc, S 5,, c,¢£, und die Paare {a,, b,} zu E gehdrende Endpunkte 
von endlich vielen, nicht-iibereinandergreifenden, abgeschlossenen Intervallen 
sind, immer einen unteren Limes = 0 [einen oberen Limes S 0] haben, 
sobald die Summe Pa w, {(a;, 6;) - E} gegen Null konvergiert; hierbei deutet 
, {(a,, 6,) - E} die Oszillation von « (x) auf (a,,6,)-# an. 

Satz 1. Die stetige Funktion « (x) sei BVV in (a,b). Wenn dann y® (z) 
eine gemaB Definition A, in (a,b) zu einer endlichwertigen Funktion f (z) 
adjungierte « (x)-Majorante ist, lapt jede in (a,b) liegende, perfekte Menge T 
sich, bis auf abzahlbar viele Punkte, iiberdecken durch abzihlbar viele perfekte 
Teilmengen (R,), auf deren jeder «(x) BV und y(zx) unterhalb totalstetig 


in bezug auf Vana (x) ist®); hierbei ist Vana (x) in den Punkten (x) von 
(a, 6) defintert durch 
(1) Veg, (2) + Za {bP — an} + {@ — aah 


8) Daraus folgt, daB y (z) in (a,b) BVV ist. 
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wo V... (2) (2) die Totalvariation tiber (a, x) darstellt der Funktion ap, (2), 
k 

welche in a und b und in den Punkten von R,, mit « (x) zusammenfallt und sich 
linear dindert in den zu R, + (a) + (b) komplementiren, abgeschlossenen Teil- 
intervallen (a“), b®) von (a,b), und die Summation geschieht iiber diejenigen 
Intervalle (a, 6), fiir die h S x ist, wihrend das letzte Glied in (1) nur 
dann auftritt, wenn x innerer Punkt eines zu R, komplementiren Intervalles 
(a‘®,,, O,,) ist), 


n(zy 


Der Satz, welcher ein Spezialfall von Satz 8 ist, laBt sich auch in direkter 
Weise beweisen (nach demselben Verfahren wie Satz 8), wobei dann nur Be- 
dingung II der Definition A, (und die Endlichwertigkeit von y (z)) benutzt 
zu werden braucht. 


Satz 2. a(x) sei in (a,b) stetig und BVV. Wenn dann pp (x) eine 
gemiB Definition B, in (a,b) zu der endlichwertigen Funktion f (x) adjungierte 
« (x)-Minorante ist, laBt jede in (a,b) liegende, perfekte Menge T sich, bis 
auf abzihlbar viele Punkte, tiberdecken durch abzihlbar viele perfekte Teilmengen 
(S,), auf deren jeder x(x) BV und gy (x) oberhalb toialstetig in bezug auj die 
(wie Dep (x) in Satz 1 definierte) zugehdrige Funktion Dag ca (#) ist), 


Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz 9. 


Definition 4. «(z) sei von beschrankter Variation im abgeschlossenen 
Intervall (a,b). Zu jeder «(z)-meBbaren Teilmenge E von (a, 6) la8t sich 
eine Funktion f(z) definieren, welche fiir jeden Punkt z von (a, 6) gleich 
dem « (x)-MaBe (L) derjenigen Teilmenge 7, von E ist, die zum abgeschlossenen 
Intervall (a, x) gehért; bei der Bestimmung des « (x)-MaBes von T', betrachte 
man in jedem Punkte > z den (in dieser Weise im allgemeinen abgeinderten) 
Wert von «(&) gleich «(z). Nun soll die Menge EZ in einem Punkte z von 
(a,b) die « (x)-Dichte 1 haben, wenn die Funktion f(z) in diesem Punkte 
in bezug auf (a,b) eine « (z)-Ableitung™) = 1 hat. 


%) Vgl. (PS)-Int. I, 8S. 656 (Def. 17 und FuBnote 24). 

©) Dadurch ist »® (x) auch BVV in (a, 6). 

") Hier wird die folgende Definition angewandt: Eine in (a, 6) endliche Funktion 
F (x) hat in einem zu einer Teilmenge E von (a,b) gehérenden, beiderseitigen Ver- 
dichtungspunkt z von E eine « (x)-Ableitung, ae, F (x), in bezug auf EB, wenn: 1° eine 
Umgebung von = existiert, in deren zu E gehdérenden Punkten (&) mit «(&) = « (zx) 
auch immer F(&) = F(z) ist; 2° die extremen « (z)-Derivierten | A F (2), 
i F (x), De, t. F (2), DO. vs F (x) und die vier zugehérigen, linksseitigen, 
extremen « (z)-Derivierten in bezug auf EF (vgl. FuBnote 6) einander gleich sind 
(soweit sie existieren); ihr gemeinsamer Wert (falls es einen solcher gibt) sei dann der 


Wert von D® F(x). Siehe (PS)-Int. I, S. 639 (Def. 3). 
@ (z) 





; 
‘ 
r 
, 
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Definition 5. Die in (a, 6) definierte Funktion « (x) sei von beschrankter 
Variation auf einer abgeschlossenen Teilmenge E von (a, 6); «, (x) falle in a 
und 6 und in den Punkten von E mit « (z) zusammen und Andere sich linear 
in den zu E komplementiren, abgeschlossenen Teilintervallen von (a, 6). 
Wenn es dann zu einem Punkte z von £ eine Teilmenge P, von E gibt, welche 
in x die a, (z)-Dichte 1 hat und auf der es in 2 eine a, (z)-Ableitung 
je F(z) von bestimmtem Werte gibt, so definiere dieser Wert die 
approximative « (x)-Ableitung von F (x) in x in bezug auf E: 


a. «ew (2) _ DY» F (2). 


Daye) 

Aus der Definition A, und Ridder, Math. Zeitschr. 40 (1935), S. 134 
(Satz III), 132 (Text bei FuBnote 10 und Satz II) folgt nun, daf eine Majo- 
rante y\ (x) in den Punkten einer jeden perfekten Menge E, auf welcher die in 
der Definition A, auftretende Funktion « (x) BV ist, die Punkte einer Teilmenge 
vom V,,,.(z)-Map Null ausgenommen, eine endliche approximative « (x)-Ab- 
leitung in bezug auf E hat, welche = f (x) oder S f (x) ist, je nachdem die (in 
diesen Punkten ebenfalls existierende und die Werte +- 1 oder — 1 annehmende) 
Ableitung Dy, % (x) daselbst den Wert + 1 oder den Wert — 1 hat*®); hierbei 
ist V,, (2) die Totalvariation iiber (a, x) (a S x S b) der Funktion «, (2), 
welche in a und b und in den Punkten von E mit « (x) zusammenfallt und sich 
linear dndert in den zu E komplementiren, abgeschlossenen Teilintervallen von 
(a, b). Jede «(zx)-Minorante — (x) hat eine analoge Eigenschaft (wobei dann 
die Ungleichheitsrelationen umgekehrt sind). 

Satz 3. Ist a(x) in (a,b) stetig und BVV und sind y® (zx), oy (z) 
adjungierte Majorante und Minorante zu der endlichen Funktion f(x), so ist 
y (x) — g(x) eine monoton zunehmende Funktion (im weiteren Sinne). 

Dieser” Satz folgt als Spezialfall aus Satz 10%). 

Definition 6. f{(x) sei endlich und «(z) stetig und BVV im abge- 
schlossenen Intervall (a, 6). Wenn /(z) in (a,b) «(z)-Majoranten {y‘ (z)} 
und « (z)-Minoranten {gy (z)} hat, setze man den Wert des wnbestimmten 
(allgemeinen) oberen « (x)-Integrals ¥'® (x) in einem willkiirlichen Punkte z 
von (a, 5) gleich der unteren Schranke aller y (z)-Werte in diesem Punkte 


12) Mit Hilfe von Math. Zeitschr. 40 (1935), S. 132 (Satz II) sieht man sofort, 
da in den Punkten von E, wieder mit Ausnahme einer Teilmenge vom Var Ma Null, 
auch eine endliche approximative Ableitung =... Vay y (xz) existiert, welche 
=f (x) oder =— f(z) ist, je nachdem die (in diesen Punkten ebenfalls existierende 
und die Werte + 1 oder —1 annehmende) Ableitung Dy, a, (x) daselbst den Wert 

E 
+ 1 oder den Wert —1 hat. 
13) Es gibt natiirlich auch einen direkten Beweis; siehe FuSnote 7. 


Mathematische Annalen. 116. 6 











82 J. Ridder. 


und den Wert des unbestimmten (allgemeinen) unteren « (x)-Integrals B® (x) 
in z gleich der oberen Schranke aller gy‘ (z)-Werte in z. Wir schreiben: 


py? (2) = [° (Ps) f(z) da(z) = fin inf y® (2) 
und 
&® (2) = f (Ps) f (z)da (x) = fin sup p2(z). 
Wenn in (a, b) ¥® (xz) = ®® (z) ist, so definiere ihr gemeinsamer Wert. das 


unbestimmte (allgemeine) « (x)-Integral S® (x) von f (x) in (a, 6)*). 
Es ist immer ¥® (z) > ®® (z). 


Satz 4. Wenn das bestimmte (allgemeine) « (x)-Integral (bei « (x) stetig 
und BVV in (a, b)) der endlichen Funktion { (2) tiber (a, b) existiert, d. h. ¥® (b) 
= ®®) (b) ist, so existiert in (a, b) auch das unbestimmte (allgemeine) « (x)-Inte- 
gral S\ (x) und ist eine in (a, b) stetige Funktion. 


Das (allgemeine) « (x)-Integral S®’ (x) besitzt die gewdhnlichen elemen- 
taren Eigenschaften eines jeden Integralbegriffes. 


Satz 5. Das unbestimmte « (x)-Integral S (x) einer in (a,b) endlichen 
Funktion { (x) in bezug auf eine Funktion « (x), welche in (a, b) stetig und BVV 
ist, hat in den Punkten einer jeden perfekten Teilmenge E von (a,b), auf der 
a(x) BV ist, eine approximative « (x)-Ableitung in bezug auf E gleich f{ (2), 
die Punkte einer Teilmenge von E vom V. ag Map Null ausgenommen; hierbei 
ist Ve. (x) die Totalvariation tiber (a, x) (a S x S b) der Funktion «, (2), 
welche in a und b und auf E mit « (x) zusammenfillt und sich linear dndert in 
den zu E komplementiiren, abgeschlossenen Teilintervallen von (a, b). 


Beweis™). Wenn {y, (z)} und {®, (z)} Folgen von a-Majoranten 


« 


bzw. a-Minoranten sind, welche mit zunehmendem k (gleichmaBig) nach 
S® (x) konvergieren, so wird, nach den Satzen 1 und 2, E sich, bis auf ab- 
zahlbar viele Punkte, iiberdecken lassen durch abzahlbar viele perfekte Teil- 


14) Auch wenn «(z) in (a,b) nur stetig (also nicht mehr BVV) zu sein braucht, 
1aBt sich ein unbestimmtes allgemeines Perron-Stieltjessches « (x)-Integral einfiihren 
als Verallgemeinerung des unbestimmten speziellen « (z)-Integrals der Definition 4 
in (PS)-Int. I; dabei werden die Majoranten und Minoranten in analoger Weise definiert 
wie hier in den Definitionen A, und B,. Wir gehen hierauf jedoch nicht naher ein. 

15) Ein zweiter Beweis laBt sich liefern nach der in Ridder, Fund. Math. 21 (1933), 
8. 5, 6 angewandten Methode. Vgl. (PS)-Int. I (Beweise der Satze 7, 19, 25). — Im 
hier folgenden Beweise (und ebenso in den weiteren Teilen dieser Arbeit) sind Funktionen 
{U. (x)}, gehérend zu abgeschlossenen Mengen { P}, auf welchen « (x) BV ist, immer 


in derselben Weise konstruiert wie \U,, «) (*)} in Satz 1. 
R 


@p (z) 
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mengen (P,), auf deren jeder y{, (x) unterhalb und 9), (x) oberhalb total- 
stetig in bezug auf die zugehérige Funktion Ua pz) (x) ist?*). 
U 


Zu jedem k = 1,2,3,... wachst die Differenz y®), (x) — 9, (2) 
in (a, 6) monoton; somit auch y®, ;(2) — 9, ; ar, yore vy, 5 (2) 
(3) 


und gi’, ;(z) in den Punkten der perfekten Menge P, und in a und 6 mit 


16) Es wird hier der zweite (unschwer beweisbare) Teil des folgenden Satzes benutzt: 
Wenn in (a,b) f (x) endlich und « (x) stetig [endlich] und BVV ist und P eine in (a, b) 
liegende, abgeschlossene Menge ist, auf welcher « (x) BV ist, wird eine gemaB Definition A, 
[Definition A,] zu f(x) adjungierte « (x)-Majoranie y® (x) auf einer abgeschlossenen 
Teilmenge o von P unterhalb totalstetig in bezug auf UO. (x) sein, sobald sie auf o unter- 
halb totalstetig in bezug auf U., (x) ist, und umgekehrt. (Auch fiir Minoranten gibt es 
eine analoge Eigenschaft.) Wir beweisen den ersten Teil des Satzes. Dazu betrachten 
wir eine Folge von Summen F (U,,, (0) — °.. (a{*)} (k = 1,2,...), deren jede 
endlich viele Glieder enthalt, gehdrend zu nicht-iibereinandergreifenden Interva!len 
(a , bi) mit a; ae { € a, und deren Werte mit zunehmendem k nach Null konvergieren. 
Es wird geniigen zu zeigen, daB nun lim inf ¥ {y® (bj) — yo (a\”)} = 0 ist 
(siehe Definition 3). oe 

Ordnen wir diejenigen zu o komplementiren Teilintervalie von (a,b), welche 
ganz zu P gehéren und iiber die die Totalvariation von « (x), und somit auch von 
% p(x), gleich Null ist, nach abnehmender Lange: (p,, 4;), - - -» (Pn» Gn)» - + +! Diejenigen 
der Intervalle (a, bi) (k fest), welche eines oder mehrere der (endlich vielen) Inter- 
valle (p,, 941), ---» (Pye Q) enthalten, werden durch die Endpunkte dieser Intervalle ~ 
in endlich viele Teile (c(* i) a(t )) zerlegt; wir ersetzen fiir jedes ge Intervall 
(a . , b{) die zugehérige Differenz in der Summe 210, », (Of) — p, (af) durch 


a Summe der Differenzen der U, p, Werte = den ~ Oa pe Teil- 


intervalle (c{* i, ai" )) des pois ae (a\*, bi), welche nicht mit einem der Inter- 
valle (p,,q;), ---» (Pes Q,) Zusammenfallen. Die in dieser Weise abgeanderte Summe 
(deren Wert jedoch derselbe geblieben ist) sei 

+ {U., (6) — Ve, (a)}. 
Dann wird auch die zugehérige Summe 

r GY, yn we 

EV. OY) —U,, (PD) 

fiir k — cc nach Null konvergieren, somit 
(k » zm 
lim inf ae (b5”) — vy (@,”)) BO 


k—> @ 
sein. Da aus der Definition Any « (x)-Majorante folgt, daB fiir jedes Intervall (p,,, ¢,) 
Va (In) — Ya” (Pn) =O 
ist, wird um so mehr 


lim inf Eve" (bf) — y® (a{)) =0 


k—> ~ 


sein, womit die Behauptung ond ist. 
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, (z) bzw. mit gf), (x) zusammenfallen und sich linear andern in den zu P, 


komplementaren, abgeschlossenen Teilintervallen von (a, 6). Da og, (z) 
auf der Menge P, oberhaib totalstetig in bezug auf U, pial) ist, ist ®, ; (x) 
in (a, 6) von beschrinkter Variation, somit auch y?, j (2) als Summe von 
zwei Funktionen von beschrinkter Variation. 


Aus Satz 1 folgt, daB y{?, ;(z) auf einer jeden von abzihlbar vielen 
perfekten Teilmengen {Q”;} (p = 1, 2,...) von P,, welche P, bis auf eine 
abzihlbare Menge iiberdecken, unterhalb totalstetigin bezug auf U, es” (x) 

kj 


ist. Sie ist es dadurch auf jeder Menge Qi; auch in bezug auf U,.,. (z)"). 
7 
Aus der Theorie der totaladditiven Mengenfunktionen ™) folgt unter An- 
wendung einer mittels der Funktion ¢ = U, , (x) hervorgebrachten Abbildung 
? 


von (a, 6) auf ein Intervall der t-Achse, daB die auf P,; zu yi), ; (x) gehérende, 


totaladditive Mengenfunktion y‘’, ; (e) einen nicht-negativen (totaladditiven) 


@; k,j 


singuléren Bestandteil in bezug auf die zu U..,., (z) gehérende totaladditive 
7 
Mengenfunktion Vep, (e) hat. Daher ist yi’, ; (2) im (a, b) unterhalb totalstetig 
in bezug auf Uap, (x); ste ist es somit auch auf der Menge P,. 
Nach FuBnote 12 wird in den Punkten von P;, mit Ausnahme einer 
_ Teilmenge vom Ve,-Mas Null (auch ihr Uap-Mab ist dadurch Null), eine 
endliche approximative Vp, (2)-Ableitung von y, (z) in bezug auf P,, 


(P (3) 
P| 
appr. ; Vap _(@) Pa; k (z), 
J 


existieren und > /{ (x) oder = — / (x) sein, je nachdem die (in diesen Punkten 

ebenfalls existierende und die Werte + 1 oder — 1 annehmende) Ableitung 

Dy, cz) *p, (2) daselbst den Wert + 1 oder den Wert —1 hat. In den 
i 


Punkten von P,, wieder mit Ausnahme einer Teilmenge vom U, p, (@)-MaB 
? 
Null, existiert eine endliche Ableitung Dy,, @ Vex; (z)™) und eine 
i 
endliche Ableitung D,, =) V.,.(z) vom Werte 1”). Dadurch wird in 
a j 7 


17) Hier wird der Satz der vorigen FuBnote angewandt. 


18) Siehe de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, etc. (2° Ed. 1934), Chap. 6, 
insbesondere 8. 91. 


19) Vgl. z. B. l.c. %*), S. 142 (Text bei FuBnote 22). 
%) Zum Beweise vergleiche man (PS)-Int. I, S. 657 (FuGnote 27, Zweite Halfte). 
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den Punkten von P,, diejenigen einer Teilmenge vom U 
nommen, auch 


(x)-MaB Null ausge- 


ap, 
Pj 


Du, a) Per x5(2) S f(x) oder > — f(z) 


"is 
sein, je nachdem in diesen Punkten die daselbst existierende Ableitung 
Dy, (x) ap.(z) = +1 oder = —1 
Pj J 


ist. 

In (a, 6) 14Bt sich bei festgehaltenem j und k = 1, 2,... eine endliche 
Funktion g, (x) angeben, welche auf P; mit / (x) zusammenfiallt in denjenigen 
Punkten, in welchen Dy. «) %p,() = +1 ist, und mit — f(z) in den- 

j 
jenigen Punkten, in welchen Dy, «z) tp, (z) = — 1 ist, und bei der die 
i 
Funktionen {y{?, z)} und die in gleicher Weise [aus den {g{), (x)}] ab- 
geleiteten Funktionen {g®?, ;(z)} U, p, (©)-Majoranten bzw. Uap, (z)- 
? 
Minoranten im Sinne von (PS)-Int. [, 8.649, Def. A, bzw. Def. B, sind. g,(z) 
besitzt ein U,,,,, (x)-Integral, a a « (2), imSinne von l.c., 8. 649, Def. 8, 
j “Pp; 
und in den Punkten von (a, 6), eine Teilmenge vom 0. (x)-MaB Null 
7 
ausgenommen, existiert 
Dv, 2) Step, «) (z) und ist gleich g;(z). 
In den Punkten von P, ist 
Sir w (2) = lim ye; kj (2) = Sz” (2). 
j > © 
Dadurch folgt aus dem Vorigen, da8 in den Punkten von P,, eine Teilmenge H, 
vom V,,-Ma® Null ausgenommen, 
j 
9; (z) —_ Dy? (z) Ss? (x) == Dy? (x) Ss? (z), 
Pj Pj 
schlieBlich 
P: 
(2) Daf S2 (2) = f(z) 


ist. 
Da H, ein V, - -MaB Null hat und eine Teilmenge von P, ist, wird auch 
4 


ihr V,,-MaB gleich Null sein™), In den Punkten von P; — H,, eine Teil- 


1) Dies folgt unschwer aus der Tatsache, daB in jedem Teilintervall (p, g) von (a, 6) 
a .* MOM, op (j) 
Ve, —V,,(?) = Yap, Ver, (p)+ 5 {Yay On — Van lan} 


ist; hierbei geschieht die Summation iiber die teilweise oder ganz zu (p, q) gehérenden, 
zu P, komplementiren, offenen Teilintervalle (a‘, b\) von (a, b). 
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menge K; vom V,, -Ma8 Null ausgenommen, gibt es eine ag (x)-Dichte von P, 
gleich + 1**). Dadurch folgt aus (2), daB in den Punkten von P; — H, — K;, 
D® Ss® ( 2) 


appr. ; « (z) 
existiert und gleich f(z) ist. Da die Mengen (P;) £, bis auf abzihlbar viele 
Punkte, iiberdecken, ist hiermit der Satz bewiesen. 


§ 2. 

Definition 7. Wenn «(z) im abgeschlossenen Intervall (a, 5) stetig und 
BVYV ist, hat die in (a, b) endliche Funktion f(x) daselbst ein unbestimmtes 
(allgemeines Denjoy-Stieltjessches) « (x)-Integral S®” (x), falls S®” (x) die 
folgenden Eigenschaften hat. 1. S°” (a) = 0; 2. S®” (z) ist stetig in (a, b); 
3. es 1aBt sich (a, b), ausgenommen die Punkte einer abzihlbaren Menge, iiber- 
decken durch abzihlbar viele perfekte Mengen (P,) derart, daB auf jedem P, 
a (x) BV und S®” (2) totalstetig in bezug auf die zugehdrige Funktion U4» «2 (2)”) 


ist®*): 4. wenn zu jeder in 3. genannten Menge P, V. (x) die in der Definition 


@p (z) 
P; 


von U «p,(z) (©) auftretende Totalvariation ist, ist die approximative « (x)-Ab- 
4 
leitung von S®” (x) in bezug auf P, gleich {(x) in allen zu P,; gehérenden 


Punkten ihrer Existenzmenge ™), diejenigen einer Teilmenge vom Ven -MaB 
i 


Null ausgenommen. 
Satz 6. Die Inteyraldefinitionen 6 und 7 sind einander dquivalent. 


Beweis. Wenn das Integral S® (z) fiir die endliche Funktion f(z) in 
bezug auf eine Funktion « (x), welche in (a, 6) stétig und BVV ist, existiert, 
gibt es eine Folge von x(z)-Majoranten {y{,(x)} und eine Folge von 


*2) Siehe |. c. '*), S. 132 (Satz IL). 

3) Das soll heiBen: ao” (x) ist auf P; sowohl oberhalb wie unterhalb totalstetig 
in bezug auf Uap, (#). 

*) Die Punkte von P;, in welchen es keine endliche approximative « (x)-Ab- 


leitung von S&” (x) in bezug auf P; gibt, bilden eine Menge vom Vap -MaB Null. 
j 


Das laBt sich in folgender Weise zeigen. so” (x) ist BV auf P;. Nun gilt in den Punkten 


dieser Menge, die Punkte einer Teilmenge vom Vap -Ma8 Null ausgenommen, folgendes: 
j 


1. es existiert eine endliche Ableitung pe i is S®” (x) [siehe 1. c. '*), 8. 135 (Fub- 
ep. 
note 13)]; 2. D,. (» *p, (2) = + 1 oder — 1 [siehe Lebesgue, Legons sur l’intégration 
ep. j 
j 


(2° Ed. 1928), S. 259, 260); 3. die &p, (2)-Dichte von P, ist + 1 [siehe 1. c. **), 8. 132 


2 


(Satz II)]. Daraus folgt die Behauptung. 
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a (z)-Minoranten {gp , (x)}, adjungiert zu f(x) gemaB den Definitionen A, 
bzw. B,, fiir die 


im ye, (db) = lie o, (b) = SY (b) 


ist. 

Aus dem Beweise des vorigen Satzes geht hervor, daB (a, b) sich iiberdecken 
laBt durch eine abzihlbare Menge H und abzahlbar viele perfekte Teilmengen 
(P,), derartig, daB auf einer jeden der Mengen (P;) « (x) BV, jede Majorante 
y? , (z) unterhalb totalstetig in bezug auf die zugehérige Funktion U ap, (2 (x) 


und jede Minorante ¢) , (x) oberhalb totalstetig in bezug auf U, p.(z) (2) ist. 
j 
S~ (z) muB auf jedem P, totalstetig in bezug auf U,,, .,)(7) sein. Sonst 
? 


existierte fiir eine dieser Mengen, P;,, eine z. B. positive Zahl 4 und eine 
Folge von Mengen (M,), welche jede fiir sich von endlich vielen, nicht-iiber- 
einandergreifenden, abgeschlossenen Intervallen (a, a{") ,) gebildet witrden, 
deren Endpunkte zu P,, gehérten und so, daB gieichacitig 

lim ¥ {S (as, .) — SP (ay”)} = 4 

n-—> o (p) 

(3) und : 

lim (Uap, (p+ 1) — Unpya (4p) = 0 


na @ (p) 
ware. 
ps » (x) sei eine Funktion der Folge {gy , (z)} mit 


Sa” (b) — ve; x (6) < 4.4. 
Da S (x) — of, (x) in (a, 5) wiichst, ist bei willkiirlich, aber fest gewihltem n 


(4) & (Se (ap"s 1) — S2 (ay”)) — & (es ( ay’. 1) — Ge; x (@p”)} 


< 82 (b) — oie (b) < 44. 
Aus (3) und (4) folgt 
lim sup ~ (oe) (a...) — pv (ap) > 4.4. 


n—-> @ 


Da 9, (z) auf P;, oberhalb totalstetig in bezug auf U 2 »,,(a) (2) ist, gelangen 
7 


wir zu einem Widerspruch. 

Auch ein negativer Wert von A ist unméglich. S® (z) ist somit auf jedem 
P, totalstetig in bezug auf die zugehérige Funktion Uap, (2) (2). 

Mit Satz 5 folgt hieraus, daB S‘ (x) fiir die Funktion f(z) auch den 
Bedingungen der Definition 7 geniigt. 

Wenn umgekehrt bekannt ist, daB f(x) in (a, 6) ein unbestimmtes « (z)- 
Integral S*) (x) gemaB Definition 7 hat, so wird fiir jede der nach Definition 7, 
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Bedingung 3 auftretenden, perfekten Mengen (P,) die Funktion K, (z), 
welche in a und 6 und in den Punkten der betrachteten Menge P, mit S‘*” (x) 
zusammenfallt und sich linear andert in den zu P, komplementiren, abge- 
schlossenen Teilintervallen von (a, 6), in (a, 6) totalstetig in bezug auf die 
zugehoérige Funktion U,.,, (2) sein. Es ]aBt sich eine in (a, 6) endliche, ein- 
) 
deutige Funktion g,;(z) angeben, welche gleich / (z)x Dy, (2) %p, (2) ist 
ij 
in denjenigen Punkten von P,, in welchen Dy, 2) %p, (Z) = +1 oder — 1 
j 
und D, », V..,, (2) = +1 ist, den Wert Null hat in den iibrigen Punkten 
a i 7 
von P, und daneben in den zu P, komplementiren offenen Teilintervallen von 
(a, 6) derartige konstante Werte annimmt, daB K; (x) Lebesgue-Stieltjessches 
U. ”, (z)-Integral von g, (z) iiber (a, z) ist (@ S z S& 5)*). 

Bei willkiirlich positivem ¢ l4Bt sich nun eine in (a, b)monoton zunehmende, 
stetige Funktion 7, (z) konstruieren, mit z,;(a) = 0, 7; (b) < 7 welche, zu K,(z) 
addiert, eine in (a, 6) zu g; (xz) gemaB (PS)-Int. 1, 8. 644, Def. A, adjungierte 
U, »; -Majorante liefert, die eine U, P; -Ableitung = + o hat in denjenigen 
Punkten von P,, welche nicht zur Menge Q, (definiert in FuBnote 25) gehéren 
und in deren jeder Umgebung auBerdem Uap, (z) auf keiner Seite konstant 
ist**). Durch Addition von S® (z) und ~ 7, (x) entsteht eine « (z)-Majorante 


von f/ (x) im Sinne der Definition A, (§ 1), welche in (a, 6) um weniger als ¢ 
von S" (x) abweicht. 

Da sich zu f(z) in analoger Weise « (x)-Minoranten im Sinne der Defi- 
nition B, (§1) konstruieren lassen, welche beliebig wenig von S‘**) (x) ab- 
weichen, ist S@” (xz) auch unbestimmtes « (z)-Integral von f{(z) im Sinne 
der Definition 6. 


§ 3. 
Definition 8. a(z) sei in (a,b) stetig und BVV; zu einer jeden von 
abzahlbar vielen perfekten Mengen (P,), auf welchen « (z) BV ist und welche 
simtlich (a, 6) bis auf eine abzihlbare Menge iiberdecken, sollen ap, (x) und 


Ve, (2) fiir die Punkte von (a,b) in schon mehrfach angegebener Weise 
j 


*®) Siehe FuBnote 24 und den Text bei FuBnote 20. Die Punkte von P,, in welchen 
9g; (z) =f (z)xDy_ & p, (2) angenommen wird, bilden eine Teilmenge Q; von P, 
P. 


von gleichem U., -MaB wie P,. 


26) Die Méglichkeit einer derartigen Konstruktion folgt aus de la Vallée Poussin, 
lc. 18%), S. 78—81. 
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definiert sein. Nun wird eine Funktion f (x), welche in (a,b) endlich ist, aus- 
genommen in den Punkten einer Menge E, fiir die das Ven. (z)-MaB von E- P, 


immer Null ist (j = 1,2,...), im (a,b) cin unbestimmtes o-Integral, 
| (PS) f(a) d a(x), haben, wenn die Funktion 


f* (xz) = { (x) in den Punkten von (a, 5), in welchen f(z) endlich ist, 
= 0 in den iibrigen Punkten von (a, 6) 


in (a, b) ein unbestimmtes «’-Integral gem&8 Definition 6 hat. Wir setzen 
dann: 


{ (PS) f (2)da(2) = f (PS f* (2)da (a), 


Satz 7. a(x) set in (a,b) stetig und BVV; P,, ap, (x), Fan (2) mégen 
j 
die in Definition 8 angegebene Bedeutung haben. Dann sind zwei Funktionen { (x) 
und g (x), welche nur unendlich werden oder voneinander verschieden sein kinnen 
auf einer Menge E mit my, a) (E- P;) = 0 (7 = 1,2,...), entweder beide 
j 


ao) 4 lerbar tiber (a,b) oder nicht. Im Falle der «-Integrierbarkeit ist fiir 
jedes x von (a, b) 


f (PS) f(z)da(2) = [ (PS) 9 (2)da(z). 


Der Beweis folgt aus Definition 8, Satz 6 und Definition 7*). 


II. Das allgemeine Perron-Stieltjessche Integral in bezug auf eine 
Funktion a (#), welche in (a,b) endlich und BVV ist. 


§ 4. 

Definition A,. Im abgeschlossenen Interval] (a,b) sei { (x) endlich, 
a(x) endlich und BVV. Dann soll eine in (a, 6) endliche Funktion eine in 
(a, b) zu f (x) adjungierte « (x)-Majorante y'*),, (x) heiBen, wenn sie den Be- 
dingungen geniigt: I. y‘” (a) = 0; IT. es laBt sich (a, b), bis auf eine abz’hlbare 
Menge, iiberdecken durch abzahlbar viele perfekte Mengen (P,) derart, daB 
a(x) auf jedem P, BV ist und daB daneben: 1. zu jedem Punkte & von P,, 
in welchem « (z) stetig ist auf P,, abzahlbar viele dieser Punkte ausgenommen, 


27) Man benutze auch die folgende Eigenschaft: Wenn « (x) endlich und BV ist 
auf einer perfekten Teilmenge H von (a, 6), wird eine in (a, 6) endliche Funktion F (2), 
welche auf H totalstetig in bezug auf U on (x)"5) ist, auf einer willkirlichen perfekten 


Teilmenge 7 von H totalstetig in bezug auf die zugehérige Funktion U. a, (*) sein. 
Vgl. FuBnote 16. 
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ein positives A (&) gehért so, daB in jedem Punkte z von P, - (& — h (6), 
& + A(&)] mit a(x) = «a (&) 


vy (z) S wP (€) oder > yl (6) 
ist, je nachdem z S & oder = & ist; 2. in diesem Punkte é 


Dee, ,, yO (g) und DEX, ye) > (8), 
dabei 


Dee, ,, ¥O(g) und DEY, yw) SI 


sind, soweit in & diese extremen Derivierten existieren; III. a. auf jeder Teil- 
menge £ von (a, 6), welche einen willkiirlichen, nicht unter IIT b bzw. III b* 
fallenden Punkt & von (a, 6) entweder zum linksseitigen oder zum rechts- 
seitigen H#..fungspunkt hat, ohne selbst diesen Punkt zu enthalten, existiert 
ein endlicher Grenzwert lim y®(z), sobald lim «(zx) existiert; 
a—~>f{;zeEk z—~E;22eEk 
1° ist « (x) auf EB + (&) stetig in E, so hat y (x) in & auf £ + (&) einen nicht- 
negativen Stetigkeitssprung; 2° ist ie out E + (&) unstetig in &, so gilt 
auf P = E + (&) 


rte, 1, Ve (G) & HE); DR, 1, vO) S 1), 


bzw. 
Dry, ¥2 (6) = 1); Do, St, 


soweit in dem Punkte & diese extremen «(z)-Derivierten  existieren; 
III. b [III.b*]. zu jedem Punkte & + a [& + 5], welcher linksseitiger [rechts- 
seitiger] Haiufungspunkt einer Teilmenge von (a,b) ist, auf der in & ein 
unendlicher Grenzwert von « (x) existiert, gehért ein Intervall mit dem rechten 
{linken] Endpunkt &, fiir dessen innere Punkte (z) 


we’ (€) — wl? (w) } F(&)- {a (€) — «(a)} 
[bzw. y¢” a — we” (6) = £(E) {a (x) — & (E)}) 


ist 8). 


*8) Gemeint wird hier, daB jede Majorante den beiden Bedingungen IIIb, III b* 
geniigen soll. — Ebenso wie in den Definitionen A, und B, die Bedingung der Stetig- 
keit, lassen sich in den Definitionen A, und B, die Bedingungen Illa, IIIb, III b* 
in mannigfacher Art abindern. Beim Beweise der Satze 8 und 9 werden sie nicht 
benutzt. Damit wir das Perronsche Integrationsverfahren anwenden kénnen, brauchen 
wir derartige Bedingungen nur immer so zu wahlen, daB Satz 10 gelten bleibt. So 
ist es u. a. méglich, die Bedingungen Ila, IIIb, III b* fiir alle Punkte von (a, b) durch 
eine der in FufBnote 7 gegebenen Bedingungen 1, 2, 3 zu ersetzen; um so mehr wird es 
geniigen, die Majoranten und Minoranten in allen Punkten von (a, b) stetig anzunehmen. 
In jedem besonderen Fall entsteht die Frage, ein gleichwertiges Denjoy-Stieltjessches 
Integrationsverfahren anzugeben. — Nachtragliche Bemerkung zu (PS)-Int. I: 
Um eine gréBere Analogie zwischen den Definitionen des speziellen und des allgemeinen 
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Definition B, der zu f(z) adjungierten «(z)-Minoranten {9 (z)} 
bei « (x) endlich und BVV in (a, 6) geht in analoger Weise aus Definition B, 
hervor wie Definition A, aus Definition A,. 


Satz 8 [Satz 9]. «(z) set im (a,b) endlich und BVV. Wenn dann 
yi (x) [gp (x)] eine gemaB Definition A, [Definition B,] in (a,b) zu einer 
endlichen Funktion f(x) adjungierte «(zx)-Majorante [« (x)-Minorante] ist, 
lat jede in (a,b) enthaltene perfekte Menge T sich, bis auf eine abzdhlbare 
Teilmenge, tiberdecken durch abzihlbar viele perfekte Teilmengen (M,) [{(N,)], 
auf deren jeder « (x) BV und y (x) unterhalb totalstetig in bezug auf Ue wn (2)™ 

k 


[p® (x) oberhalb totalstetig in bezug auf U, a) (x)] ist?®). 


Beweis (von Satz 8). Nach Definition A, (Bedingung Il) *) labt T 
sich, bis auf eine abzihlbare Menge, iiberdecken durch abzihlbar viele perfekte 
Teilmengen (P,), auf deren jeder « (x) BV ist, und wobei es fiir jeden Punkt x 
einer Menge P,, in welchem « (x) auf P, stetig ist, abzihlbar viele derartige 
Punkte ausgenommen, eine natiirliche Zahl » (xz; P,) gibt derart, daB aus 


’ l ’ 
0 <@f@-t=< n (a; P,)’ re P,, 
(5) yo? (2’) — yp (x) Sj — n(x; P,)-| a(x’) —a (x) | 
folgt und aus 0 > 2’ —~z> — ser FD" 2 « P,, 
(6) y® (xz) — yw (2) = —n(a; P,)-|a(2’) — a(x) |. 


Bei festem n sei Q, ,, die Menge der Punkte (x) von P,, in welchen (5) 
und (6) unter den angegebenen Bedingungen gelten. Zu jedem » gehéren 
endlich viele, abgeschlossene Intervalle (=, tt) 
welche Punkte von Q, ,, enthalten; es gibt somit auch endlich viele, nicht 
leere Durchschnittsmengen (Q,,,.;) von Q,.,, mit derartigen Intervallen. 


(wobei 7 eine ganze Zahl), 


H,, ,.; sei die abgeschlossene Hiille von Q, ,,;. Wenn Vou, i (x) die 


Totalvariation iiber (a, z) ist der (nach einem schon mehrfach angewendeten 





(PS)-Integrals zu erreichen, lese man in Definition Ag, Bedingung 2 von(PS)-Int.I statt 
,,auBerdem ist yi?) (x) auf E + (&) stetig in £, wenn « (x) es ist** folgendes: ,,ist « (x) 
auf E + (&) stetig in &, so hat yo (x)in fauf E+(&£)einen nicht-negativenStetigkeits- 
sprung. Das bringt nur einige (leicht ersichtliche) Abanderungen im Anfang und 
am Ende des Beweises von Satz 24 mit sich; vergleiche auch hier den Beweis von 
Satz 10. — Das soeben iiber die Bedingungen IIIa, IIIb, III b* Gesagte laBt sich 
auf die Bedingungen 2, 4a, 4b, 4b* der Definitionen A,, B, in(PS)-Int. I iibertragen. 
29) y (x) und go (x) sind dadurch BVV in (a, b). 


3°) Der Beweis beruht ausschlieBlich auf der Anwendung dieser Bedingung. 
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Verfahren) in (a,6) aus «(z) und H, , , abgeleiteten Funktion OH, a, , () 
so folgt aus (5) und (6), da8 die Funktion 


Zen, (2) = ye? (z) +n-V,, 1 er) 


auf Q, ,,, monoton zunimmt, wahrend ihre Werte in den zu H, ,, ; gehdren- 
den, inneren Punkten eines Intervalls (z,, 2), dessen Endpunkte zu Q, », ; 
gehéren, im abgeschlossenen Intervall [zy ».; (21), Ze.n.i (%2)] liegen. 
Definieren wir nun 7}. ,,; (2): 1° gleich z,.,,.;(z) in den Punkten von Qe. ni 
und in den nicht zu Q,,,; gehdrenden, beiderseitigen Haufungspunkten 
von Q, ni; 2° gleich dem rechtsseitigen Grenzwert von x, »,; (2) auf Qy n,¢ 
in jedem nicht zu Q,,.; gehérenden Punkt, welcher nur rechtsseitiger 
Hiufungspunkt von Q, ,.; ist; und 3° gleich dem linksseitigen Grenzwert 
Von Zx.n.¢(#) auf Q, ,,, in jedem nicht zu Q, ,.,; gehdrenden Punkt, welcher 
nur linksseitiger Haufungspunkt von Q, ,., ist, so wird ; ,.;(2) in allen 
Punkten von H, ,,; definiert sein und auf dieser Menge monoton zunehmen; 


fiir jedes zu H,,,,; komplementire Intervall (a{") ,, b{") ,) ist 


Leo (Or, ) & &, 2, « (ay”) ae — ut n, i (Oe, i 

ut nt (rn, «) = Aen, i (OY), i) Ss xt n, i ( (d("), i/* 

Hieraus la8t sich ableiten, daB y” (x) auf H,.,.; unterhalb totalstetig in 
bezug auf die zu «(z), A, ,,; gehdrende Funktion U., (@) (x)*) ist. 


und 


Ist der perfekte Kern K,,, von H, ,, nicht leer, so a “yl (xz) auch 
auf diesem Kern unterhalb totalstetig in bezug auf U., (=) (x), somit, 


nach FuBnote 16, ebenfalls in bezug auf Vay, «x (2). Die ‘abzahlbar vielen, 


nicht leeren Kerne {K, , ;} tiberdecken T bis auf abzahlbar viele Punkte; 
sie kénnen somit betrachtet werden als die Mengen (M,), deren Existenz 
durch den Satz 8 behauptet wird. 

Aus der Definition A, (Bedingung IT) und |. c. ™), 8. 135 (FuBnote 13), 
132 (Text bei FuBnote 10 und Satz II) folgt, daf eine « (x)-Majorante y\” (x), 
fiir die die nach Definition A, zugehérige Funktion «(x) auf einer perfekten 
Menge E BV ist, in denjenigen Punkten von E, in welchen « (x) auf E stetig 
ist, die Punkte einer Teilmenge vom V. ap Map Null ausgenommen, eine endliche 
approximative « (x)-Ableitung in bezug auf E hat, welche => f (x) oder Sf (x) 
ist, je nachdem die (in diesen Punkten ebenfalls existierende und die Werte 
+ 1 oder — 1 annehmende) Ableitung Dy us) a, (x) daselbst den Wert + 1 


oder den Wert — 1 hat™). (a, (xz) und V..,(z) sind dabei in iiblicher Weise 


31) Mit Hilfe von 1. c. '*), S. 132 (Satz II) sieht man nun sofort, daf in den Punkten 
von E, in welchen a (x) auf E stetig ist, wieder mit Ausnahme derjenigen einer — 
vom V_ Map Null, auch eine endliche approximative Ableitung =. Ven (2) y? (x) 


existiert, ye 2=/ (x) oder Z—/f (zx) ist, je nachdem die (in diesen Punkten ebenjalls 
existierende) Ableitung Dy. ® a, (x) daselbst den Wert + 1 oder'den Wert —1 hat. 
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aus «(z) und E hergeleitet.) Jede «(z)-Minorante p(x) hat eine analoge 
Eigenschaft (wobei dann die Ungleichheitsrelationen umgekehrt sind). 

Satz 10. Ist a(x) in (a,b) endlich und BVV und sind y® (x), p™ (x) 

a-Majorante und «-Minorante einer endlichen Funktion f{ (zx), so ist 
y (2) — y® (x) eine monoton zunehmende Funktion (im weiteren Sinne). 

Beweis. Fiir die Punkte von (a,b) sei w(z) = y® (x) — op (z). 
Wenn die Menge E der Punkte von (a, 6), in deren jeder Umgebung Punkte 2’ 
und 2” mit 2’ << 2” und w (z’) > w(x”) liegen, nicht leer ist, so ist sie ab- 
geschlossen. E ist dann sogar perfekt. Denn jeder Punkt & von £ ist zugleich 
Haufungspunkt von EZ; es geniigt hierfiir zu zeigen, da8 eine willkiirliche 
Umgebung (€ — 4,, & +. 4,) einen von & verschiedenen Punkt von £ enthilt. 
Nur folgende Fille sind méglich: 1. es gibt zwei Punkte z,, x, entweder 
mit é<2,<2,<&+6, oder mit §—6,<2,<2,<§&, wihrend 
daneben w (x,) > w (zq) ist; dann liefert fortgesetzte Halbierung von (2, 74) 
einen von & verschiedenen, zu E gehérenden Grenzpunkt; 2. es gibt einen 
Punkt z, mit §< 2, < § + 6, und w (&) > (z3); sowohl im Falle, daB 
a (x) in & rechtsseitig stetig ist, somit nach Definition A, (Bedingung IITa, 1°) 
und Definition B, (x) daselbst einen nicht-negativen, rechtsseitigen Stetig- 
keitssprung hat, wie auch im Falle, daB «(z) in & rechtsseitig unstetig ist 
und somit in é jedenfalls eine der Bedingungen IIIa, 2°; III b* von Definition A, 
und eine damit parallel laufende Bedingung der Definition B, erfiillt ist, 
gibt es einen Punkt 2, mit § << 2,< 2, und w (z,) > w (z3); damit ist dieser 
Fall auf Fall 1 zuriickgefiihrt; 3. es gibt einen Punkt x, mit § — 6, << a, < & 
und w (z,) > @(&); auch dies laBt sich wieder auf Fall 1 zuriickfiihren. 

In jedem zu EF komplementiiren, abgeschlossenen Teilintervall von (a, 6) 
nimmt @ (x) monoton zu; also wird jedes Stiick von Z Punkte é’, &”’ enthalten, 
fiir die gleichzeitig & < &” und m (&’) > w (&”) ist. 

Es gibt ein Stiick o von #, auf welchem eine der nach Satz 8 
(mit T = (a, b)) auftretenden Mengen (M,), M ky und eine der nach Satz 9 
(ebenfalls mit 7 = (a,b)) auftretenden Mengen (N,), NV x,» tiberall dicht 
liegen. Die Funktion , (x) andere sich linear in den zu o + (a) + (6) kom- 
plementiaren, abgeschlossenen Teilintervallen von (a, 5) und falle in den 
Punkten von o und in a und 6 mit w (z) zusammen. Da auf o y (z) unter- 
halb totalstetig in bezug auf U,, A und g(x) oberhalb totalstetig in 


bezug auf U, . ,” ist, wird o, ay auf o unterhalb totalstetig in bezug auf 
eine Tusktion t (x) sein, welche in (a, 5) definiert ist durch 
(7) Vous, a) (x) + xe (6, — Gq) + (2 — nie»); 
hierbei ist V, Met eg (xz) die Totalvariation iiber (a, z) der Funk- 
tion Oy, + N,,(%)» welche in den Punkten der Menge M, + Nx, + (a) + (6) mit 
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« (x) zusammenfallt und sich linear andert in den zu dieser Menge kom- 
plementaren, abgeschlossenen Teilintervallen (a,,5,) von (a,b), wiahrend 
die Summation geschieht iiber diejenigen Intervalle (a,,5,), welche ganz 
zum abgeschlossenen Intervall (a, x) gehéren, und die Differenz x — a, ,,, 
nur dann in (7) auftritt, wenn z innerer Punkt eines komplementiren 
Intervalles (4, ,,), 5, ()) ist. Auch im Intervall (a, 6) ist w, (x) unterhalb total- 
stetig in bezug auf T (x)**). 


Aus FuBnote 31 und |. c¢. ™), 8. 132 (Satz IT) folgt, daB in den Punkten 
von a, in welchen « (x) auf M, + N,, stetig ist), diejenigen einer Teil- 


menge vom V _ (x)-MaB Null ausgenommen, eine endliche approxi- 
“M, + Ny 
1 2 


mative Ableitung D®.  , a ¥-? (x) existiert, welche dabei 
ME + Nig 


= /(x) oder = — f(z) ist, je nachdem die (in diesen Punkten ebenfalls 

existierende) Ableitung D,, (a) %My + Np (x) daselbst den Wert + 1 
My, + Np a 

oder den Wert — 1 hat. In den Punkten von a, in welchen « (z) auf o stetig 

ist, die Punkte einer Teilmenge vom T (z)-Ma8B Null ausgenommen, existiert 


die Ableitung Dy,,V,, , . (z) und hat den Wert + 1**) und existiert 
4 k,*+ NE 


die Ableitung Dy ,,) @, (z)**). 

Aus dem vorigen Absatz und einer korrespondierenden Eigenschaft von . 
g(x) laBt sich ableiten, daB in den Punkten von o, in welchen T(x) auf o 
stetig ist, eine Teilmenge vom I(x)-MaB Null ausgenommen, Dy ;,,, (2) 
existiert und > 0 ist. 


Fiir jeden zu o gehdrenden, linksseitigen [rechtsseitigen] Unstetigkeits- 
punkt § von T(z), der immer auch linksseitiger [rechtsseitiger] Haufungs- 
punkt von o sein wird, laBt sich aus Definition A, (Bedingungen IIIa, b, b*) 
und Definition B, ableiten, daB fiir den nach FuBnote 32 existierenden, end- 
lichen Grenzwert w, (§ — 0) [w, (& + 0)] gilt: 








ow, (&) -— w, (§ — 0) 0 [Ss + 0) — w, (§) o| 
z(é)—T(E—0) = T(é+0)—T(E) = 


Fiir die zu o gehérenden, linksseitigen [rechtsseitigen} Stetigkeitspunkte von 
T(z) folgt aus den gleichen Bedingungen, daB der zugehérige Stetigkeits- 
sprung von @, (x) nicht-negativ ist. 


32) Hieraus und aus den Bedingungen III der Definitionen A, und B, 1aBt sich ab- 
leiten, daB w, (x) in (a,b) von beschrankter Variation ist. 

33) Die Menge dieser Punkte und die der Punkte von o, in welchen T(z) stetig 
ist auf o, sind bis auf abzahlbar viele Punkte identisch. 

%4) Das folgt mit Hilfe von (PS)-Int. I, S. 657 (FuBnote 27). 

35) Das folgt aus FuBnote 32 und |. c.**), 8. 135 (FuBnote 13). 
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Achtet man auBerdem darauf, daB w,(z) in den zu o komplementiren 
Teilintervallen von (a,6) nicht abnimmt, so laBt sich folgern, daB wm, (zx) 
eine in (a, 6) zu der Funktion h (z) = 0 adjungierte T (x)-Majorante im Sinne 
von (PS)-Int. I, 8.653 (Definition A,)**) ist. Da A(x) in (a, 6) auBerdem 
eine T (z)-Minorante im Sinne von (PS)-Int.1, 8.653 (Definition B,) **) hat, 
welche identisch Null ist, nimmt w, (x) als Differenz einer T (x)-Majorante 
und einer T (x)-Minorante in (a, 6) nicht ab. @ (x) nimmt auf o monoton zu; 
wir gelangen zu einem Widerspruch. 

Definition 9. In (a, b) sei f (x) endlich, « (x) endlich und BVV. Dann 
definieren wir fiir a = z SD: 


y? (2) = jf (PS®) f (a)da(x) = fin inf yi (a) 


und 


2 (2) = [* (PS) f(x)da(2) = fin sup 9 (2), 


wihrend ihr gemeinsamer Wert (falls dieser existiert) das «’-Integral von 
f(z) tiber (a, xz), S® (xz) = j (PS) f (2) d« (x), sein soll. 


In gleicher Weise wie Satz 5°’) laBt sich beweisen der 

Satz 11. Das unbestimmte « (x)-Integral S® (x) einer in (a, b) endlichen 
Funktion f{ (x) in bezug auf eine Funktion « (x), welche in (a, 6) endlich und 
BVV ist, hat in jedem Punkte & von (a,b) die Eigenschajft, dap 


Jim [S® (x) — S® (&) — f (&) - {a (a) — « (E)}] = 0 


ist; fiir jede perfekte Menge E, auf welcher «(x) BV ist, hat S® (x) in den 
Punkten von E, in welchen « (x) stetig ist auf E, eine approximative « (x)-Ab- 
leitung in bezug auf E gleich f(x), die Punkte einer Teilmenge vom V,, -Maf 
Null ausgenommen; V,. (2) hat hierbei die gleiche Bedeutung wie in Satz 5. 


86) Nur muB man dabei, |. c. (§§ 6, 7), in den Definitionen A,, A, [B,, B,] in links- 
seitigen bzw. rechtsseitigen Stetigkeitspunkten von «(x) von den Majoranten [Mino- 
ranten] keine linksseitige bzw. rechtsseitige Stetigkeit fordern, sondern die Existenz 
eines endlichen, linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwertes, wobei der zugehérige 
Stetigkeitssprung nicht-negativ [nicht-positiv] ist. Diese Anderungen lassen den 
Wortlaut der Sitze (und den Umfang der zugehérigen Integraldefinitionen) tibrigens 
ungeandert, wie sich unschwer einsehen l4Bt. (In den Beweisen der Satze 13 bis 15 
fiihre man auch jeden Punkt, in welchem « (x) stetig:ist, und die in jenen Beweisen 
auftretenden, durch die Definitionen A,, A,, B,, B, eingefiihrten Funktionen nicht alle 
stetig sind, in ein Intervall iiber, in welchem man «* (x) konstant annehme und die 
aus den ebengenannten Funktionen hervorgehenden Funktionen sich linear andern 
lasse.) 

37) Man benutze dabei auch die in der vorigen FuB8note enthaltenen Bemerkungen. 
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§ 5. 

Definition 10. Wenn « (zx) im abgeschlossenen Intervall (a, b) endlich 
und BVV ist, wird die in (a,b) endliche Funktion f(z) daselbst ein unbe- 
stimmtes (allgemeines Denjoy-Stieltjessches) « (x)-Integral S®” (xz) haben, 
falls SS” (x) die folgenden Eigenschaften hat: 1. S®)(a) = 0; 2. S®” (z) 
ist endlich, hat nur linksseitige und rechtsseitige Unstetigkeiten in links- 
seitigen bzw. rechtsseitigen Unstetigkeitspunkten von « (xz), wihrend in einem 
linksseitigen oder rechtsseitigen Unstetigkeitspunkte von a(z) immer 

oli __, ESE? (a) — SE (E) — £(E) - {a (a) — a (E)}] =0, 
bzw. 

__lim (82? (2) — 88° (€) — 118) {a (2) —a(@] =0 
ist; 3. es laBt sich (a, 6), ausgenommen die Punkte einer abzihlbaren Menge, 
iiberdecken durch abzahlbar viele perfekte Mengen (P,) derart, daB auf 
jedem P, a(x) BV und S®” (z) totalstetig in bezug auf die zugehérige Funktion 
Vay, ca) (7)") ist**); 4. wenn zu jeder in 3. genannten Menge P, V, p,(@) (x) 


die iibliche Bedeutung hat, ist die approximative « (x)-Ableitung von S“” (z) 
in bezug auf P, gleich f (x) in allen zu P,; gehérenden Punkten ihrer Existenz- 
menge, welche Stetigkeitspunkte von « (z) in ‘bezug auf P, sind**), eine Teil- 
menge vom Vep, (2) (£)-MaB Null ausgenommen™). 


Unter Anwendung von Satz 11 la6t sich in gleicher Weise wie Satz 6 
beweisen ®): 


38) Die Punkte von P,, welche Stetigkeitspunkte von « (x) in bezug auf P, sind 
und in welchen es keine endliche approximative « (x)-Ableitung von ge (x) in beni 
auf P; gibt, bilden eine Menge vom Vep -MaB Null. Vgl. FuBnote 24. 


3%) Die eindeutige Bestimmtheit von 2 3 (2) folgt durch Anwendung des Ver- 
fahrens, das Denjoy bei dem konstruktiven Aufbau seines (allgemeinen) Integrals 
anwandte [siehe z. B. Hobson, Theory of functions I (Third Ed. 1927), S. 694—-697, 
715, 716), unter Zuhilfenahme des in FuBnote 27 enthaltenen Satzes. Gibt es nur 
abzahlibar viele Punkte von (a,b), in welchen oberer und unterer Limes von « (2) 
nicht beide endlich sind, so ist diese eindeutige Bestimmtheit auch eine unmittelbare 
Folge von Satz 12. — Die |. c. 7), 8. 186 (FuBnote 7) gegebene, abstrakte Integral- 
definition umfaBt Definition 10 (11). 

*) Man beachte, daB bei der Herleitung einer « (z)-Majorante p(x) aus S®") (z) 
zu dieser, damit die Majorante in den (nach Annahme) abzahibar vielen Punkten (z,), 
in welchen oberer und unterer Limes von « (x) nicht beide endlich sind, den Bedingungen 
IIIb, IIIb* von Definition A, geniigen kénne, u. a. eine Funktion ¢- x (z) addiert 
werden muB; hierbei ist ¢ willkiirlich positiv und z (z) eine in (a, 6) monoton zunehmende, 
endliche Funktion, welche in a gleich Null und in (a, b) linksseitig bzw. rechtsseitig 
unstetig ist in allen und nur in allen den Punkten unter den (z,), in welchen a (z) 
linksseitig bzw. rechtsseitig unstetig ist. 
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Satz 12. Wenn a (x) im abgeschlossenen Intervall (a, b) endlich und BVV 
ist, und eine endliche Funktion f(x) in (a,b) ein unbestimmtes « (x)-Integral 
S® (x) gemaB Definition 9 hat, so existiert in (a,b) auch ihr unbestimmtes 
a (x)-Integral S‘*" (x) nach Definition 10, und es ist S° (x) = S (2). 
Sind oberer und unterer Limes von « (x) in héchstens abzihlbar vielen Punkten 
nicht beide endlich *), so folgt auch umgekehrt die Existenz von S (x) aus der 
von S®” (2). 

Bemerkung. Die im vorangehenden enthaltenen Beweisverfahren 
kénnen auch dazu dienen, den folgenden Satz zu beweisen: 


Satz. Ersetzt man in den Definitionen A, und B, die Bedingungen IIIa, 
IIIb und III b* durch die zugehérigen, im folgenden unter 1, 2 oder 3 an- 
gegebenen Bedingungen, la8t man den Wortlaut der Definition 9 ungeiandert 
und ersetzt man daneben die Bedingung 2 der Definition 10 durch die zu- 
gehérige, im folgenden unter 1, 2 oder 3 angegebene Bedingung, so sind im 
Falle 1 die so abgeiinderten Integraldefinitionen 9 und 10 einander aquivalent 
bei jeder Funktion « (xz), welche in (a, 6) endlich und BVV ist, wihrend sie 
in den Fallen 2 und 3 einander dquivalent sind, wenn « (2) in (a, b) stetig 
und BVV ist. 


Falll. y® (x) und 9 (x) haben nur Unstetigkeiten erster Art in (a, b), 
wobei die linksseitigen und rechtsseitigen Stetigkeitsspriinge immer endlich 
und bei den Majoranten nicht-negativ, bei den Minoranten nicht-positiv sind; 
S‘ (x) ist stetig in (a, 5). 

Fall 2. y®(z), g(x) und S®(z) sind endliche Ableitungen einer 
(primitiven) Funktion. 

Fall 3. yw (z), p (x) und S” (x) sind approximativ stetig in bezug 
auf eine in (a, 6) stetige, bestimmt zunehmende Funktion # (z) 4). 


Dieser Satz bleibt auch dann gelten, wenn f(z) nicht immer endlich zu 
sein braucht; nur mu8 man dann die Definitionen 10 und 9 erweitern in der 
durch Definition 11 und FuBnote 43 angegebenen Weise. Man erhialt dann 
als besonderen Fall von 1, und zwar bei « (x) = 2, die allgemeine Denjoysche 
Integration und die mit thr dquivalente ,,verallgemeinerte’’ Perronsche Inte- 
gration [l. c.*), 8. 258—269]; als Spezialfall von 2, und zwar bei «(z) = 2, 
eine von S. Verblunsky eingefiihrte Integration [l.c. 7), 8.190, 191 (§4: 3) 
und §. 198 (§ 8: 3)]; als Spezialfall von 3, bei a (xz) = 8 (x) = 2, die ,,B-Inte- 
gration (Ridder, Fund. Math. 22 (1934), 8. 147—162], wahrend die in Fall 3 
bei « (x) = # (x) erhaltene Spezialisierung aquivalent ist mit den Definitionen 


“\) Dies ist z. B. der Fall, wenn « (x) in (a, 6) BVV* ist [siehe (PS)-Int. I, 8S. 655 
(Def. 15)). 

42) Siehe FuBnote 7. 
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15—18 aus |. c. *), 8. 150—157 (die ,,B“-Integration im Stieltjesschen Sinne) 
immer dann, wenn, |. c., «(z) in (a, 6) bestimmt zunehmend ist. 

Bemerkung. Die in (PS)-Int.I enthaltenen Beweisverfahren kénnen 
auch dazu dienen, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz. Ersetzt man in den Definitionen Ag und B, von (PS)-Int. I die 
Bedingungen 2, 4a, 4b und 4b* durch die zugehérigen, im folgenden unter 
4, 5 oder 6 genannten Bedingungen, J48t man, |. c., den Wortlaut der De- 
finition 20 ungefndert und ersetzt man daneben, |. c., die Bedingung 2 der 
Definition 21 durch die zugehérige, im folgenden unter 4, 5 oder 6 gegebene 
Bedingung, so sind im Falle 4 die so abgeanderten Integraldefinitionen 20 
und 21 von (PS)-Int. I einander aquivalent bei jeder Funktion « (z), welche 
in (a, 6) endlich und BVV* ist, waihrend sie in den Fallen 5 und 6 einander 
aquivalent sind, wenn «(z) in (a, 6) stetig und BVV* ist. 

Fall 4. y (z) und »® (z) haben nur Unstetigkeiten erster Art in (a, 6), 
wobei die linksseitigen und rechtsseitigen Stetigkeitsspriinge immer endlich 
und bei den Majoranten nicht-negativ, bei den Minoranten nicht-positiv sind; 
S®” (z) ist stetig in (a, 5). 

Fall 5. y®(z), g(x) und S®” (xz) sind endliche Ableitungen einer 
(primitiven) Funktion. 

Fall 6. y” (z), g® (z) und S®” (z) sind approximativ stetig in bezug 
auf eine in (a,b) stetige, bestimmt zunehmende Funktion £ (z) **). 

Auch dieser Satz bleibt gelten, wenn f(z) nicht immer endlich zu sein 
braucht; nur mu8 man dann die Definitionen 20 und 21 von (PS)-Int. I er- 
weitern in der |. c. durch Definition 23 angegebenen Weise. Man erhalt dann 
als besonderen Fall von 4, und zwar bei a(x) = 2, die spezielle Denjoysche 
Integration und die mit ihr dquivalente Perronsche Integration; als Spezialfall 
von 5, und zwar bei «(z) = a, eine ,,spezielle“‘ Verblunskysche Integration 
{von uns eingefiihrt, 1.c. 7), S. 190, 191 (§ 4: 3) und S. 198 (§ 8: 3)]; schlieBlich 
als Spezialfall von 6, bei «(z) = B(x) = x, die ,,a‘‘-Integration (Ridder, 
Fund. Math. 22 (1934), 8. 137—147]. 


§ 6. 

Definition 11. «(z) sei in (a, b) endlich und BVV. Bei einer in (a, b) 
definierten Funktion f (x), welche unendlich wird auf einer Menge E von Stetig- 
keitspunkten von a (x) (in bezug auf (a, b)), sollen die abzihlbar vielen perfekten 
Mengen (P,) derartig gewihlt werden kimnen, da sie (a,b) bis auf abzdhlbar 
viele Punkte tiberdecken, daB a(x) auf jeder Menge P, BV ist und daB das 
Vey, (z)-Ma von E- P, immer Null ist (j = 1, 2, ...); hierbei sind ap, (x), 


Van, (2) (2) in bekannter Weise in (a, 6) aus « (x) und P, hergeleitet. Kine der- 
3 
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artige Funktion f(z) hat in (a,b) ein wunbestimmtes «®”-Integral, S‘*) (x) 
= { (PS®) f (x) da (zx), wenn die Funktion 


; f* (xz) = f(z) in den Punkten von (a, b), in welchen f(z) endlich ist, 
=0 in den iibrigen Punkten von (a, 5) 


in (a, 6) ein unbestimmtes «”-Integral gema8 Definition 10 hat. Wir setzen 
dann: 


[ (PS®) f(x)da(z) = { (PS®) f*(2)da(z).*) 


Das durch Definition 11 eingefiihrte Integral besitzt wieder die gewéhn- 
lichen elementaren Integraleigenschaften. 

Satz 13. a(x) sei in (a,b) endlich und BVV. Die in (a, b) definierten 
Funktionen { (x) und g(x) sollen nur unendlich werden oder voneinander ver- 
schieden sein kinnen auf einer Menge E von Stetigkeitspunkten von « (x) (in 
bezug auf (a, b)), zu welcher es eine Uberdeckung von (a, b) durch eine abzahlbare 
Menge HI und abzihlbar viele perfekte Mengen (P,;) gibt derart, daB « (x) auf 
jedem P, BV ist und daB das zugehdrige Vap-Map von E - P; immer Nuli 
ist. Dann sind { (x) und g (x) entweder beide a*”)-integrierbar tiber (a, b) (ge- 
map Definition 11) oder nicht. Im Falle der a\*”-Integrierbarkeit ist fiir jedes x 


von (a, b): 
f (PS) f(2)da(z) = f (PS?) 9(2)da(2), 


Der Beweis folgt aus den Definitionen 11 und 10 unter Anwendung des 
in FuB8note 27 enthaltenen Satzes. 

Satz 14 (Zusammenhang von primitiver Funktion und unbestimmtem 
Integral). « (x) set in (a, b) endlich und BVV; die Menge ihrer Unstetigkeits- 
punkte sei abzihlbar. Die in (a, 6) endliche Funktion F (x) besitze die folgenden 
Eigenschaften: 1. sie hat nur linksseitige und rechtsseitige Unstetigkeiten in 
linksseitigen bzw. rechtsseitigen Unstetigkeitspunkten von « (x), wobei zu jedem 
linksseitigen oder (und) rechtsseitigen Unstetigkeitspunkt — von F(x) eine 
endliche Zahl A (&) gehért, fiir die 


lim (F(x) — F(é) — A(€)-{a(z) — «(&)}] = 0 


2—>tj2<¢t 


lim [Ft — F(é) — A(&)- {a(z) — «(&)}] = 0 


2—>t;z> 


bzw. (und) 


*) Unter Anwendung von Definition 9 148t sich fir die Funktion / (x) in analoger 
Weise ein «®)-Integral S‘ (x) einfiihren. 


7* 
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ist; 2. (a, b) laBt sich, bis auf eine abzihlbare Menge T, iiberdecken durch ab- 
zthlbar viele perfekte Telmengen (P;), auf deren jeder « (x) BV ist, und so, dap: 
a) fiir jeden Punkt & von P, (j willkiirlich), in welchem « (x) auf P, stetig ist, 
héchstens abzihlbar viele derartige Punkte ausgenommen, ein Intervall existiert 
mit — als Endpunkt “), fiir dessen innere, zu P, gehérende Punkte (x), in welchen 
x(x) = a (&) ist, auch immer F (x) = F (&) ist; b) auf derselben Seite von & 
alle extremen « (x)-Derivierten von F (x) in & in bezug auf P,*), soweit sie 
existieren, endlich sind. 


Dann ist F (x) — F (a) gemaéB Definition 11 das unbestimmte « (x)-Integral 
einer jeden eindeutigen Funktion { (x), welche in den Unstetigkeitspunkten (&) 
von « (x) gleich A (&) ist und deren Werte in den tibrigen Punkten man in felgen- 
der Weise erhilt. Man iiberdecke (a,b) bis auf abzahlbar viele Punkte durch 
abzihlbar viele perfekte Mengen (Q;), auf deren jeder a(x) BV ist und fiir die 
jede Durchschnittsmenge Q;-Q,(j + k) abzihlbar ist®); in denjenigen zu 
einer Menge Q, gehdrenden Punkten, in welchen a(x) stetig ist [auf (a, 6)], 
welche zu keiner der iibrigen Mengen (Q;) gehéren und in welchen es eine endliche 
approximative « (x)-Ableitung von F (x) in bezug auf Q, gibt, setze man f (x) 
gleich dieser; in den iibrigen Stetigkeitspunkten von « (x) nehme man f (x) will- 
kiirlich (endlich oder bestimmt unendlich) an). 


Beweis. Aus den Bedingungen 2a und 2b laBt sich (unter Beachtung 
der Bedingung 1) ableiten, daB (a, 6) sich bis auf eine abzihlbare Menge iiber- 
decken la8t durch abzihlbar viele perfekte Mengen (R;), auf deren jeder « (x) 
BV und F (z) totalstetig in bezug auf die zugehérige Funktion Ver, (x) ist 47). 


Dadurch folgt der Satz jedoch leicht aus den Definitionen 11 und 10 und dem 
Satze von FuBnote 27. 


Aus den Eigensehaften des Lebesgue-Stieltjesschen Integrals und unter 
Anwendung des Denjoyschen konstruktiven Integrationsverfahrens), welches 
zu einer mit Definition 10 aquivalenten Integraldefinition fiihrt, laBt sich ab- 
leiten der 


Satz 15. a(x) und B (x) seien in (a, b) endlich und BVV. Hat dann die 
in (a, b) eindeutige Funktion { (x) daselbst unbestimmte a (x)- und B (x)-Integrale 


44) Ob & linker oder rechter Endpunkt ist, darf sich mit € andern. 

45) Die Méglichkeit einer derartigen Uberdeckung folgt nach dem Vertahren, das 
Denjoy bei seiner konstruktiven Integraldefinition anwandte. 

46) Auch Satz X aus Ridder, Fund. Math. 22 (1934), S. 157 hat ein Analogon beim 
a”) Integral. 

47) Man vergleiche den Beweis von Satz 8 und l.c. #6), S. 144, 145 (Beweis des 
Lemmas). 

48) Siehe Hobson, |. c. %*), S. 694—697, 715, 716. Man benutze daneben den in 
FuBnote 27 gegebenen Satz. , 





—— 
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gemaf Definition 11, so existiert in (a, b) auch das unbestimmte {a (x) + B (x)}- 
Integral von f(x) nach derselben Definition, und es ist dann 


J (PS f(a)d (a(x) + B(2)) = | (PS*) f(x)da(x) + | (PS®)f(2)dB(2). 


Wir bemerken noch, da8 im Falle einer monotonen Funktion « (2) eine 
nicht-negative Funktion f(z) entweder gleichzeitig «(z)-Integrale (von 
gleichem Werte) im Sinne der Definition 11 und der Lebesgue-Stieltjesschen 
Definition hat, oder nicht **), waihrend sich bei einer derartigen Funktion « (2) 
auch leicht fiir das (PS®”)-Integral ein Satz iiber gliedweise Integration von 
Reihen ableiten la8t *°). 

Partielle Integration. 


§ 7. 

Satz 16. a(x) sei BV, B(x) beschrinkt und BVV in (a,b); auBerder. 
sollen diese Funktionen keine gemeinsamen Unstetigkeitspunkte haben. f (zx) 
besitze tiber (a,b) ein Lebesque-Stieltjessches Integral in bezug auf « (x), g (x) 
ein (PS®”)-Integral (im Sinne der Definition 11) in bezug auf B (x) *). 


Dann ist f (x) -{ g(x) dB (x) tiber (a,b) (LS)- und somit auch (PS®”)- 
integrierbar in dong auf « (2). 
Ist auch g (2) - j f (x) da (x) tiber (a, b) (PS®”)-integrierbar in bezug auf 
B(z), so git 
b h 
J (LS) f (2) da(z)- | (PS®)9 (2) dB (2) 


b 


b z z 
= | (PS®)#(z)-| { g(x)dB(2)| -da(x) + | (PS*)g(2)-| { f(~)da(z)| dA (2). 


Zusatz. Fordert man auferdem, da B(x) stetig und f (x) nicht-negativ 
[im allgemeinen einseitig beschriankt] in (a, b) ist, so laft sich die (PS°”)-Inte- 


z 
grierbarkeit von g (x) ‘| f(a) da (2) tiber (a,b) in bezug auf B(x) beweisen. 
a 
49) Zum Beweise vergleiche man |. c. '), S. 9. 
50) Man vergleiche 1. c. 1), 8.9, 10. 
51) Aus der Beschranktheit von f (x) in (a, b) und der Bedingung 2 der Definition 10 
z 
folgt, daB § g (x) dB (x) in (a, b) ebenfalls beschrankt ist. Da f (x) iiber (a, b) (LS)-inte- 
a 


. z 
grierbar in bezug auf « (zx) ist, hat auch f (x) - j g(x) d B(x) ein Lebesgue-Stieltjessches 
a 
a (x)-Integral iiber (a, 6). 
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Bemerkung. Der Spezialfall, welchen man aus Satz 16 nebst Zusatz 
erhalt, wenn f (x) = 2, { (x) = 1 angenommen wird, ist ein bekannter Satz 
iiber partielle Integration beim allgemeinen Denjoyschen Integral **). 

Der Beweis *) verliuft in analoger Weise wie der eines Satzes iiber 
partielle Integration beim speziellen Perron-Stieltjesschen £ (zx)-Integral 
(8 (z) im Integrationsintervall BVV*) *). 





52) Siehe z. B. Saks, Théorie de l’intégrale (Varsovie 1933), S. 203. 

58) Das hier angedeutete Beweisverfahren von Satz 16 laBt (bei f(x) und g (zx) 
endlich) aus den im ersten Absatz von Satz 16 enthaltenen Bedingungen allein schon 
ableiten, daB die Funktion 


(8) j (L8)fada- § (PS) gap—f (L8)f(2)-({ gap} -de 
a a a a 
den Bedingungen 1, 3 und 4 der Definition 10 geniigt, wenn man daselbst f (x) durch 


z 
g (z)- {fda und a(x) durch f (x) ersetzt. Um dann fiir die Funktion (8) auch die 
a 


Bedingung 2 der Definition (und damit die Behauptung des Zusatzes) beweisen zu 
kénnen, geniigt es, auBerdem die im Zusatze enthaltenen Forderungen einzufihren. 
Wir wollen dazu nur folgendes bemerken. Wie im Beweise von Satz 31 in (PS)-Int. I 
betrachte man u. a. ein Intervall (c, d), in welchem die |. c., 8.677, genannten Eigen- 
schaften 1, 2, 3 erfillt sind (nur mit ,,BV“ statt ,,BV** und ,,Variationen“ statt 


z z 
»Oszillationen“). Dann soll § (Ps®”) g(z)- { j fda(z)}-dB(z) fir x =c gleich 
ce a 


Null genommen, fiir ¢c << z=d durch eine Summe definiert werden [vgl. fir x = d 
die 1. c., 8.677, gegebene Formel; man lese ,,(PS®”) statt ,,(PS®)*], von der man 
beweisen kann [vgl. |. c. S. 678—680], daB sie fiir jedes x mit c< x Sd gleich 


z z ce ce 
H (c,z)= { (LS8)fda- | (PS°) gdp — § (LS)fda-J (PS°)gdB 
a a a a 
— J (LS)f(2)-{) 94 B(x) -dx(z) 
é a 
ist. Man nehme H (c,c) = 0. Nun ist fir c= é&, < §,Sd 
€2 2 & Ep fo z 
H (¢, 3) — H(¢, &,) = Sida. f gdp + § 94B- Sfdx—Jf-Kf 94) -dx. 
a 1 a $1 *1 
Man kann sich auf den Fall beschranken, daB « (x) in (a, }) monoton zunimmt und f (z) 


z 
nicht-negativ ist; dann gibt es eine zwischen oberer und unterer Schranke von lf g@B| 
$1 


im Intervall (¢; =z = é,) iat Vi Zehl 7), mit 7 sich 
b 
| H(¢, 5) — H(¢, &,)|= if Jaz. ots +f fda-n=2n- [fda 
a 1 1 a 


z 
schreiben 148t. Da f(x), und somit auch fgdB, in (a, b) stetig ist, ist H (c, x) stetig 
a 


in (c,d) . 
5) Siehe (PS)-Int. I, 8.674 (Satz 31). — Nachtragliche Bemerkung zu 
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Folgerung (der zweite Mittelwertsatz fiir das (PS®”)-Integral). « (x) 
set endlich und monoton, B (x) stetig und BVV in (a,b). Wenn g (z) in (a, b) 


ein (PS®”)-Integral in bezug auf B (2), J (PS®) g (x) dB (2), hat, gibt es 
cinen Punks & ion abgeschlossonen Interval (a,), fiir don 

b & b 

J( P89) 9(2)- «(2)-d B(x) = a(a)-|(PS*”)g(x)dB(z) + «(6)-{(PS®)g(2)dB(2) 
a a . 

ist. 


Das Beweisverfahren ist dasselbe wie beim Denjoyschen Integral ®). 


(PS)-Int. I. Die Bedingung der (PS )-Integrierbarkeit von f(x): Sg(z) dB (zx) 
a 


z 
in bezug auf « (x) in Satz 31 und die Bedingung der Beschranktheit von j g (xz) dB (x) 
a 


in der Folgerung zu Satz 31 lassen sich aus den iibrigen Forderungen ableiten [man 
vergleiche hier die FuBnote 51)]. 
55) Siehe z. B. Saks, |. c. 5%), S. 203, .204. 


(Eingegangen am 30. 1. 1938). 
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Wilhelm Damkéhler in Minchen. 





Einleitung. 


Problemstellung und Ergebnisse. Ein bekannter Satz aus der 
Theorie der Funktionen einer reellen Verinderlichen besagt, daB fiir eine 
stetige und in einem Intervall J eindeutige Funktion f(x) die untere (obere) 
1 (#2) — 1()) 

Ly— 2 
der unteren (oberen) Grenze irgendeiner ihrer vorderen oder hinteren Deri- 
vierten in dem namlichen Intervall J. Durch diesen Satz wird also unab- 
hangig von irgendwelchen spezielleren Voraussetzungen iiber die Derivierten 
eine Beziehung hergestellt zwischen ihnen und dem Differenzenquotienten 
einer Funktion f(z). Macht man nun aber solche Voraussetzungen, indem 
man etwa verlangt, daB die (als existierend angenommene) Ableitung /’ (x) 
auf einer abgeschlossenen Teilmenge I cJ eine Ungleichung der Form 


(E. 1) f(z) 2 A(z) >0 


erfiillen soll, in der A (z) eine eindeutige, stetige und stets positive Funktion 
bedeutet, so wird man erwarten, da8 sich ihr eigentiimlicher Einflu8 auch 
f (x_) — f (2) 
ae 9 

machen muB, und es ist zu vermuten, daB die hier obwaltenden Zusammen- 
hinge besonders deutlich dann hervortreten werden, wenn man nicht nur 
eine einzelne (E. 1) erfiillende Funktion fiir sich betrachtet, sondern gleich 
die Gesamtheit % (J, M) aller (E.1) erfiillenden Funktionen studiert; denn 
der Ubergang zu § (J, M) kommt offensichtlich einer Elimination aller in- 
dividuellen Eigenschaften der einzelnen f(z) gleich, welche méglicherweise 


Grenze ihres Differenzenquotienten (x, CJ) iibereinstimmt mit 


irgendwie im Betrage des Differenzenquotienten | bemerkbar 


sonst noch auf die GréBenordnung von ey) Einflu8 nehmen 
9 
k6énnten. 
Fragen der Variationsrechnung nun, welche mit dem Problem der Aqui- 
valenz im groBen von indefiniten mit definiten Variationsproblemen zu- 


sammenhingen'), machen insbesondere die Untersuchung folgender zwei- 


1) Vgl. meine Arbeit: Uber indefinite Variationsprobleme, Math. Annalen i10 
(1934), S. 230— 283. 
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dimensionaler Aufgabe wiinschenswert, die als nihere Ausfiihrung zum oben 
besprochenen eindimensionalen Fall angesehen werden kann: 


In einem einfach zusammenhingenden Bereich 8 der xy-Ebene sei eine 
abgeschlossene Punktmenge MN und ein Feld {C} von Integralkurven des 
Differentialgleichungssystems 


(E. 2) t= &, (z, y), y r b, (z, y) 


gegeben, das eine stetige rechte Seite hat und 1. durch jeden nicht- 
singuliren*) Punkt genau eine Integralkurve C hindurchschickt, sowie 
2. auf M keine singularen Punkte besitzt. In B sei weiter eine eindeutige, 
stetige und stets positive Funktion A(z, y) 2 m, > 0 gegeben, und es 
bedeute § (G, M) die Gesamtheit aller in B eindeutigen und stetigen Funktionen 
f(x,y), welche auf M folgende Bedingung erfiillen: Bezeichnet ds, das 
positiv orientierte Linienelement auf einer Integralkurve C des Systems (E. 2) 


df 


und ;-,- die langs dieses Linienelements genommene Richtungsableitung von 


be 
f (x, y) (sofern eine solche existiert), so soll auf jedem C in fast allen *) Punkten 
seines Durchschnitts C -M mit der Punktmenge M die Ungleichung 
(E. 3) fi EA(z,y) > m,>0 
c 

gelten. 

Nennen wir dann ,,Steilheit 7, einer Funktion / (x, y)“ die obere Grenze 
des Absolutbetrages ihres Differenzenquotienten 


{(Ps)—1(Py) 
(t.4) ~E (PsP) 
im Bereiche 8, wobei EF (P.,, P,) die euklidische Lange der allerkiirzesten, P, 
innerhalb 8 mit P, verbindenden Linie sein soll, so steht zum Problem die 
Angabe des kleinstméglichen Wertes T (%, M) aller dieser Steilheiten T,, 
wenn / durch die Funktionenklasse § (8, M) variiert, und seines Zusammen- 
hanges mit der Verteilung der Punktmenge M iiber den Bereich B. 
Zur Lésung dieser Frage fiihren wir eine Kurvenklasse € (8, M) aller 
in % liegenden geschlossenen, orientierten und IM schneidenden Kurven ¢ 
ein und bilden auf ihr das Funktional 


jads 
(E. 5) q(c) = ra 


c’ 








*) Ein Punkt heiBe singular, wenn in ihm &? + & = 0 ist. 
3) Der Ausdruck ,,fast alle‘‘ bezieht sich hier auf das langs C gemessene lineare 
Lebesguesche MaB der Punktmenge C - M. 
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(§ 1), in dem c’ die Teilmenge aller jener Punkte von ¢ ist, in welchen c auf 
der Punktmenge M die orientierten Integralkurven C von (E. 2) gleichsinnig 
beriihrt, wihrend c’” = ¢ — ¢c’ wird‘). Mittels seiner oberen Grenze 


(E. 6) q(B.M) =— obere Grenze q (c) 

cc C@,® 
auf € (S, M) laBt sich dann die aufgeworfene Frage in der Gleichung 
(E. 7) T(B,M) = q(B, M) 


auf kiirzeste und vollstaindigste Weise beantworten und gleichzeitig zeigen, 
daB fiir die kleinstméglichen Steilheitswerte der 7, vornehmlich die ,,mittlere 
Dichtigkeit“ jener Linienelemente ds, auf den Kurven ¢ C€(%, M) maB- 
geblich ist, lings welcher sie auf M die Feldkurven (E. 2) gleichsinnig beriihren. 

Dieses abgerundete, hauptsichlich durch die schwache Differenzierbar- 
keitsforderung (E.3) bedingte Ergebnis verlangt nun danach, auch den 
EinfluB weitergehender iiber die /(z,y) gemachten Differenzierbarkeits- 
forderungen niher kennenzulernen. Die einfachste in dieser Hinsicht for- 
mulierbare Verscharfung ist nun offenbar die nach dem Vorhandensein noch 
stetiger erster Ableitungen /, und f, fiir die f(z, y), die dann auch sinn- 
entsprechend an Stelle der Nebenbedingung (E.3) die folgende stirkere 
erfiillen sollen: Uberall auf M gelte 


(E. 8) fe &, + fy &g=4-VEF + §}. 
Die Gesamtheit aller dieser (E. 8) befriedigenden Funktionen heiBe §,, (B, M). 
Bezeichnen wir dann als Steilheit 7, einer solchen Funktion das Maximum 


des Ausdruckes VP + f} im Bereich 8 und mit 7,, (8, M) die untere Grenze 
aller dieser T,, wenn /(z,y) durch die Klasse %,, (8, M) variiert, so handelt 
es sich jetzt um Angabe des Wertes dieses T’,, (8, M) und seines Zusammen- 
hanges mit der Punktmenge 9 C$. Das Ergebnis ist hier leider nicht ein 
so vollstandiges wie im vorigen Falle der Funktionsklasse § (8, M), da 
sich im allgemeinen fiir 7’, (8, M) nur zwei Schranken angeben lassen, eine 
obere und eine untere, die allein von der Verteilung der Punktmenge M 
iiber die Kurven c C€ (SB, M) hin abhangen und die nicht notwendigerweise 
immer auch zusammenfallen miissen. Als Grund fiir dieses abweichende Ver- 
halten wird man wohl den Umstand anzusehen haben, da8 die Forderung 





4) q(c) bedeutet offenbar ein MaB fir den ,,relativen Anteil der auf ¢ gelegenen 
Berithrungspunkte ¢’ mit Linienelementen der Feldkurven C, soweit diese durch 
Punkte der Menge M gehen. Ganz allgemein wollen wir unter ,,relativem Anteil‘ einer 
auf ¢ gelegenen Punktmenge & den Wert eines ,,Dichtigkeits‘‘-Quotienten der Art 


(fg (s)ds):( § ds) verstehen, in welchem g(s) eine fiir das jeweils interessierende 
a4 c—4 


Problem charakteristische positive summierbare Gewichtsfunktion bedeutet und ds 
das Bogenelement von ¢ ist. (Vgl. hierzu etwa den §8 des Hauptteils.) 





| 
| 
| 
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nach dem Vorhandensein noch stetiger erster Ableitungen /, und /, der unter- 
suchten Funktionen und die damit verbundene gréBere ,,Glatte“ in ihrem 
Verlaufe auch eine feinere Kenntnis hinsichtlich der Werteverteilung von 
A (2, y) iiber die Punktmenge M notwendig macht, deren Charakter allerdings 
noch véllig im dunklen liegt. Nun zum Resultat selber! 

Bezeichnet man mit «(— 2 S « S + 2) den Winkel zwischen dem 
orientierten Linienelement ds, der Kurve ¢ und der Richtung des Vektors 
(€,, &,) und bestimmt man die beiden Funktionale A(c) und @ (c) als die 
positiven Wurzeln (sofern sie existieren!) der zwei Gleichungen 


- f de + { [|sin @|- Ya? — 2° -- A-cos a] ds = 0, 


c—Me 
(E. 9) bzw. 


@- j ds+ J iiies- Yu? — A* — A-cosalds = 0 
c—mect 
(c” ist die Teilmenge derjenigen Punkte von c, in denen cosa = 0 ist), so 
kann man die fiir 7,,(%,M) geltenden Beziehungen in folgender Form 
aussprechen: Entweder ist T,, (8, M) = _— A (zx, y), oder aber es besteht 
die Ungleichung 


(E. 10) obere Grenze w(c) =< T7,,(8,M) = Max A(c), 
cc €@,® cc CB, Mm 


falls T,, (8, M) > Max A (z, y) ist (Satz 11 des § 24). 
m 


Nur wenn hier in (E. 10) die beiden auBersten Glieder zusammenfallen, 
herrscht vollkommene Analogie zu den Verhiltnissen in der Funktionen- 
klasse  (S, M), und es l4Bt sich dann auch T’,,(B, M) in entsprechender 
Weise durch die Betrachtung der Dichtigkeitsverteilungen der Punkte M 
auf den Kurven ¢ C€ (%, M) nach den Formeln (E. 10) berechnen. 

Die Disposition der Arbeit ist nun folgende: Sie zerfallt in zwei Teile A 
und B, die gesondert den Funktionenklassen § (8, M) und §F,;, (B, M) ge- 
widmet sind. Vorangestellt ist in beiden Teilen die Theorie des jeweils 
charakteristischen Funktionals q(c) und A(c), der dann anschlieBend die 
Existenzsitze fiir die entsprechenden Funktionenklassen folgen. Der eigent- 
liche Kern der Theorie der Klasse § (8, M) ist ein wesentlich kombinatorisch- 
topologischer, wie er in den §§7 mit 10 zutage tritt, und der aus der ver- 
schleiernden Dunkelheit, in welche er durch die Verwendung allgemeiner 
Punktmengen M gebracht wird, nur durch das Hilfsmittel der Uberdeckungs- 
sitze von Vitali und Borel wieder hervorgeholt werden kann (§§ 11 mit 16). 

Die Theorie der Klasse %,;(8, M) wird durch Grenziibergang aus der 
Theorie der Funktionenklasse § (8, M) gewonnen, indem man den Bereich B 
(die abgeschlossene Punktmenge QM) in einen umfassenderen Bereich B (ab- 
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geschlossene Punktmenge WM) einbettet und diese sich schlieBlich auf B 
bzw. M zusammenziehen léBt. Charakteristische Hilfsmittel sind dabei 
einmal die bekannten ,,Tonellischen Polynome“ (Formel (22. 3)), zum anderen 
die Oberhalbstetigkeit des Funktionals 4 (c) auf der Klasse aller geschlossenen 
rektifizierbaren Kurven ¢ gleichmaBig beschrinkter Bogenlinge. 

SchlieBlich wird noch an einem Beispiele gezeigt, daB der Ubergang von 
der Forderung bloBer Beschranktheit der Differenzenquotienten zu der nach 
dem Vorhandensein stetiger erster Ableitungen auch hinsichtlich der kleinst- 
méglichen noch auftretenden Steilheiten eine Verschirfung darstellt, indem 
namlich wirklich der Fall 


T (B, M) < T,, (B, M) 


mit AusschluB des Gleichheitszeichens vorkommen kann. 


Teil A. 


I. Das Funktional q (c¢). 


§1. Wir bezeichnen mit €(%,M) fortan immer die Gesamtheit der 
geschlossenen rektifizierbaren Kurven ¢ aus 8, die Punkte mit der abge- 
schlossenen Punktmenge I CB gemein haben, und fiihren die kanonische 
Z rlequng einer jeden solchen Kurve: ¢ = ¢’ + ¢” folgendermaBen ein: 
c’ enthalt alle und nur diejenigen Punkte P cc, die 1. auf M gelegen sind, 
und in denen 2. die orientierten Linienelemente ds, von ¢ die Vektoren (&,, &s) 
(Formel (E.2)) gleichsinnig beriihren; ¢’” = ¢—c’ umfaBt den Rest der 
vorhandenen Punkte. Auf € (8, M) definieren wir dann ein Funktional q (c) 
durch die Vorsciriit *): 


J Ads 


fiir nicht verschwindenden Nenner (ds + 0, 
1, 


{ds 
ie ¢ 


_S c 
(1.1) a(¢) = co fiir verschwindenden Nenner {ds = 0, 


” 





c 
aber nicht verschwindenden Zahler j Ads+0, 
c’ 


das also nur dann unbestimmt sein soll, falls sowohl c’ als auch ¢”’ das 
Lebesguesche Ma8 Null haben (= Ausartung der Kurve c in einen Punkt!), 
und schreiben fiir seine obere Grenze auf € (8, M): 


(1. 2) obere Grenze q(c) = q (B, M). 


cc € 8M 


5) Die hier und im folgenden verwendeten Integrale sind stets Lebesguesche 
Integrale, ebenso bezeichne der Buchstabe y» stets das Lebesguesche MaB, und zwar 
je nach Bedarf das eindimensionale auf einer Kurve oder auch das zweidimensionale 
auf einem Flachenstiick. 








sr eS 
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Daneben betrachten wir noch die Menge € (%,M) aller einfach ge 
schlossenen rektifizierbaren und orientierten Jordankurven ¢ C8 und be- 
zeichnen die obere Grenze des Funktionals q(c) innerhalb dieser engeren 
Kurvenklasse durch 
(1. 3) q (B, M) = obere Grenze q (c). 

cC CSM 

Uber dieses Funktional gelten nun eine Anzahl von Sitzen, die hier in der 
Reihenfolge, wie sie nachher fiir den Aufbau der Theorie herangezogen werden 
miissen, nacheinander behandelt werden sollen. Als Grundlage fiir alles 
Folgende dient dabei der Satz 1, welcher die Gleichheit der beiden durch (1. 2) 
und (1.3) definierten oberen Grenzen aussagt: 

Satz 1. Es ist stets 


(1. 4) q (B, M) = GF (B, M). 


Zu seinem Beweise benétigen wir den Begriff ,,Strahldichte der Menge M 
in einem ihrer Punkte P“, welcher ein Ma8 fiir die Starke der Belegung der 
einzelnen Feldrichtungen (£,, §,) mit Punkten der Menge M darstellt und der 
dadurch aufs engste verbunden ist mit den Zusammenhiingen, die zwischen 
q (8, M) und der Werteverteilung der Funktion A (x, y) iiber die Menge M 
hin bestehen. 


§2. Die Strahldichte der Menge M in einem Punkte P <M. Grenzen wir 
um einen beliebigen Punkt Pc M 1. einen Kreis K, vom Radius 9 > 0 
und 2. einen Winkelraum W, vom halben 
Offnungswinkel ¢ > 0 symmetrisch um die 
Richtung des durch P gehenden Vektors 
(&,, &) ab (Fig. 1) und legen durch P 
innerhalb des Durchschnittes 


D,, = K,0W, 


ea 





alle rektifizierbaren und _ orientierten 
einfachen Jordanbégen y, so kénnen wir 
folgende Betrachtungen anstellen: Be- 
deutet y’ die Gesamtheit derjenigen 
Punkte Q von y, die 1. auf M gelegen sind und in denen dort 2. die orientierten 
Linienelemente von y die Richtung des durch Q gehenden Vektors (é,, £,) 
besitzen, so wird der Quotient 





Fig. 1. 


fds 
2.1 r 
(2. 1) Tae 
Y 
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auf der Gesamtheit der innerhalb D,, verlaufenden einfachen Jordanbégen 
eine obere Grenze N (P; ¢, 0) haben, die mit abnehmendem (e, 9) > 0 nicht 
zunimmt. Der Grenzwert 

(2. 2) N (P) = lim N (P; «, 0) 


eo 
«0 


wird daher stets existieren und soll die Strahldichte der Punktmenge M in 
ihrem Punkte P genannt werden. 

Es ist klar, daB in jedem Punkte P c M, durch den ein ganzes zusammen- 
hangendes und auf M gelegenes Integralkurvenstiick des Gleichungssystems 
(E. 2) hindurchgeht, die Strahldichte N (P) den Wert 1 hat. Es kann aber 
auch noch andere Punkte P CM mit N (P) = 1 geben, durch welche solche 
zusammenhangende find auf M gelegene Integralkurvenstiicke nicht gehen 
miissen. Man denke nur an den Fall, da8 etwa ein rektifizierbares Kurven- 
stiick y in 8 existiert, dessen Teil y’ auf y gemessen ein positives Lebes- 
guesches Ma8 besitzt; dann herrscht nach einem bekannten Satze von 
Lebesgue in allen Punkten P cy’, mit einziger Ausnahme einiger solcher, 
die aber nur eine Teilmenge vom auf y gemessenen MaBe Null ausmachen, 
die Dichte N (P) = 1. 

Bezeichnen wir nun die Gesamtheit der Punkte P CM, in denen M 
die Strahldichte N (P) = 1 besitzt, mit M*, so laBt sich der obenerwahnte 
und fiir den Beweis von (1. 4) wichtige Zusammenhang zwischen 4 (8, Mt) 
und der Funktion A (z, y) in dem Satz aussprechen: 

Satz 2. Die obere Grenze A* der Funktion A (zx, y) auf der Punktmenge 
M* CM ist nie gréBer als die oberé Grenze 4 (B,M) des Funktionals gq (c) 
auf € (B, M): 


(2. 3) A* = obere Grenze A(z, y) S q (B, M). 
d (z, y) C Me 
In der Tat, sei P = (z, y) ein Punkt von M*, in welchem 
(2. 4) A(z,y)= 4*—e>0 


bei vorgegebenem ¢ > 0 ist, und grenzen wir um P einen so kleinen Kreis K, 
ab, daB in allen seinen Punkten die Ungleichung 


(2. 5) |4(z,y)— 4(y,z)|Se 


besteht, so kénnen wir in diesem Kreis stets einen durch P gehenden einfachen 
Jordanbogen y so finden, daB der Quotient 


Sde 


(2. 6) t,ei-e 
Y 


ist. 
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Bezeichnen wir dann den riickwarts durchlaufenen Bogen y mit 7, so 
kénnen wir eine (ausgeartete einfach geschlossene) Jordankurve ¢ der 
Klasse € (B, M) dadurch gewinnen, daB wir ¢ = y + 7 setzen; fiir ihre 
kanonische Zerschneidung gelten dann folgende Relationen: Es ist 1. 

{ C=a¥ty, C=" +y", xc”, Cy" 

ce tNt+o -YN=-71+6 -/%) 

und 2. 

| cco¥tY¥=y% ¥+t"—-Y="cy=y¥ +y/’ 
(2. 8) mit 

(y” —y) cy”. 

Wir bilden nun das Funktional q (c) und erhalten fiir dasselbe unter Heran- 
ziehung von (2. 4) und (2. 5): 








j4 ds J(4@y)— 4(@mlds Sde 
sacle thn \de + 48.9): 5, 
c” c"’ c"’ 
(2. 9) \de 
- e 2 
=(4 2e) Tae’ 


ce" 
worin wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ so klein gewahlt denken 
kénnen, daB auch noch A* — 2¢ > 0 ist. 


Aus (2.8) und (2. 6) entnimmt man jetzt 


j éds= fds = {ds _ fds<e. fds, 
y"-y' a Y 7’ Y 
wahrend (2. 7) 
fds>[ds und [ds= fds+ j ds<(1+e)-[ds 
¢ 7’ aa Y Y 


y'-y 


ergibt. Dies in (2. 9) eingefiihrt und nochmals (2. 6) herangezogen, liefert 
a(«) & (4% — 28) = 
worin alle Behauptungen des Satzes 2 enthalten sind. 


§ 3. Nun zum Beweise von (1.4)! Wir beginnen mit der Bemerkung, 
daB stets 


(3. 1) 4 (B, M) S q (B, M) 

sein muB, da ja € (GB, M) eine Unterklasse der Kurvenmenge € (B, M) ist. 
Schreiben wir dann eine Zahl ¢ > 0 beliebig vor, so kénnen wir dazu aus 
€ (B, M) eine Kurve c bestimmen, die 

(3. 2) q (c) > 4 (B, M) — « 
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erfiillt. ¢ zerlegen wir in héchstens abzaihlbar unendlich viele einfachge- 
schlossene Jordankurven g, (k = 1, 2,...) und eine Menge N = N, + N, 
der ,,doppelt durchlaufenen“ Punkte P cc, die sich stets so in zwei ,,gleich 
groBe“*) Teile N, und MN, zerspalten laBt, daB 1. jeder Punkt P der 
zy-Ebene, der zu ®, (M,) gehért, auch umgekehrt in N, (M,) vorkommt, 
und da8 2. der Durchlaufungssinn des Linienelementes ds,, von ¢ durch 
den Punkt PCR, (PCR,) genau entgegengesetzt ist dem Durchlaufungs- 
sinn des Linienelementes ds,, von ¢ (das sich aber mit ds, deckt) durch 
denselben Punkt P, wenn er als zu ®, (M,) gehérig betrachtet wird 7): 


(3. 3) C= 2ge + (My + Np). 

Die kanonische Zerlegung der Kurve c iibertrigt sich dann mittels der 
Gleichungen 

(3. 4) BW=CnR RR’ = "AMR, 


auch auf die Punktmengen ®, (i = 1, 2), und wir kénnen nun, da ja die g, 
zu € (B, M) gehéren, die Abschitzung aufschreiben: 


(3. 5) (4(B, M) — «)-[E J ds] 


Ry + Ry 
= q(B,M)- 2 j ds+ j Ads. 
ree? 
Es herrscht aber, falls iiberhaupt { ds > 0 ist, in fast allen Punkten 
Ri + Ny 
P <(R, + R,) die Strahlidichte 1 (siehe §2), so daB wir { Ads nach 
Ri + Ny 


oben durch die Ungleichung 
jf 4ds<4*- [ ds 
MR, + Ny Ri, + My 
abschiitzen kénnen. Nach dem Satze 2 des vorigen Paragraphen diirfen wir 
dies aber sogleich zu der Abschitzung 
{ Ads < G(B,M)- ed ds 
RK; + Ny + Ry 
erweitern, und wenn wir nun bedenken, daB stets die Mengenungleichung 


(MN, + Nz) — (My + Mz’) 


®) Das soll heiBen: N, und N, haben auf der orientierten Kurve ¢ dasselbe Lebesgue- 
sche MaB. 

7) Die Méglichkeit einer solchen Zerspaltung wurde von mir bewiesen in der 
Arbeit: Struktur der geschlossenen rektifizierbaren Kurven, Journ. f. d. reine u. 
angew. Math. 177 (1937), S. 37—54. 





a 
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gilt, so bekommen wir schlieBlich 


{ 4dss G(B,M)- fds. 
Ri + Ry Ri + Ry 
Dies in (3.5) eingefiihrt und beiderseits das von Null verschiedene Glied 
(2 ! ds + j ds) gestrichen, liefert 
Ry + Ry 

q(B, M) —e S q(B, M), 

woraus bei Beriicksichtigung von (3. 1) und der Willkiir von e > 0 
q(B, M) = gq (B, M) 

folgt. Das ist aber gerade die Behauptung des Satzes 1 (§ 1). 


§ 4. Der hiermit bewiesene Satz 1 bildet jetzt die Grundlage fiir die 
nachfolgenden Betrachtungen. Als eine erste Anwendung desselben beweisen 
wir den 

Satz 3. Ist 
(4. 1) q(8,M)> Max A(z, y), 


Zy Cm 

so gibt es fiir das Funktional q (c) stets Maximalfolgen {c,} von Kurven gleich- 
méipig beschriinkter Bogenliinge aus € (B, M). 

Zu dem Ende denken wir uns im Bereiche 8 zwei eindeutige und stetige 
Funktionen p (z, y) und q (2, y) gegeben, die in ganz $ die Relation 
(4. 2) Max VP + q? = Max A(z, y) 

# mn 

und auf M die Gleichung 
(4. 3) pehitq:&=4:-VH+E 
erfiillen *). Mit ihnen bilden wir auf € (8, M) das Funktional 


Pires q: dat [a + vette ds 
(4. 4) p(c) = — 


pera ydt as 


und nehmen an, es sei fiir eine Maximalfolge {c,} des Funktionals q (c) 
(4. 5) lim p (¢,) = 0. 


‘x 





8) Ein solches Funktionenpaar 148t sich etwa folgendermaBen erhalten: Bedeute 
t (z, y) eine iber 8 eindeutige und stetige Funktion, welche auf M den Winkel angibt, 
den der Vektor(&,, £,) mit der + z-Achse einschlieBt, so hat das Paar 
p (x, y) = A (z,y)- cos r(x, y), q(x, y) = A (x, y)- sin t (z, y) 
die gewiinschte Eigenschaft. 
Mathematische Annalen. 316. 8 
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Nun ist auf Grund der Voraussetzungen (4.1) und (4. 2) stets die Angabe 
eines so groBen Index » méglich, so daB von ihm ab fiir alle » > 7 


a(c,) + Fa = alc.) — VP +¢>n>0 


ist, mit einem geeigneten positiven 7 > 0. Aus (4. 4) erhilt man dann 
fds 


¢, 


und mit Verwendung der Hypothese (4. 5) hieraus 
[ds 


a 
lim —— = 0. 
‘> 2 \ds 





Das bedeutet aber 





lim 2—= 
‘> j ds 
Ooag 
oder mit Einfiihrung des Funktionals q (c): 
[ds 


lim a(¢) = ©; 


cy 


weil aber hierin der zweite Faktor fiir alle v beschrinkt bleibt, so folgt schlieB- 
lich 
(4. 6) lim q (¢,) = @. 
Andererseits la8t sich fiir das Funktional p(c) nach (4. 4) leicht die 
Identitat aufstellen: 
px+qy 
oy Ve" T y 
fds 
e 
fds 
1+ a(c)- << __ 
f Ads 


q(¢)+ 





p(cd = 


c 
aus der unter Heranziehung von (4. 6) 
j Ads 
lim p(c,) = lim “—->m,>0 


> '—-> co fds 
cy 
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resultiert. Aus dem hierin liegenden Widerspruch gegen (4. 5) schlieBt man 
zunichst, daB die beiden Bedingungen (4.1) und (4.5) miteinander nicht 
vereinbar sind. 


Nun betrachten wir fiir q(c) insbesondere eine Maximalfolge (¢,) aus 
lauter einfach geschlossenen Jordankurven, wie solche ja nach dem Satze 1 
sicherlich existiert. Waren die hierin vorkommenden Kurven ¢, nicht von 
gleichmaBig beschrinkter Bogenlinge, so schlésse man auf Grund des Green- 
schen Satzes®) leicht auf die Gleichung 


S(pe+qpat 
c 
yao fVz*+ y2dt 


cy 


die mit der Formel (4. 5) iibereinstimmt. Da dies aber, wie soeben gezeigt, 
mit der Forderung (4. 1) unvereinbar ist, so ist der Satz 3 damit auch schon 
bewiesen. 


§ 5. Als zweite Anwendung des Satzes 1 aus § 1 beweisen wir den 
Satz 4. Es ist 


(5. 1) q(B,M) = @ 


dann und nur dann, wenn es auf M geschlossene Integralkurven des Systems (E. 4) 
gibt. 

Er ist fiir die beabsichtigte Verwendung des Funktionals q (c) im Aufbau 
der Theorie der Funktionenklasse ¥ (B, M) der wichtigste; denn er gestattet 
sofort die Aussage, da8 alle Funktionen der Klasse § (6, M) gleichgradig 
stetig sind, sofern es auf MM keine geschlossenen Integralkurven von (E. 2) 
gibt, da man aus einem endlichen q (8, M) auf die gleichmaBige Beschrankt- 
heit der Steilheiten 7, der Funktionen f(z, y) c ¥ (B, Mt) schlieBen kann. 


DaB im Falle des Vorhandenseins geschlossener Integralkurven von (EK. 2) 
auf M, die dann alle wegen des Fehlens singularer Punkte auf M sogar einfach 
geschlossen sein miissen, (5.1) gilt, ist selbstverstindlich. Wir haben also 
nur das Umgekehrte zu beweisen, daB (5.1) die Existenz geschlossener 
Integralkurven auf M nach sich zieht. 


%) Um die fiir seine Anwendung notwendigen, aber im allgemeinen nicht vor- 
handenen ersten Ableitungen der Funktionen p(z, y) und q(x, y) nach zx, y zu be- 
kommen, hat man gegebenenfalls p und qg durch geeignete Polynome p, (x, y) und 
q, (x, y) zu approximieren und hinterher den begangenen Approximationsfehler auf 
Null herunterzudriicken. — Ubrigens bedeutet die Einfiihrung des Greenschen Satzes 
an dieser Stelle die Beschrankung auf den zweidimensionalen Fall; denn sie ist aqui- 
valent mit der Einfiihrung des Jordanschen Kurvensatzes, nach dem jede einfach ge- 
schlossene Jordenkurve die Ebene in zwei Gebiete zerlegt 


&* 
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Dazu benutzen wir eine Maximalfolge {c,} einfach geschlossener Jordan- 
kurven fiir q(c), die nach dem Satze 3 des vorigen Paragraphen alle von 
gleichmaBig beschrinkter Bogenlinge sind, und kénnen dann ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit gleich annehmen, daB die ¢, gegen eine rekti- 
fizierbare Grenzkurve ¢, konvergieren, welche allerdings nicht notwendig auch 
einfach geschlossen zu sein braucht. ¢) kann aber nicht nur aus einem einzigen 
Punkte bestelien, da sonst (4. 5) Geltung hatte, was sich mit der Forderung 
(5. 1) nicht vertrigt. Wir wollen nun zeigen, daB c, eine einfach geschlossene 
Integralkurve von (E. 2) auf M ist. 


Zu dem Ende betrachten wir das Funktional 
fay 2+ 8s Hae 
c 
auf den Kurven c, unserer Maximalfolge und haben fiir dasselbe wegen seiner 


Stetigkeit auf der Gesamtheit aller rektifizierbaren Kurven gleichmaBig be- 
schrinkter Bogenlinge) 


‘> @ 


(5. 2) lim pa (2 + &y)dt = a *(E,2 + &,y) dt. 


Andererseits folgt aus der Unterhalbstetigkeit des Funktionals 
f4-Vép+ &2-Va* + ae 
¢ 





auf der Gesamtheit aller rektifizierbaren Kurven"™) gleichermaBen 








'-> co 


(5.3) lim ch 4- VTE VF+ Pat > bs. VETS VE wae. 
ty fo 
Drittens hat man wegen der gleichmaBigen Beschranktheit der Bogenlingen 


der Kurven ¢c, im Verein mit der Voraussetzung (5. 1) 


(5. 4) lim [ Vt + wat = 0, 


‘oo 
¢, 


woraus man fiir jedes ¢ > 0 auf die Existenz eines Indexes » (e) schluBfolgert, 
von dem ab 


(5.5) [A-VE+E- VP +P dt—e<[4-(6,-24+&-s)de 





(vy > »(e)) 


10) L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni, I (Bologna 1921), § 108b. 
1) L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni, I (Bologna 1921), § 97. 
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ist; die umgekehrte Relation, namlich 
(5.6) = fA-(8,-# +8 -dt < [4-VE+ EVP + Pade, 
¢, ct, 





gilt wegen der Schwarzschen Ungleichung allgemein. (5.5) und (5. 6) geben 
nun vereint 


OS [4-(VETE- VP +7 —(E4+8 Dldt<e, 





und hieraus flieBt bei Beachtung von (5.2) und (5. 3) 
(5.7) O= [ 4-(VE +8 Ve + 7? — (6,2 +E, w]e, 
sa) 





denn ¢ > 0 durfte ganz beliebig klein sein. Der Integrand von (5. 7) ist aber 
nie negativ (Folge der Schwarzschen Ungleichung!); mithin muB fast iiberall 
auf ¢, 

(5. 8) g:y = &:&, 

sein. Da aber die Funktionen &, (2, y), &, (z, y) auf 8 stetig sind, muB (5, 8) 
iiberall auf c, gelten, was soviel bedeutet, wie, daB cy eine geschlossene Integral- 
kurve von (E. 2) auf der Punktmenge M ist. 

Damit ist Satz 4 in allen Teilen bewiesen und gleichzeitig gezeigt, daB 
fiir q (B, M) = o Kurven in € (B, M) existieren, auf denen q (c) seine obere 
Grenze wirklich annimmt. Da8 dies im allgemeinen fiir endliche q (8, M) 
nicht der Fall sein wird, ist ein Ergebnis der Theorie der Funktionen geringster 
Steilheit, das erst nach Behandlung der Funktionenklasse § (8, M) bewiesen 
werden kann (vgl. dazu § 18). 


II. Die Funktionenklasse § (8, M). 


§ 6. Wir schicken ein Lemma voraus, das die Erweiterung einer auf einer 
abgeschlossenen Punktmenge IM definierten Funktion beschrinkter Steilheit 
betrifft und welches uns beim Aufbau der Theorie als willkommenes Hilfs- 
mittel dienen wird. Es lautet: 


Lemma. Ist E (x,, y,; 22, Y_) eine eindeutige, nicht negative und stetige 
Funktion der beiden Punkte (x,, y;) und (xq, y,) aus B, welche die Eigen- 
schaften hat: 

1. ste ist symmetrisch in den beiden Punkten (x1, y,) und (2X9, Ys): 

(6. 1) E (2, Y13 La, Yo) = E (Xo, Ya; Z, ¥1), 


2. sie verschwindet dann und nur dann, wenn die beiden Punkte (2, y;) 
und (25, Y,) miteinander zusammenfallen, 
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3. sie erfiillt fiir jedes Punktetrippel (x,, y;) (i = 1, 2,3) die ,,Dreiecks- 
ungleichung* 
(6. 2) E (25, Y13 Ta, Y2) + EB (Xs, Yo; Zs, Ys) = E (2, ¥15 Zs, Ys), 
und liegt auf der abgeschlossenen Punktmenge M eine eindeutig und stetig 
definierte Funktion { (x, y) vor, die dort fiir jedes Punktepaar (x,, y;) (£2, Yo) 
eine ,,Lipschitzsche Bedingung 
(6. 3) \f (3, ¥1) — f (22, ¥2)| S K- B(x, y; Ze, ye) 
mit dieser Funktion E (x, y,; 2g, Ya) und einer gewissen Konstanten K erfiillt, 
so laBt sich dazu stets eine im ganzen Bereich B definierte Funktion F (z, y) 
angeben, welche die Fortsetzung von f (x, y) ist, d. h. welche auf M mit f (x, y) 
tibereinstimmt, in ganz B der Lipschitz-Bedingung (6.3) gentigt und auferdem 
den Wertebereich von f{ (x, y) nicht tiberschreitet, was sich in den Gleichungen 
Max F (z, y) = Max /(z, y), 
8 mK 
(6. 4) ‘ : 
| Min F(z, y) = Min f(z, y) 
fs wx 

ausdriickt. 

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir die Voraus- 
setzung 
(6. 5) OSf(z,y) SA arf M 
machen, da sonst die Uberlegungen nur an der Funktion 

fh (z, y) = f(z, y) _ ha y) 


durchzufiihren waren. Wir bilden dann die Hilfsfunktion 

(6. 6) F (x, y|&,) = Max(0; f(&,) —K-E(z,y; &, ml, 

in welcher (z, y) den ganzen Bereich 8, (£. n) aber nur die Menge M beschreiben 
darf. Fiir festgehaltenes (&, 7) geniigt (6.6) fiir jedes Punktepaar (7,, y,), 
(Zq, Y2) aus B der Lipschitz-Bedingung (6. 3), wie aus den Eigenschaften von 
E (zx, y; &,), insbesondere (6. 1) und (6. 2), sofort einleuchtet. Andererseits 
befriedigt sie aber auch fiir jedes Punktepaar (&,,,) und (£5, 72) aus M 
die Ungleichung 

(6. 7) f (Es, m1) = F (&1, "1&2, m2), 


und Gleichheit steht hier nur, wenn (&,, 7;) mit (&, 72) zusammenfallt. Das 
folgt neben der Verwendung von (6. 5) vor allem aus der Lipschitz-Bedingung 


(6. 3). 
Bilden wir nun die Funktion 
(6. 8) F (x, y) = obere Grenze F(z, y|&, 7), . 


én Cm 








2 
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so kommen ihr, wie wir jetzt zu zeigen haben, alle Eigenschaften der Funktion 
F (zx, y) unseres Lemmas zu: In der Tat folgt zunachst aus (6. 7) ihr Zusammen- 
fallen mit f(z, y) auf der Menge M. Zum zweiten erfiillt sie die Relationen 
(6. 4), da diese Folgen sind der Voraussetzungen (6.5), (6.6) und (6. 7). 
Aber auch die Lipschitz-Bedingung (6. 3) ist fiir (6.8) richtig; denn zu jedem 
Punkte (x,, y,) gibt es auf der abgeschlossenen Punktmenge M einen Punkt 
(&, %o), fiir welchen 


(6. 9) F (2, 9) = F (2, y1| £0, No) 
ist. Wahlen wir nun die Bezeichnung des Punktepaares (7, y;), (72, Ye) 80, 
daB 

F (24, y;) > F (22, ye) 


wird, so haben wir wegen (6.8) und (6. 9): 
0 < F (x,, y;) — F (£g, Y2) S F (#4, y1| €, mo) — F (22, Yo! Fo, No), 


und da, wie schon festgestellt wurde, die Funktion F (xz, y | &, 7) die Lipschitz- 
Bedingung (6. 3) erfiillt, so folgt hieraus das gleiche fiir die Funktion F (z, y) 
(6. 8) selbst. — Damit ist das Lemma in allen Teilen bewiesen. 


a) 

§ 7. Wir entwickeln jetzt das kombinatorisch-topologische Geriist der- 
jenigen Zusammenhinge, die zwischen den Kurven ¢ C€ (B, M) mit maxi- 
malem Dichtigkeitsquotienten q(c) und dem Minimum T (%, M) der Steil- 
heiten 7’, der Funktionen f(z, y) aus % (8, M) bestehen und die schlieBlich 
in der schon in der Einleitung erwahnten Gleichung 


T (B,M) = gq (B, M) 


ihre kiirzeste und genaucste Ausdrucksform erhalten werden. Zu dem Ende 
vereinfachen wir erst einmal die allgemeine abgeschlossene Punktmenge M 
erheblich, indem wir sie durch ein System endlich vieler getrennt liegender 
Intervallbégen J,, ersetzen, die auf endlich vielen Integralkurven 


C,, Cy, Cs, ..., Cy... 
des Systems (E. 2) verteilt sind: 
Fix Cy, 


und deren Durchnumerierung (Index | = 1, 2,:..) fiir jedes k so gewahlt 
sei, da8 ihre Aufeinanderfolge nach wachsenden Indizes iibereinstimmt mit 
der Aufeinanderfolge entsprechend der Orientierung von C,; bezeichnen wir 
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dann der bequemeren Ausdrucksweise wegen in diesem Abschnitte mit 
x (Aix) den vorderen (hinteren) Endpunkt von J,, und ordnen wir jedem 
Intervall J,, noch eine reelle Zahl w,, S 0 zu, so handelt es sich jetzt um 
die Theorie derjenigen in 8 eindeutigen und stetigen Funktionen 9 (P), die 
auf den J,, die Bedingungen 


(7.1) P (Mx) — p(hu) => ann (ds 
Jtk 


erfiillen, und um deren Zusammenhang mit der raumlichen Verteilung der 
Intervalle J;,. 


Zunichst ist die Existenz solcher Funktionen, fiir die (7.1) gilt, fast 
selbstverstindlich ; denn setze man etwa ¢ (h,,) = 0 fest fiir jedes iiberhaupt 


vorkommende k=1,2,... und _bestimme 
G man dann sukzessive die Funktionswerte 
vik Y (%yx), P (hae), MP (Vex), ... durch die Glei- 
chungen 
MiZ Jk 
p (Vx) = @,,:| ds, 
1k 
P (hax) = P(r 2), 
Fig. 2. 9 (24) = P (hax) tore fds 


Jor 
usw., 
so erhalt man dadurch eine freilich erst nur auf der Gesamtheit 3 aller Inter- 
vallendpunkte der J,, definierte Funktion; diese l48t sich aber sofort zu 
einer in ganz % eindeutig bestimmten fortsetzen, weil sie die Voraussetzungen 
des Lemmas aus dem vorigen Paragraphen erfiillt. 

Unser Interesse gilt nun aber in ganz besonderem MaBe denjenigen unter 
diesen Funktionen, deren Steilheit™) einen kleinstméglichen Wert S besitzt 
und die wir zur Funktionenklasse © zusammenfassen wollen. Ihre Existenz 
ergibt sich sofort aus der Bemerkung, daB alle (7. 1) befriedigenden Funktionen 
y (P) gleichgradig stetig sind, sofern sie beschrankte Steilheiten haben, und 
daB sie daher eine normale Familie bilden; in einer solchen besitzt naimlich eine 
jede Minimalfolge von Funktionen {¢,}, deren Steilheiten gegen die untere 
Grenze S konvergieren, eine zur Familie gehérige Haiufungsfunktion y (P), 
deren Steilheit T,, mit der unteren Grenze S zusammenfillt. 

Die besondere Bedeutung dieser Funktionenklasse © liegt fiir uns nun 
darin, daB jede ihr angehérige Funktion g (P) ihre Steilheit 7, = S schon 
zwischen zwei Punkten P und Q der Endpunktemannigfaltigkeit 3 der 


12) Definition der Steilheit durch Formel (E. 4) der Einleitung! 














— 


eS 


~~ 
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Intervalle J,, annimmt. Bezeichnen wir namlich fiir irgendein gy (P) aus & 
mit 33) 


S.. = obere G 1p (P)— (Q)I 
a9 oo eae Spe ard 
so mu8 S, = S sein, da sich sonst folgendermaBen ein Widerspruch kon- 


struieren lieBe: ,,Verstiimmeln“ wir namlich zunachst einmal die Funktion 
y (P) dadurch, da8 wir nur ihre auf der Endpunktemannigfaltigkeit 3 an- 
genommenen Werte beibehalten, und erweitern wir dann diese ,,Rumpf- 
funktion“ nach dem Lemma des § 6 zu einer in ganz $ eindeutigen und stetig 
definierten Funktion 9 (P), so erfiillt diese letztere ebenfalls alle an die 
Funktionen der Klasse © gestellten Bedingungen, und doch hatte sie eine 
kleinere Steilheit S; < S, was nicht angeht. 


§ 8. Wir kommen jetzt zum eigentlichen Kern der ganzen Theorie; 
der diskrete Charakter der Intervallmenge {J,,} gestattet uns nimlich einen 
genaueren Einblick in die Zusammenhinge, die zwischen den Funktionen der 
Klasse © und jenen geschlossenen orientierten Kurven ¢ bestehen, die in 
einem méglichst groBen ,,relativen Anteil“™) die gerichteten Kurvenintervalle 
J gleichsinnig beriihren. 

Zu dem Ende bilden wir eine erste Punktmenge $ aus allen jenen Punkte- 
paaren (P,Q), die sich aus Punkten der Endpunktemannigfaltigkeit 3 zu- 
sammenstellen lassen und in denen jede Funktion y(P) der Klasse © die 
Gleichheit 

ly (P) — v(Q)! 
me Fg =8 
erfiillt; wir behaupten: $ ist nicht leer. Denn sonst gabe es zu jedem Punkte- 
paar (P;,Q,) aus 3 eine Funktion y;(P) aus 6 mit 


lv, (P,) — ¥,(@,)I 
E(P, Q,) 


und man hatte in der Funktion 
y(P) = 2 te ys (P) 
t; _ 0, at; = 1 
i 





(3. 2) <8, 


eine Funktion aus ©, die 

| yp, (P)— ¥,(Q)| 
E£(P,Q) 

12) E (P, Q) bezeichnet hier im folgenden stets die euklidische Lange der kiirzesten 


zwischen P und Q méglichen Verbindungslinie [' (P,Q) innerhalb 8. 
14) Vgl. hierzu Anm. ‘). 


FP.) <* 
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erfiillte fiir alle aus 3 bildbaren Punktepaare P und Q; ein Gleichheits- 
zeichen kann namlich hier nicht stehen, da ein solches das gleichzeitige 
Erfiilltsein aller Gleichungen 

| vy, (P)— y, (Q)) 

E (P,Q) 

voraussetzte, was aber von der Funktion y,(P) gewiB im Punktepaare 
(P,Q) = (P;, Q,) verletzt wiirde, da ja hierfiir (8. 2) bestehen sollte. Wegen 
(8.3) wire also S noch nicht die untere Grenze der iiberhaupt méglichen 
Steilheiten gewesen, entgegen der Voraussetzung. 


= 8 


§ 9. Neben $ ordnen wir dann zweitens jeder Funktion y aus © noch 
die Gesamtheit $B, aller derjenigen Punktepaare (P,Q) zu, die Endpunkte 
eines solchen gerichteten Intervalls J,, sind, iiber welchem y (P) die Gleichung 


P 
(9.1) v(P)— y(Q)=orn- f ds 
@ 
Sik 
befriedigt und worin P die Rolle des vorderen, Q die des hinteren Endpunktes 
spielt. 


§ 10. Ist jetzt (P,, P,) ein Punktepaar aus $ in solcher Numerierung, daB 
(10. 1) y(P,) > y(P2), (y cG) 
gilt, so bestimmen wir dazu eine gréBte nicht mehr erweiterungsfahige Punkt- 
menge Ny, (P,), die P, enthalt, folgendermaBen: Wir nehmen zu dem Punkte P, 
alle und nur diejenigen Punkte P der Endpunktemannigfaltigkeit 3 hinzu, 


die mit P, zusammen entweder 1. ein geordnetes Punktepaar (P,, P) aus B 
ergeben und dann 


(10. 2) vy (P)— y(P2) = —S-E(P, P3) 


erfiillen, oder aber 2. ein solches aus §,, liefern, fiir welches 


p 
(10. 3) y(P) — y(P,) = on: f ds 
hie 
ist und worin J,, das von P, nach P fiihrende Intervall bedeutet; in beiden 
Fallen ist die Reihenfolge P, — P fiir die anschlieBenden Betrachtungen von 
Wichtigkeit (siehe das SchluBergebnis der Formel (10, 4)). Wir ziehen jetzt 
im ersteren Falle von P, nach P eine euklidische Allerkiirzeste des Gebietes B, 
im zweiten das schon erwahnte orientierte Interval] J,,, und verfahren mit 
den so gefundenen Punkten in der gleichen Weise wie zuvor mit P,. Nach 
endlich vielen Schritten findet dieser ProzeB sein Ende und liefert einen 
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linearen Komplex, dessen Eckpunkte die gesuchte Punktmenge ®,(P,) 
ausmachen. Von ihr wollen wir jetzt zeigen, daB sie stets neben P, auch 
noch den Punkt P, enthalten muB8; denn anderenfalls kénnte man die Funktion 


y (P) durch die etwas abgeinderte Funktion 
5 (P) = { p(P)+h fir PCN, (P,), 
¥ he yp (P) fiir die iibrigen Punkte 


ersetzen, die fiir hinreichend kleine h > 0 auch noch der Klasse © angehért, 
fiir die aber 


v(P)— ¥(P,) _ vl Pi) — v (Po) h s h s 


0<"T(P, P;) ~~ E(P,P,) ~ EW, Py) ~ °— FP, Py < 








ist, so daB (P,, P,) entgegen der Voraussetzung nicht zu der Menge  ge- 
héren kénnte (Widerspruch!). 

Damit ist aber der Hauptschritt getan; denn vermége der soeben be- 
wiesenen Tatsache und seiner oben beschriebenen Entstehungsgeschichte liegt 
auf dem Komplex ®,.(P;) stets mindestens ein geschlossenes orientiertes 
Kurvenpolygon ¢,, dessen Seiten aus gerichteten Allerkiirzesten I" des Ge- 
bietes 8 und gerichteten Intervallbégen J,, der Integralkurven C, bestehen, 
auf denen die Bedingungen (10. 2) bzw. (10. 3) erfiillt sind. Seien nun {Q,} 
die Eckpunkte dieses Kurvenpolygons, sq folgt aus der Identitit 


* (y (Qx) ~ v (Qe+1)) = 0, 
in der iiber alle Eckpunkte Q, zu summieren ist, und unter Beriicksichtigung 
der GesetzmaBigkeiten (10. 2) und (10. 3) sofort die Gleichung 
Zw,,: Ide 
Jy YF YF 
(10. 4) Bae eeepc, 
Zz \ds 


19; 


in der wiederum die Summen iiber die angezeichneten Seitengesamtheiten 
von ¢, zu erstrecken sind. (10. 4) aber besagt, daB die kleinste Steilheit S 
in der Klasse aller (7. 1) erfiillenden Funktionen y (P) bestimmt werden kann, 
wenn man den ,,Dichtigkeitsquotienten untersucht fiir die auf geschlossenen 
Polygonziigen méglichen Verteilungen derjenigen gerichteten Intervalle J;,, 
lings welcher die Orientierung von cy mit der der Integralkurven C,, iiberein- 
stimmt. 

Alle jetzt noch vorzunehmenden Betrachtungen haben nur den einen 
Zweck, die durch die Verwendung allgemeiner Punktmengen entstehenden 
mengentheoretischen Kompliziertheiten auf die einfachen Verhiiltnisse der 
Gleichung (10. 4) zuriickzufiihren. 
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b) 

§ 11. Wir gehen dabei schrittweise vor, indem wir zuniichst die diskrete 
Intervallmenge {J,,} ersetzen durch eine auf endlich viele Integralkurven C, 
verteilte abgeschlossene Punktmenge I, von der wir nur verlangen, daB sie 
keine geschlossenen Integralkurven des Systems (E. 2) enthalte. 

Die einzelnen Durchschnitte 


C, = CL ARM 


fiihren wir dann wieder auf eine diskrete Intervallmenge dadurch zuriick, daB 
wir an ihrer Stelle die Intervalle J,, einer ,,Vitalischen Uberdeckung‘ 5) der 
Menge C,, betrachten, deren Giite wir fortschreitend verbessern und so schlieB- 
lich den begangenen Approximationsfehler unter jede Schranke herunter- 
driicken. 

Die GréBen w,, der Bedingung (7.1) ersetzen wir hier durch 





J Ads—r- j ds 
_ Cedix Tix Sik’ 
— Jods 
Jik 


und haben es folglich mit der Gesamtheit derjenigen in 8 eindeutigen und 

stetigen Funktionen / (x, y) zu tun, die auf den J,, die Forderungen. 
fias> ( Ads—t- fj ds 

Jie Ch: Jun Jin — ke Six 


(11. 1) 


erfiillen. Hierin ist dsc, das positiv orientierte Linienelement der Integral- 


kurve C,, t eine beliebige Konstante, iiber deren zweckmaBigste Wahl dann 
spiter noch zu entscheiden sein wird (siehe §13). Wir nennen 


(11. 2) T (rt) = untere Grenze T,, 
” 


worin f (x, y) alle vorhin genannten Funktionen als Konkurrenz durchlaufen 
mége, und entnehmen jetzt aus den Uberlegungen des § 7 sofort die Existenz 


5) Unter einer ,,Vitalischen Uberdeckung wollen wir im folgenden stets eine 
Uberdeckung einer Punktmenge M verstehen, die nach den Prinzipien des Vitalischen 
Uberdeckungssatzes vorgenommen wurde. Derselbe sagt bekanntlich folgendes aus: 
Ist jedem Punkte einer beschrinkten und meBbaren Punktmenge M eine Folge ihn 
enthaltender und sich auf ihn zusammenziehender Intervalle zugeordnet, so 14Bt sich 
zu jeder vorgegebenen Zahl e > 0 eine aus getrennt liegenden Intervallen dieser Gesamt- 
heit gebildete Teilmenge so angeben, daB die von ihr nicht tiberdeckten Punkte der 
Menge M ein MaB besitzen, das unterhalb der nur von ¢ abhangenden Schranke « - » M 
gelegen ist. [Vgl. C. Carathéodory, Vorl. iiber reelle Funkt. (2. Aufl. Berlin 1927), 
§ 288.) , 
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mindestens einer (11. 1) geniigenden Funktion / (x, y), deren Steilheit T; mit 
T(t) iibereinstimmt: 


(11. 3) T; = T(z). 


§ 12. Wir wollen nun zunichst die fiir das weitere wichtige Frage nach 
der Abhangigkeit der kleinstméglichen Steilheit T(t) von der Konstanten t 
untersuchen und beweisen dariiber den 


Satz 5. T(r) ist eine stetige und mit wachsendem t nie zunehmende 
Funktion von t, fiir welche 


(12. 1) TO)S>0, T(«)=0 
ist. 
Beweis. 1. Zuniachst ist 
(12. 2) T(t, =T(r,) fir 1r<t 


deshalb, weil fiir kleinere t die Ungleichung (11. 1) eine schiirfere Bedingung 
darstellt als fiir gréBere (Monotonie). 


2. Den Beweis fiir die Stetigkeit von T (r) fiihren wir in zwei Schritten: 
1. Schritt. Es ist immer 


(12. 3) T (rt +0) = T(r). 


Aus (12. 2) folgt naimlich zunichst nur 7 (t + 0)-SS 7'(r). Bestiinde aber 
hier wirklich fiir ein ty das Kleiner-Zeichen 


(12. 4) T (t% + 0) < T (%), 


so erhielte man folgendermaBen einen Widerspruch: Man nehme eine stets 
abnehmende gegen t, konvergierende Folge positiver Zahlen 


one Mem Teng 0 oe OH 
und bestimme zu jeder derselben eine Funktion f, (2, y), die (11.1) und 
T;, = T (t,) 


erfiillt (siehe § 11). Fiir diese Funktionenfolge ff, (x, y)} ist einerseits auf Grund 
von (12.2) und (12. 4) 


TT, ST;7,,,S--- ST (m+ < TF (t%), 


Vita 
wihrend andererseits gerade hieraus auf die gleichgradige Stetigkeit der 
/,(z, y) und damit auf die Existenz einer konvergenten Teilfolge 


fi (a, y) > fo (x, y) 
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geschlossen werden kann, die gegen eine (11.1) mit t = t, befriedigende 


Funktion /, (z, y) konvergiert. Beides zusammen fiihrt zu der unméglichen 
Relation 


T(t) S Tt; ST (t+ 0) < T(t), 
womit (12.3) bewiesen ist. 
2. Schritt. Es ist stets 
(12. 5) T (tr — 0) = T(t). 
Das ist selbstverstindlich, wenn man bedenkt, daB die (11.1) erfiillenden 


Funktionen / (x, y) kleinstméglicher Steilheit diese ihre Steilheit immer schon 
zwischen zwei Punkten annehmen, die aus der Mannigfaltigkeit der Endpunkte 
der Intervalle J,, genommen sind (vgl. §7). Bedeuten also t, und t, — h 
(h > 0) zwei beliebige hinreichend nahe beieinander gelegene t-Werte, so kann 


man immer eine Funktion hy (x, y) finden, welche (11.1) mit t = tT, be- 
friedigt und fiir welche 

Tz = T (%) 
gilt, und dazu eine andere f, (x, y), die (11. 1) mit r = t) — herfiillt und deren 
Steilheit 77, ganz beliebig wenig von der Steilheit T 7, abweicht™*): 


(12. 6) |77, — T7,| S 6 (A) 
(6(h) wird zugleich mit h zu Null). 


Weil nun aber (11. 1) fiir t = t, — A eine schiarfere Bedingung darstellt als 
fiir t = tT) > tT — A, ist 


T;. -_ T;, =f (Tp), 
und das bedeutet (wegen (12. 2)): 
T;, = T(t —h) => T (%). 
Mit (12. 6) verbunden, liefert das aber 
| T(t — h) — T (t9)| S 4 (h) 


und damit die Gleichheit (12.5). In Verbindung mit (12.3) ist damit die 
Stetigkeit von T(t) bewiesen. Die iibrigen Aussagen des Satzes 5 sind 
Trivialitaéten; denn die zweite Gleichung (12. 1) spricht nur aus, da8 (11. 1) 
fiir unendlich groBe rt iiberhaupt keine Einschrankung mehr bedeutet, wihrend 
die erste Ungleichung (12.1) besagt, daB méglicherweise eine solche Ein- 
schriankung fiir t = 0 besteht. 


16) SchluBweise auf Grund der Diskretheit der Intervallmenge {J;,,}! 
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§ 13. Mit dem hierdurch bew‘esenen Satze 5 haben wir jetzt ein Instru- 
ment gewonnen, durch welches die zu Beginn des §11 erwahnte genauere 
Festlegung der Konstanten t so vorgenommen werden kann, da8 unsere Uber- 
legungen den besonderen Verhiltnissen der Funktionenklasse % (8, M) 
gerecht werden. Wir kénnen und wollen namlich t durch denjenigen eindeutig 
bestimmten Wert t ersetzen, welcher der Gleichung 


(13. 1) T(t) =7 


geniigt. Ziehen wir dann die Formel (10. 4) heran, welche die kleinstmégliche 
Steilheit T(z) zu berechnen gestattet aus der Verteilungsdichte derjenigen 
orientierten Intervalle J,, iiber das Kurvenpolygon ¢o, lings welcher sich ¢» 
ihnen gleichsinnig anschmiegt, so kénnen wir schreiben 

z[ Jf Ads—z- j ds] 


m - 
(13. 2) T(t) = ——_2-* 





(rT) r; 


worin die Summen 2 bzw. J iiber die Gesamtheit der in c, enthaltenen 
(J1%) 5) 


und mit Cy gleichsinnig orientierten Intervalle J,, bzw. der Gebietsgeoditischen 
I’, aus 8 zu erstrecken sind. 
Nun la8t sich aber (13. 2) wegen (13. 1) auch in die Form setzen 


Py f Ads 
(J 2 





ww J,. +c, 
13.3 T(t) = Lt : 
(13.3) o-Sae 
fH) 7; We J.-J 


und diese Formel driickt nun T (t) mittels der kanonischen Zerlegung (§ 1) 
O= LCI) G= LLM + FSi —-Iu-G) 
Ora r) Jip 
der Kurve ¢) aus. Der in (13.3) rechts stehende Ausdruck ist also nichts 
anderes als der Wert des Funktionals q (c,). Wir gewinnen damit die fiir die 
Weiterentwicklung der Theorie wichtige Abschaitzung 


(13. 4) T(t) S 4(B,M), 


in der allerdings die Menge IM noch, wie zu Beginn des § 11 verlangt, auf die 
endlich vielen Integralkurvenstiicke C, beschrinkt bleiben muB. 


§ 14. Verkiirzen wir jetzt die Intervalle J,, immer mehr und mehr und 
lassen ihre Anzahl ins Unbegrenzte wachsen, so bedeutet die Ungleichung 
(13. 4) die gleichgradige Stetigkeit aller derjenigen f (x, y), fiir welche 


T, = T(t) 
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ist. Diese Verkiirzung der J,, und Vermehrung ihrer Anzahl nehmen wir 
aber in Ubereinstimmung mit dem Vitalischen Uberdeckungssatz nun so vor, 
daB die Grenzgleichungen 


lim = (MI), x) = uO, M, 
i> @ ‘ 


w(MJ, ,) 
lim ee. A 1 


(14. 1) 





erfiillt sind; dem Index | haben wir dabei einen weiteren Index 1 angefiigt, um 
anzudeuten, daB wir es jetzt mit Intervallen J 1,e Ganz bestimmter Intervall- 


gruppen (etwa der i-ten) zu tun haben, die der immer weiter fortschreitenden 
Verfeinerung der Uberdeckungen der Menge MC, entsprechen. 

Zu jeder solchen Intervallgruppe {J;, ,} bestimmen wir nun im Sinne des 
§ 11 Funktionen /,(P), deren Steilheiten T;, der Gleichung 


(14. 2) T;, = T (t,) 
geniigen und worin 7, die eindeutig bestimmte Wurzel von 
T (t) = 

ist. (Die kleinstméglichen Steilheiten T(r) hangen ja jetzt auch noch von 
dem Index i der einzelnen Intervallgruppe {J \ x} ab, durch die sie gema8 den 
Vorschriften der §§ 7 mit 11 bestimmt werden.) Da fiir alle diese 7' (z;) die 
Ungleichung (13. 4) richtig bleibt — denn ihre rechte Seite hingt ja von der 
Intervallgruppe nicht mehr ab! —, so sind die Funktionen /,(P) alle gleich- 
gradig stetig, und wir kénnen daher ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 


annehmen, da8 sie gleich von vornherein so gewahlt worden waren, da8 sie 
gegen eine eindeutige und stetige Grenzfunktion 


(14. 3) ® (P) = lim f, (P) 


i- @ 


konvergieren. Die Steilheit T,, dieser Grenzfunktion geniigt natiirlich auch 
der Ungleichung 


(14. 4) T, S q(B, M). 


Um hieraus aber weitere Schliisse zichen zu kénnen, bemerken wir, daB 
auf jedem C, in fast allen Punkten der Menge MC, die Ungleichung 


(14.5) 24 
Cy 
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bestehen mu8. Wire dies namlich nicht der Fall, so kinnte man auf einem C, 


eine Teilmenge C, ©C,M von positivem Lebesgueschen Mae finden, in 
deren Punkten 


(14. 6) ing S 4 ee ¢>0 


ds, —_ 


ist. Das fiihrt dann ndisinesalil zu einem Widerspruch: Man nehme eine 
aus getrennt liegenden Teilbégen von C, bestehende Umgebung L der Menge C > 
mit der Eigenschaft, daB das Ma «(ZL —C,) ihrer Komplementarmenge 


L — C, die vorgeschriebene Zahl ¢ > 0 nicht iibersteigt; dann ist einerseits 
wegen (14.4) und der Annahme (14. 6) 


.-, {d@ d® ee d@, ~ 
(14. 7) [eas = | Pas + aqs4 s<| Ads—€-uC, + e-q(B,M). 
L % L 
Andererseits aber besitzen wegen der Grenzgleichungen (14. 1) fiir hinreichend 
groBe Indizes i die Punkte von L, die auBerhalb aller, héchstens mit Ausnahme 


ihrer Endpunkte, ganz im Innern von L gelegenen Intervalle J, , enthalten 
sind, ein Mab 


< 2u(L—C,) S2¢, 
da ja alle diese Intervalle J 1k mit der Menge C,M auch die Punkte der Menge C 2 
iiberdecken. Wir kénnen mithin die Abschitzung 
al -y ali af, >> df, ; 
\ s= > s + q,4% q,z 48 — 22q(B,M) 
Tu rct Ty aerial FL (L) Jue 


> Y[ | 4as-< | ds] — 2¢-4(B, M) 


Ji. 
kb 28 Tie Bie 


behaupten, die mit (14. 7) vereinigt 


( Gt-fjeol S Loe [aa sJ+e 


. 74. CL i 
L uk yk Uy 


— 3-e-q(8,M) — 7: ioe ds 


— Jue— BSI, 


ergibt. Wegen der zweiten Gleichung (14. 1) und der Willkiir von ¢ werden hier 
nun das dritte und vierte Glied rechts mit wachsendem « > @ ganz beliebig 
klein; das erste Glied rechts strebt aus gleichen Griinden gegen eine nicht 
negative Zahl — denn es ist C » (MC, und die J 1k iiberdecken mit zunehmen- 
dem 7 die Menge IM C, immer besser! —, wiahrend allein das Glied mit £ un- 
veriindert seinen Wert beibehalt, der positiv ist. Links wird das Integral fiir 
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i—o zu Null, da die /; gegen ® konvergieren und Z aus getrennt liegenden 
Intervallbégen aufgebaut ist. Beides zusammen ist unvertriiglich, falls 
uC, > 0 ist. Damit ist (14.5) bewiesen und zugleich gezeigt, daB ® (P) 
der Funktionenklasse § (6, M) angehért. Fiir jede Funktion dieser Klasse 
ist aber 


(14. 8) T, = 4(B, M), 


woraus man dann auf 
(14. 9) T (B, M) } g (B, M) 


schluBfolgert; denn fiir jede geschlossene Kurve ¢ C € (8, M) gilt die Gleich- 


heit 
=> ee= ji gods | aes 


xy 
aus der mit Riicksicht ois die Ungleichungen 


“! > A fast aiberall auf 
und 
d 
Z| <= T, auf ganz c 
die Abschatzung 
(14. 10) 0>[Ads—T,-[ds 
c i 


resultiert. (14. 8) ist aber nur ein anderer Ausdruck fiir die in (14. 10) aus- 
gesprochene Tatsache. 

Verbinden wir endlich (14.9) mit (14.4) und der oben bewiesenen 
Bemerkung, daB ®(P) der Funktionenklasse § (8, M) angehért, so kénnen 
wir daher unsere Uberlegungen zu dem Ergebnis zusammenfassen. 

Satz 6. Ist die abgeschlossene Punktmenge DW auf endlich vielen ganz 
im Innern von B® gelegenen Integralkurvenstiicken des Glewchungssystems 
(E. 2) "= &, (z, y), y a &, (z, y) 
verteilt und ist auf M keine geschlossene Integralkurve dieses Gleichungss ystems 
vorhanden, so gibt es in % (B, M) stets mindestens eine Funktion ® (P) geringster 
Steilhei 
(14. 11) T, = T(B,M), 
und diese Steilheit T (8, M) laBt sich aus der Betrachtung der Dichtigkeits- 
verteilungen der Punkte ¢’, in denen die geschlossenen Kurven ¢ c€ (8, M) 
die Vektoren (&,, &,) auf der Menge M gleichsinnig beriihren, mittels des Dichtig- 
keitsfunktionals q(c) durch die Formel 


(14. 12) 4 (B, M) = T(B, M) 
errechnen. 
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§ 15. Um jetzt als letztes unsere Theorie auch auf flichenhaft verteilte 
Punktmengen MM ausdehnen zu kénnen, betrachten wir erst einmal den 
Sonderfall, da8 I ganz in einem Kurvenrechteck Q untergebracht sei, das 
von zwei Integralkurven des Systems (E.2) und deren orthogonalen Tra- 
jektorien begrenzt wird. Wir nehmen wieder an, auf M gebe es keine ge- 
schlossene Integralkurven C von (E. 2), und machen dann auf den von Rand 
zu Rand durch Q ziehenden Integralkurven C dieses Systems (E. 2) die 
folgende Konstruktion. 

1. Wir geben uns eine Zahl ¢ > 0 beliebig vor. 

2. Wir bilden eine Unterteilungsfolge {Z,} aus fortgesetzten Halbierungen 
der durch Q gespannten Integralkurvenstiicke C, wobei Z, jedes solche 
Integralkurvenstiick in 2* gleich lange Intervalle”) CJ, yy er 
schneidet, die wir in dyadischer Weise so durchnumerieren wollen, dab 
ihre dadurch auf C bestimmte Reihenfolge dieselbe wird, wie wenn sie nach 
der Orientierung von C angeordnet worden waren. 

3. Aus der Gesamtheit aller dieser Intervalle C-J, __,, scheiden 
wir zunachst diejenigen aus, die mit der in Ziffer 1 genannten Zahl ¢ > 0 die 
Ungleichung 
u(MCI, .) : 

oF 5, ik =*? 


erfiillen. Sie bilden eine unter Umstinden iiberabzihlbare Intervallmenge. 

4. Wir reduzieren dieselbe dann auf eine ,,iiberall dichte“‘ abzaihlbare 
Intervallmenge 3(Z,;¢) mit der Eigenschaft, daB jedes beliebige (15. 1) 
erfiillende Intervall C-J, ___,, Grenzintervall ist von einer geeignet be- 
stimmten Auswahlfolge von Intervallen der Menge 3 (Z;,; €), folgendermaBen: 
Da die Intervalle eines festen dyadischen Indexes ,,quer‘‘ zu den Integral- 
kurven C von (E. 2) genau die namliche Anordnung aufweisen wie die Punkte 
einer Strecke, so l4Bt sich auch mittels der aus der linearen Punktmengen- 
theorie geliufigen Methoden eine Auswahlmenge von Intervallen herstellen, fiir 
die alle tibrigen Intervalle CJ, ___ ,, Grenz- (Haufungs-) Intervalle sind. Die 
Vereinigung aller dieser zu den verschieden dyadischen Indizes (v, ... »,) 
gehérenden Auswahlintervalle derselben Zerlegung Z, bildet dann die gesuchte 
Intervallmenge 3 (Z,; ). 

5. Wir lassen schlieBlich die Zahl ¢ der Ziffer 1 eine feste Folge monoton 
gegen Null abnehmender positiver Zahlen 


(15. 2) oo Oy > 843 >... 0 


(15. 1) 





o+¥ 


17) Wir benutzen hier den Buchstaben Jy “" generell zur Bezeichnung eines 


Intervalls und beriicksichtigen die genauere Angabe dariiber, auf welcher Integral- 
kurve C nun dieses Intervall gelegen sein soll, durch den vorgesetzten Buchstaben C. 


9* 
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durchlaufen und ordnen die Gesamtheit aller in den 3 (Z,; ¢,) enthaltenen 
,,Auswahlintervalle“ in eine einfache unendliche Folge um, die wir dann kurz 
mit 3 bezeichnen wollen. 

Ist dann /; (P) eine in 8 eindeutige und stetige Funktion méglichst kleiner 
Steilheit 7, , die auf der Teilmenge IM; CM aller den 7 ersten Intervallen | 





der Menge 3 angehérenden Punkte die Ungleichung 
df, 
-_>A4 


és, = 





(15. 3) 


erfiillt, so wissen wir auf Grund der iiber M gemachten Voraussetzung, keine 
geschlossenen Integralkurven von (E. 2) zu enthalten, daB alle diese Funk- 
tionen /,;(P) von gleichmaBig beschrinkter Steilheit sind (Satz 4 in §5 
und Satz 6 in § 14) and daB es deshalb keine Beschrankung der Allgemeinheit 
bedeutet, wenn wir die /,(P) gleichmaBig gegen eine stetige Grenzfunktion 
® (P) konvergieren lassen, deren Steilheit ebenfalls der Ungleichung 


(15. 4) T,, = q (B, M) 


geniigt. Diese Grenzfunktion ® (P) erfijllt aber sogar auf jedem C die Un- 
gleichung 


(15. 5) he > A in fast allen Punkten P CMC. 


( 


Wire dics naimlich falsch und bestiinde statt dessen auf einer Integralkurve C 
die Ungleichung 
d@ » 
(15. 6) z— = 4—€¢. f[>0 
8. 


fiir die Punkte einer Teilmenge Mc MC positiven Lebesgueschen Mafes, so 


erhielte man durch folgende Schlu8kette eine Ungereimtheit: Es lieBe sich 


namlich zu jeder Zahl e, der Folge (15. 2) ein Intervall J, = angeben, das 


nO, ) 


15.7 —— > 1—~ 
(15.7) Pm ee = t 
Myer "k 
erfiillt, und fiir welches folglich 
(15. 8) (f--—a)dsex-—e¢- | as 
Cy. Mis ..vp 


+ e,-(q(B, M) + Max A)-uCd,,... - 
mM 


gilt. Da dieses Intervall Cd, aber auch Grenzintervall ist von Intervallen 
innit 


der Menge 3 mit gleich viel unteren Indizes und da die Funktionen f; (P) 
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gleichmaBig gegen ®(P) konvergieren, so ist es immer méglich, einen so 
groBen Index + zu bestimmen, dab 
\ dj, 
5 s A \ 
(15. 9) | ( —Ajds 


da, 


me | (Ft — 4) as + | (7 -4)as 


MES, (C MOJy 


- "k -"E 


> — 2e,-(4(B, M) + Max A)-uOd,..., 
mw 


k 


wird. In Verbindung mit (15. 8) und Beriicksichtigung der Ungleichung (15. 7) 
erhalt man hieraus: 


ar 
) (ai-z)4 


> [f+ (1 — &:) — 3-&-(4(B, M) + Max A)}-uCJ,,...,,. 
mM 1 


Darin kann aber die eckige Klammer rechts durch geeignetes €, positiv ge- 
macht werden, da ¢ von der GréBe der e, nicht abhangt, waihrend die linke 
Seite mit 1» & gegen Null strebt; das fiihrt aber zu einem Widerspruch, und 
daher mu8 immer (15. 5) gelten. 

Wir erkennen daraus, da8 die Grenzfunktion ®(P) zur Funktions- 
klasse § (B, Mt) gehért; und fiir alle solche Funktionen wurde das Bestehen 
der Ungleichungen (14. 8) und (14. 9) nachgewiesen, da in den hierzu nétigen 
Uberlegungen der Umstand, ob nun M kurvenhaft oder flichenhaft verteilt 
ist, gar keine Rolle spielte. Wir kénnen deshalb der Ungleichung (15. 4) 
sofort die weitere 


T, = q4(B, M) 


an die Seite stellen, die mit ihr zusammen das Ergebnis zeitigt, daB die Aus- 
sagen des Satzes 6 (§ 14) auch fiir den Fall ihre Richtigke:t bewahren, wenn 
die Punktmenge M flichenhaft verteilt ist und ganz in einem Kurvenrechteck 
unterzubringen ist. 


§ 16. Von hier ist nur noch ein ganz kleiner Schritt zu dem allgemeinen 
Hauptsatze der Theorie der Funktionen geringster Steilheit; denn ist jetzt 
die abgeschlossene Punktmenge IM irgendwie im Innern des Bereiches B 
verteilt, so liBt sie sich nach dem Borelschen Uberdeckungssatz durch 
endlich viele, héchstens in ihren Rindern zusammenstoBende Kurvenrecht- 
ecke Q,, ..., Q,,... der vorhin betrachteten Art iiberdecken, auf deren 
jedes die Uberlegungen des letzten Paragraphen Anwendung finden kénnen. 
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Konstruieren wir dann mit ihrer Hilfe aus den Funktionen geringster 
Steilheit fiir die Teilmengen MOQ, CM durch den gleichen stufenartigen 
ProzeB, der auch schon in den §§ 14 und 15 zur Beweisfiihrung herangezogen 
wurde, eine Funktion ® (P) geringster Steilheit fiir die Gesamtmenge M, so 
erhalten wir ohne groBe Schwierigkeiten den 

Hauptsatz. Ist die abgeschlossene Punkimenge M im Innern des Be- 
rewches B irgendwie verteilt und legen auf thr keine geschlossenen Integralkurven 
des Systems 


(E. 2) z= &,(z,y), y= &(2,y), 

so enthdlt die Funktionenklasse § (B, M) stets mindestens eine Funktion ® ( P) 
kleinstméglicher Steilheit 

(16. 1) T, = T(B,M), 


und diese minimale Steilheit ligt sich aus der Betrachtung der Dichtigkeits- 
verteilungen derjenigen Punkte c' Cc, im denen die Kurven ¢ <€(%B,M) 
auf M die Vektoren (&,, &,) gleichsinnig beriihren, nach der Formel 


(16. 2) T (B,M) = 4(B, M) 
berechnen. 


§ 17. Dieses Resultat wollen wir jetzt noch ein klein wenig verallge- 
meinern: Wir kénnen namlich die Bedingung, M sei ganz im Innern von B 
gelegen, streichen, wenn wir iiber den Rand ® von % voraussetzen, daB er 
rektifizierbar sei. Diese Voraussetzung miissen wir machen, damit wir sicher 
sind, in jedem Falle das Funktional q (c) auch berechnen zu kénnen. 

Bedeutet dann ’ die Menge aller jener Linienelemente von R, welche die 
Richtung der Vektoren (£,, &,) haben, so miissen wir fiir die auf dem Rande 
von % gelegenen Punkte aus M an Stelle der Forderung (E. 3) nur die folgende 
neue treten lassen: In fast allen (d. h. in allen mit Ausnahme héchstens solcher, 
die in ihrer Gesamtheit auf R das Lebesguesche MaB Null besitzen) Punkten 
PcRM soll 

df 


(17. 1) ia, = A(z, y) 


sein, wenn man hierin mit dsy das im Sinne des Vektors (&,, §,) durchlaufene 
Randelement in P bezeichnet. 


Da durch diese Abanderung die Anwendungsméglichkeit unseres bisher 
benutzten stufenartigen Konstruktionsverfahrens zur Gewinnung der Funk- 
tionen geringster Steilheit nicht im geringsten beriihrt wird, so leuchtet ein, 
daB auch fiir diesen erweiterten Fall die Aussagen des Hauptsatzes ihre 
Giiltigkeit beibehalten. 
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§ 18. Wir sind jetzt in der Lage, durch ein Beispiel zu belegen, daf fiir 
endliche obere Grenzen q (8, M) nicht immer eine Kurve ¢y zu existieren 
braucht, auf der das Funktional q (c) den Wert q (8, M) auch wirklich an- 
nimmt, ein Vorkommnis, auf das schon am Ende des § 5 hingewiesen wurde. 
Hierin unterscheidet sich also der Fall ganz willkiirlicher Punktmengen M 
wesentlich von den Verhiltnissen des § 10, die hauptsiichlich auf der diskreten 
Natur der dort eingehenden Intervallmenge {J,,} griinden. 

Dieses Beispiel stiitzt sich auf folgenden 

Hilfssatz. Ist ¢ = ¢’ +c” irgendeine in kanonischer Zerschneidung 
vorliegende Kurve der Klasse € (®B,M) und gilt fiir eine Funktion { (P) ge- 
ringster Steilheit nicht in fast allen Punkten Pc c’ und Qc” 
ast) S24 bw. FO__7@,m, 

(ds = positiv orientiertes Linienelement von ¢), so ist 
q (c) <q (B, M). 

Beweis. Unter der Annahme des Nicht-Bestehens wenigstens einer der 

Gleichungen (18.1) erhalt man namlich 
[ilds>| ads oder [Ht as>—7(9,m. [as, 
ce’ c - e 


was in Verbindung mit der Identitat 


df df df 
o=>ilas = | glae+ [Glas 
c c" 


c’ 





sofort die Behauptung ergibt. 
Nun zu unserem Beispiel selber: Es bedeute 


(18. 2) 2< my << Mg <<. ON Miu... > @ 


eine stets wachsende Folge positiver ganzer rationaler Zahlen, fiir welche die 
unendliche Reihe 


(18. 3) Z= >» 


|= 


n 
j=1 J 
konvergiert. Ist dann @ cine nur den Einschrankungen 
(18. 4) 0<H<1 


unterworfene reelle Zahl, so nehme man als Bereich % die Kreisscheibe R 
vom Radius 





ino, 
| memiyRaigec® “ 


= +5) 


(18. 5) 
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um den Koordinatenursprung z = y = 0 als Mittelpunkt und als Differential- 
gleichungssystem (E. 2): 


(18.6) #=€,(%,y)=o-r—-y, Y= &(t,y)=7+O-y, 


dessen Integraikurven die logarithmischen Spiralen 
(18. 7) LQ: r= 19° ere — Ho) 
sind, mit dem Koordinatenursprung z = y = 0 als einzigem singuliren 
Punkt. 

In % zeichnen wir dann das System der konzentrischen Kreise 8, von 
den Radien r,, die durch die Rekursionsformel 


220 


(18. 8) Tr44 =1,-(1++)-e+# 


’ 





1 
n, 


miteinander verbunden sind, und zerschneiden R, durch die Aquidistanten 


Punkte 
(18. 9) P..,, | ie was Pyn, 


in gleichgroBe Peripheriebégen von der Linge r, =e. Durch jeden Punkt 


der Reihe (18.9) legen wir dann die durch ihn hindurchgehende Integral- 
kurve 2,,. (18.7) und machen dieselbe so lang, bis sie zum erstenmal den 
Kreis 8, von dem im Vergleich zu r, , , etwas kleineren Radius 


220 1 





(18. 10) ro=reete 
trifft. Die Vereinigung aller dieser Bogenstiicke 2,, zusammen mit der 
Peripherie des Kreises 8 (R) vom Radius 


220 


——=—-2Z 
R= P-el+” 





bilde dann die abgeschlossene Punktmenge I, welche in unseren Unter- 
suchungen immer aufgetreten ist. 


Die stetige Funktion JA (z, y) endlich geniige folgenden Vorschriften: 


1. Sie hinge nur vom Radius r = ) z* + y? ab, sei also kreissymmetrisch ; 
auBerdem sei sie iiberall eindeutig und stetig, positiv und mit wachsendem r 
nie abnehmend. 


2. In dem Kreisring ®,:r, Sr S 1, (siehe Formel (18. 10)) sei 


(18. 11) 


| A(r) = A, = const 
4,4:>4,, 
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und die Konstanten A, werden so gewahlt, daB auch noch die Zahlen 


=e: Visa 


(18. 12) 6, = 





~? 


m2 


~ 





! sin (re 


1+ 





{ 
Sin | 7 
\ 





+ 
Fla aia 


)\ 
a) 


eine stets wachsende Folge mit endlichem Grenzwert ausmachen. 


+a 


3. In allen iibrigen Punkten des Gebietes ® werde A (r) irgendwie so 
erginzt, daB eine im ganzen stetige und monotone Funktion herauskommt, 
die den Forderungen der Ziffer 1 Geniige leistet. 


Ich behaupte: Fiir das mit dieser Funktion A(z, y) = A (r) und dieser 
Punktmenge IM gebildete Funktional q (c) ist 
A *) 
(18. 13) q(B,M) = 
obere Grenze, aber nicht Maximum. 

Es muB also gezeigt werden, da hier keine geschlossene rektifizierbare 
Kurve ¢)c € (8, M) existiert, auf der (18. 13) erreicht wird. Dazu definieren 


wir eine Funktion /* (P) geringster Steilheit iiber der Menge IM, die folgende 
Eigenschaften aufweist: 


1. In den Punkten P,, (18.9) der Kreisperipherie 8, habe /* (P) einen 
konstanten Wert C,, der nur vom Radius r, des Kreises 8, abhangt und durch 
die Rekursionsformel 








yl + @* - np ny 
(18, 14) Cray = Cy + A,» ——— (e+? —1)-r, 


zu gewinnen ist. 


2. Auf den Integralkurvenstiicken 2, sei 
d f* 


(18. 15) Tag, 





aa 
(dso, .= positives orientiertes Linienelement von &,,). 
3. Im ganzen Bereiche $ sei 
(18. 16) {*(P) = 0. 


Die Existenz einer so beschaffenen Funktion geringster Steilheit la8t sich 


folgendermaBen erweisen: Bezeichnet man voriibergehend mit {(P) die durch 
die Forderungen (18. 14) bis (18. 16) auf der Menge M = YR, M allein 
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definierte Funktion, so sieht man ohne Schwierigkeiten, 1. daB fiir je zwei 
Punkte Q, und Q, irgendeines Kreisringes 8’ (r, Sr <1) (vy = 1,2,...) 


1 ‘v2 

ist, worin Q,Q, die euklidische Entfernung der beiden Punkte Q, und Q, 
bedeutet, und 2. daB es stets Punktepaare (Q;, 2) in ®, gibt, in denen O, 
erreicht wird. /* (P) stellt dann die Fortsetzung von / (P) im ganzen Bereich 8 
dar, die nach dem Lemma des § 6 konstruiert wurde. 

Da nun, wie man aus (18. 12) leicht ausrechnet, 
(18. 18) lim 6, = 4) 
ist, so erfiillt die hierdurch gewonnene Funktion /*(P) iiberall in 8 die 
Relation 





\f* (Py) — f* (Pad 4 (R) 
m_ 8 


(denn die O, bildeten ja eine stets wachsende Zahlenfolge!), und es ist daher 
auch 


(18. 19) Pn ao a, 


o 





weil die gréBten Werte des Differenzenquotienten von /* (P) in ganz beliebiger 
Nahe des Kreises 8 (R) angenommen werden miissen. 


Auf Grund der Symmetrie unseres Beispiels ist aber (18. 19) auch schon 
der kleinste iiberhaupt mégliche Wert der Steilheiten fiir Funktionen f (P), 
die auf M die Bedingung 
af 
a 





24, 
erfiillen. 
Ware nun fiir eine Kurve c, c€ (SB, M) 


A(R) 


o 





q (%) = 


so miiBte nach dem vorangeschickten Hilfssatz in fast allen Punkten P c c) 
und @ cc. 
d/* (P) 
ds 





= A(P) baw. *F@)_ _ 4%) 


sein; das ist aber unméglich, wenigstens bestimmt fiir die zweite der hinge- 
schriebenen Gleichungen, da dieselbe, wenn iiberhaupt, gewiB nur auf dem 
Kreise & (R) bestehen kénnte, auf diesem Kreise aber /* (P) eine Konstante, 


namlich = lim c, ist. — Damit ist alles bewiesen. 
‘> @ 
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Ill. Das Funktional 4 (¢). 


§ 19. Nachdem wir so die Theorie der Funktionenklasse % (8, M) zu 
einem gewissen Abschlu8 gebracht haben, wenden wir uns zu entsprechenden 
Untersuchungen an der Funktionenklasse %, , (8, M) (siehe Einleitung), die 
als Unterklasse von § (G, M) alle diejenigen in B eindeutigen und stetigen 
Funktionen f(z, y) enthalt, die noch stetige erste Ableitungen /,, /, besitzen 
und demzufolge auf M die Ungleichung 


Ey-fet+ Sef, > A(z.y) V+ 


zu erfiillen haben. In dhnlicher Weise nun, wie die Theorie der Funktionen- 
klasse § (8, Mt) beherrscht war von dem Funktional q(c) (§1), ist auch die 
Funktionenklasse §,, (8, M) beherrscht von einem Funktional A (c), welches 
die positive Wurzel der Gleichung 


(19.1) A(e)- ( ds + {{}sin a) ¥a (@) — 4*— A-cosajds = 0 
c— cM c 

ist; unter welchen Umstiinden (19. 1) eine solche Wurzel hat, wird der unten 
folgende Satz 7 lehren. Zunachst noch etwas zur Erliuterung der Bezeich- 
nungsweise: ds bedeutet in (19. 1) das positiv durchlaufene Linienelement der 
Kurve c, die selbst geschlossen und rektifizierbar ist, « den Winkel dieses 
Linienelementes gegen die Richtung des Vektors (€,, §,), welcher als zwischen 
— x und + x enthalten angenommen werden soll und positiv dann gezihlt 
wird, wenn durch eine Linksdrehung um den Betrag « das Linienelement ds 
in die Richtung (&,, ,) tibergefiihrt werden kann. ¢ - M ist der Durchschnitt 
der Kurve ¢ mit der abgeschlossenen Punktmenge M. 


Die Gleichung (19. 1) kann reelle Lésungen nur dann haben, wenn die 
Differenz 4? — A*® nicht negativ ausfillt. Wann dies sicherlich zutrifft, 


sagt der 
Satz 7. Ist 


(19. 2) q(c)> Max A(z,y), 
(z,y) CMe 
so besitzt (19.1) genau eine positive Lésung A(c), und diese geniigt der Un- 
gleichung 
(19. 3) A (c) > q (¢). 


Beweis. Unter der Voraussetzung (19. 2) darf man q(c) an Stelle von 
A (c) in die linke Seite der Gleichung (19. 1) einfiihren, ohne dadurch zu nicht 
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reellen Werten zu gelangen; man bekommt auf diese Weise bei Verwendung 
der kanonischen Zerschneidung ¢ = ¢’ +c” und Beriicksichtigung von 


. 


| Ads = a (c)-{ ds: 





c ad 
q (c)- ( ds 4 { [|sin a| ¥q?(c) — 4*? — A-cosa]ds 
c—cm CM 
= q(c)- j ds +- { |sin «| Va (c)? — A? ds — [Ads _ { A-cosads 
c’—c"M cm ¢ cM 
= — { [a (c) — |sin «|- ¥q(c)? — 4* + A-cosa]ds; 
cM 


hier ist aber die eckige Klammer der letzten Zeile zufolge der Schwarzschen 
Ungleichung 

||sin «| - V¥q? — 4? — A cos. a|<a 
stets positiv, wodurch wir erkennen, daB die Einsetzung von q (c) an Stelle 
von A (c) in die linke Seite der Gleichung (19. 1) etwas Negatives liefert. Da 
diese linke Seite aber eine stets zunehmende Funktion von A(c) ist, folgt 
somit der Satz 7. 


§ 20. Als Gegenstiick zu dem Satz 4 des §5 notieren wir hier den 


Satz 8. A(c) ist dann und nur dann = @, wenn c eine geschlossene 
Integralkurve des Systems (E.2) auf der Punktmenge M ist. 


Zum Beweise schreiben wir die Gleichung (19.1) in der Form 


1 A , y A\? 
\[1+ F cosa — |sin «| - 1—(5) |ds 
(20.1) © ie cm ’ : 
pas 


Ist nun hierin A(c) = ©, so heiBt das: 


{ [1 — |sina|] ds, 


= cm 
pa 8 


c 








eine Gleichung, die nur bei gleichzeitigem Bestehen von 

1) | ds : pas und 2) | |sina| ds = 0 
cM € cM 

richtig sein kann. Die erste dieser letzteren Gleichungen besagt aber, daB ¢ 

ganz auf der abgeschlossenen Punktmenge IM gelegen sein muB, wahrend die 
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zweite ausdriickt, da8 héchstens in einer Teilmenge vom Lebesgueschen MaBe 
Null auf cM der Winkel « + 0 sein kann. Da aber die Vektoren (&,, &5) 
stetig auf cM variieren, ist dies nicht méglich, womit ¢ als eine auf M gelegene 
geschlossene Integralkurve des Systems (E. 2) nachgewiesen ist. 


Ist nun umgekehrt ¢ eine geschlossene Integralkurve von (E. 2) auf M, 


so ist 1. cM = c und 2. reduziert sich (20.1) auf 
A 
0 = QD—ds. 
4 
c 
Nun wurde aber 4 stets > m, > 0 (Forme! (E. 3) der Einleitung) voraus- 
gesetzt, so daB diese Gleichung nur richtig sein kann, wenn 2 = © ist. Damit 


ist alles bewiesen. 


§ 21. Wir kommen jetzt zum wichtigsten Satz iiber das Funktional A (c), 
der in der Theorie der Funktionenklasse %,, (8, M) ungefihr die gleiche Be- 
deutung besitzt, wie der Satz 4 des § 5 fiir die Theorie der Funktionenklasse 
(SB, M). Denn mit seiner Hilfe wird es uns gelingen, die Sitze der 
Funktionenklasse §,,(8, IM) abzuleiten aus den schon bekannten Gesetz- 
maBigkeiten der Funktionenklasse ¥ (%, M) firr B umfassende Bereiche B, 
die wir schlieBlich sich auf 8 zusammenziehen lassen. IM ist dabei eine in B 
gelegene abgeschlossene Punktmenge, welche jeden Punkt der abgeschlossenen 
Punktmenge IM CB als inneren Punkt enthalt (siehe § 22). 

Der Satz lautet: 

Satz 9. A(c) ist auf der Gesamtheit aller geschlossenen rektifizierbaren 
Kurven ¢ C€(B,M), deren Bogenliinge unterhalb einer festen Schranke L 
gelegen ist, nach oben halbstetig, sofern auf der fraglichen Gesamtheit 

q(c) > Max A(z, y) 
(z,y) CM 
ist. (Diese letztere Bedingung wurde nur zu dem Zwecke der reellen Bestimm- 
barkeit von A(c) aus (19.1) gemacht; vgl. den Satz7 des § 19). 

Sein Beweis stiitzt sich auf eine Reihe von Hilfssiitzen, die wir der Reihe 
nach vorweg behandeln wollen. 

Hilfssatz a). Bedeutet « den zwischen — a und + 2 gelegenen Winkel 
des positiv orientierten Linienelementes ds einer rektifizierbaren Kurve y gegen 
die Richtung des Vektors (&,, &,), so ist das Funktional 


(21.1)  |sina|-V# — A*ds, 


in dem A eine von y nicht abhiingende Konstante ist, unterhalbstetig auf der Klasse 
aller rektifizierbaren Kurvenstiicke y von gleichmiipig beschrinkter Bogenlénge. 
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Den Beweis des Hilfssatzes fiihren wir in mehreren Schritten. 


1. Schritt. Zu jeder Zahl « > 0 gibt es auf y ein System endlich vieler 
getrenntliegender Teilbégen {y”}, mit welchem die Ungleichung 


(21.2) O<f|sina|- V2 — A*ds— F|f sina VP — A*ds|<e 

7 kyo 
befriedigt werden kann. In der Tat, verteilen wir die Punkte von y auf zwei 
Klassen y* und y~, von denen y* alle und nur die Punkte bekommt, in denen 
sina = 0 ist, und y~ alle iibrigen, so ]48t sich sowohl fiir y* als auch fiir y- 
je ein maBgleicher Kern 7* bzw. j7~ so bestimmen, da8 in allen Punkten 
Pcy* (P Cy-) die Menge y* (bzw. y~) die Lebesguesche Dichte 1 besitzt. 
Infolgedessen gibt es zu jeder Zahl «, >0 um die Punkte PC}* und 
P C7 Intervalle J (P) jeder beliebigen Kleinheit, die 

uJ (P)-y* wd (P)-y~ 
(21.3) — =l = bzw. — ae 1— &, 
erfiillen. Aus ihrer Gesamtheit kénnen wir dann endlich viele getrenntliegende 
{J} so auswihlen, da8 ihre Vereinigung die Punktmenge (y*+ + y-), die 
auch ein maSgleicher Kern des ganzen Bogens y ist, entsprechend der 
Forderung 


(21. 4) Lu +7) = (1 —e)-“(7* +7) = (1 — &)-py 


iiberdeckt, in der e, > 0 unabhangig von e, irgendwie vorgegeben sei (Uber- 
deckungssatz von Vitali). 

Setzen wir jetzt voriibergehend (d. h. bis Formel (21. 5)) die Betrachtungen 
nur am Beispiel der Punktmenge }~ ausfiihrlicher auseinander, da sie fiir die 
Punkte 7* ganz gleichlautend verlaufen wiirden, so kénnen wir weiter 
schlieBen . 


1. ist 
f|sin a|-VA*— A®ds =| j sin a VA? — A*ds| aa j lsina|V¥A* — A? ds 
q qr ho-Iyi- 
und 2. 
| {sine ya? — A*ds| => | j sina VA? — 4'ds| - j |sina| Va? — A?ds. 
t JyY- Iy-4y?- 


Daraus entsteht durch Subtraktion bei Beriicksichtigung von (21. 3) 


os |sin «|. V2? — Ads — | {sine y#? — A*ds| 
1 t 
<2: j |sin «| - V4? — A*ds<2-e,-M-pd,, 
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wenn man mit M eine obere Schranke fiir den Ausdruck ¥/* — A? auf der 
Menge y bezeichnet. Eine ganz entsprechende Abschatzung gilt auch fiir die 
Intervalle J,(P), die zu Punkten Pc 7* gehéren. Durch Summation iiber | 
bekommt man zunichst 


(21.5) O< J ([|sina|- V4 — A2?9ds— J {sina Yar — A*ds|<2-¢,M-py. 
ti reds, 


Nun ist aber 
[ |sina| V4 — 4%ds = Ef \sin a| Y— Ade + j |sina|¥#?— 2? ds 
¥ t 1 y—-ZJ, 


SE I |sina|- Ve — Ards +M-puly—ZJ;,) 
i 
SZ |sina| Vy? — Ads + e-M-py, 

41 


wie sich sofort unter Heranziehung von (21.4) aus der Tatsache nach- 
rechnen laBt, daB alle J, auf y gelegen sind; und dies in (21.5) ein- 
gefiihrt, ergibt 


0 < [|sin «|. —A*ds — S| (sina V2? — A*ds|< M-(2e,+6,)-my, 
Y ry 


eine Ungleichung, die mit (21. 2) tibereinstimmt, wenn man dort fiir y“’ die 
Intervalle J, und fiir ¢ die Zahl M - (2 €, + &) - wy nimmt. 


2. Schritt. Es sei {y,} eine gegen y konvergierende Folge rektifizierbarer 
Kurven gleichmaBig beschrankter Bogenlainge und {,)"} das der Ungleichung 
(21. 2) entsprechende auf y bestimmte System aus endlich vielen getrennt- 
liegenden Intervallen. Beziehen wir dann y und y, auf einen und denselben 
Parameter t, so entspricht jedem Intervall y” cy ein y cy,, wenn Punkte 
mit demselben t-Wert einander zugeordnet werden. (,,Abbildung durch kon- 
stante Parameter.) Infolgedessen konvergieren die Teilbégen y{“ mit 
wachsendem v-—> o auch gegen einen Teilbogen y”, und weil das Funk- 
tional 


[sina V2? — Ads 


stetig ist auf der Gesamtheit aller rektifizierbaren Kurvenbégen gleichmaBig 
beschrinkter Bogenlainge™), so gilt die Beziehung 
(21. 6) lim f sina- VA? — A*ds = { sina- V7? — Ads. 


‘> co 
ie . mC) 


18) L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni, Bd. I (1921), § 108b. 
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Nun hat man 


J | sine |. V2? — A?ds — jldeel¥2 ~ Ads 
= = [fisina| v= A'ds — 2| { sina V2 — A? ds|| 


ye) 

— | [\sina | Va? — A? ds — 2 | { sine ¥2? — A*ds|| 
vy er) 

+ {| sina. ¥#— APds|—| { sina- V2 — A'ds|] 
. fe yf) 


und hierin wird das letzte Glied rechts wegen (21. 6) ganz beliebig klein, falls 
vy-» @ geht, das vorletzte ist nie positiv und das erste wegen (21.2) S e. 
Da dieses aber willkiirlich wahlbar ist, konnen wir hieraus die Grenzungleichung 
(21. 7) lim { {sin « ¥#— Ads> > | |sina|- V# — Ads 

<a? 5, j 
behaupten, die nur der formelmaBige Ausdruck fiir die Aussage des Hilfs- 
satzes a) ist. 

Hilfssatz b). Ist 1. {y,} eine gegen die rektifizierbare Kurve y kon- 
vergierende Folge von Kurven gleichmépig beschrinkter Bogenliénge, ist 2. » ein 
System endlich vieler auf y getrenntliegender Intervalle und y, die ihr auf y, 
vermége der ,,Abbildung durch konstante Parameter“ entsprechende Intervall- 
menge und definiert man 3. die Zahlen x bzw. x, als positive Wurzeln (deren 
Eristenz vorausgesetzt!) der Gleichungen 


(21. 8) z- | ds + {{\sina|-¥z? — 4 — A-cosajds = 0 
bzw. , 
(21.9) y- [ ds+ {{jsina|- Vz? — 4*— A-cosa]ds = 0, 


Vy Vy Vy 





so gilt stets 
(21. 10) lim ty S ?- 


Beweis. Vermége des Hilfssatzes a) ist 


lim f |sina| Vz? — 4'ds > [|sina|-V¥7?— Ads 
v—> x iy ; 
fiir diejenige Teilfolge {y,,} aus fy,}, die 
lim yz, = lim y, = XZ 


—-> '—> © 
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liefert. Da nun auBerdem die Bogenlinge ein unterhalbstetiges Funktional 
ist, gewinnt man aus (21.9) durch diesen Grenziibergang v’ > 


x: j ds + {[|sina| Vz* — 4? — A-cosa]ds < 0, 


ee | Y 


denn fa -cosads ist ein stetiges Funktional auf der Gesamtheit aller 
Yy ¥ 

rektifizierbaren Kurven gleichmaBig beschrinkter Bogenlinge™). Der Ver- 

gleich mit (21. 8) ergibt dann sofort die Behauptung (21. 10) des Hilfssatzes b), 

weil doch die linke Gleichungsseite stets wachsend in x ist. 


Hilfssatz c). Ist auf der rektifizierbaren Kurve y ein aus endlich vielen 
getrenntliegenden Intervallen bestehendes System » gegeben, welches die abge- 
schlossene Punktmenge y -M ganz umschlieBt, so folgt aus der vorausgesetuen 
Existenz einer positiven Lésung der Gleichung 


(21.11) 4. f ds+ f {\sina|-¥#— 4? — A-cosalds = 0 
ym 


y—yM 

die einer positiven Lésung der Gleichung 
(21. 12) L° { ds+ [[|sina|- ¥z*— 4*— 4-cosa]ds = 0, 

1-7 7 
und man kann zu jeder vorgeschriebenen kleinen Zahl n> 0 ein e>0 30 
finden, daB die Forderung 
(21. 13) u(y—yM Se 
die Ungleichung 
(21. 14) \A-—z\| Sn 
nach sich zieht. 


Beweis. Fiihren wir zuniachst in die linke Seite der Gleichung (21. 12) 
an Stelle von x die Wurzel A der Gleichung (21. 11) ein, so erhalten wir (da 
ja 7 DyM sein sollte!) 


A. { ds+{{\sinaz| ¥# — 4? — Acosalds 
Y-7 7 
j ds +- | Hine] 1" — 2 4-emalae 
yy Y 
- { [A — |sina|- V4? — 4? + 4-cosa]ds; 


y—-yMR 


=A- 


19) Vgl. L. Tonelli, 1. c., Anm. 18). 
Mathematische Annalen. 116. 
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hier verschwindet aber das erste Glied rechts wegen (21. 11), und das zweite ist 
nie positiv wegen der Schwarzschen Ungleichung. Mithin mu8 


(21. 15) ASx 
sein, was schon die erste Aussage des Hilfssatzes c) darstellt. 


Zum zweiten kénnen wir die gleiche Umformung auch mit der Gleichung 
(21. 11) selbst vornehmen und erhalten dann 
0x7: fast [Meine - ¥x° — 4? — A-cosalds 
y—-yR 
f (x—|sina|-V¥y*— 4? + 4-cosalds < 2y-u(y—yM) S2-e-y, 
y¥—y@ 
wenn wir noch die Bedingung (21. 13) einfiihren. Hieraus und aus (21. 11) 


gewinnen wir dann die Abschatzung 


(21.16) 0 < (, —A)- J de+ [leing!- (Ve — 4° — VP — Ads <2-e-y. 











y—yR yR 
Nun ist wegen (21. 15) 
Ve—-#-yF—-2f = oo — # > —. > 0, 


V2 — 432+ yas— 42 ™ 2)? — _ 
was in (21. 16) eingesetzt 
(21.17) 0 < (x—A4)- { i a J | sin a | - at Ss 2-e-x 
ergibt. Ist nun y = yM, so muB wegen yD 7> yM die Wurzel xy mit der 
Wurzel A iibereinstimmen, und esist nichts mehr zu beweisen. Wir diirfen daher 
y>yM voraussetzen. Dann hat aber die geschweifte Klammer in (21. 17) 
einen positiven Wert, der nicht beliebig klein sein kann; folglich muB die Dif- 
ferenz | x —- A| mit e > 0 gegen Null gehen, womit auch die zweite Behauptung 
des Hilfssatzes c) verifiziert ist. 

Jetzt sind wir endlich so weit, den eigentlichen Beweis des Satzes 9 in 
Angriff nehmen zu kénnen. Wir geben uns eine rektifizierbare Kurve ¢ und 
eine gegen sie konvergierende Folge {c,} solcher Kurven von gleichmaBig be- 
schrinkter Bogenlinge vor, die alle der Kurvenfamilie € (8, M) entnommen 
sind und so gewiahlt seien, da8 fiir sie die Funktionale A (c) und A (c,) existieren. 
Uberdecken wir dann auf ¢ die Punktmenge cM durch ein System ¢ getrennt- 
liegender endlich vieler Teilbégen und iibertragen dasselbe ,,mittels konstanter 
Parameter t“ auf die Kurven c, als die Intervallmenge ¢,, so kénnen wir durch 
die Gleichungen 


x: | do+ [Osine| Ye? — A? — A-cosalds = 0, 


aia a a4 flsinal V2 — A? —A-cosalds = 0 
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zwei Funktionale y und z, definieren, die wegen (21. 15) zu den Funktionalen 
A(c) und A(c,) in den Beziehungen 
(21. 19) %jHAlc) bzw. x, | Alc) 
stehen, womit gleichzeitig ihre Definition durch die Forderungen (21. 18) 
legitimiert erscheint. 
Nach dem Hilfssatz b) ist 
i= lim Xr 
und daher auch (wegen (21. 19)) iggy 
(21. 20) x => lim A(c,). 


Nach dem Hilfssatz c) aber kann man ¢ die Menge c - M so gut iiberdecken 
lassen, daB x ganz beliebig wenig von A(c) unterschieden ist. Dann ergibt 
sich aber aus (21. 20) sofort 


(21. 21) A(c) S lim 4(c,), 


und das ist nichts anderes als die Halbstetigkeitsaussage des Satzes 9. 

Damit haben wir alles vorbereitet, was notwendig ist, um die in der 
Funktionenklasse ¥,, (8, M) giiltigen Abschitzungsformeln herzuleiten, welche 
die Steilheiten 7, (insbesondere ihre untere Grenze T,,, (8, Mj) innerhalb der 
Klasse %,; (8, Mt) in Verbindung bringen mit den méglichen Dichtigkeits- 
verteilungen der Punktmenge M auf den rektifizierbaren geschlossenen Kurven 
cc €(B, M). 


IV. Die Funktionenklasse §,, (8, M). 
§ 22. Wir beginnen mit dem Existenzsatz 
Satz 10. Ist q(B,M) < &, so enthdlt die Funktionenklasse §,,(%, M) 
mindestens eine tiberall eindeutige, stetige und endliche Funktion f(z, y), 
was sich auch in der Form ausdriicken lapt, daB die untere Grenze T,, (8B, M) 


der Steilheiten 
T,= Max Vi+h 
ZyCcs 
der Funktionen f{ (x, y) C ¥e(B, M) stets endlich ist: 
(22. 1) T,,(B,M)< @. 


Fiir seinen Beweis betten wir den Bereich $ ein in einen umfassenderen 


Bereich B, der jeden Punkt (d. h. inneren oder Randpunkt) von 8 ganz in 
seinem Innern enthalt, und bestimmen in ihm eine abgeschlossene Punktmenge 


M mit der Eigenschaft, daB um jeden Punkt der abgeschlossenen Punktmenge 

M CB eine ganze Kreisscheibe existiert, die nur aus Punkten von M besteht. 

Haben dann € (B, M), F (B, M), q (c), q (B, M) fiir den Bereich B und die 
10* 
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Punktmenge M die gleiche Bedeutung wie die GréBen € (B, M) usw. fiir den 
Bereich 8 mit der Punktmenge M, so iiberzeugen wir uns zunichst davon, 


daB $ stets so eng um $ herumgezogen werden kann, daB 
(22. 2) q(B,M) < ow 
ausfillt. Denn anderenfalls lieBe sich eine Folge ineinandergeschachtelter 
und auf 8 zusammenschrumpfender Bereiche 

$,> $,>...2 8,2 Bid... > B 
mit dazugehérigen abgeschlossenen Punktmengen 

M, 2M, 5... DM, D M4, Dd... > M 
so ausfindig machen, daB immer 

G(Br, Me) = 

wire; das bedeutete aber auf Grund des Satzes 4 aus §5 die Existenz einer 
einfach geschlossenen™) Integralkurve C, auf der Menge M,., und alle diese 
Integralkurven hitten gleichmaBig beschrinkte Bogenlingen. Wir kénnten 
daher eine Auswahlfolge unter ihnen angeben, die gegen eine einfach ge- 
schlossene Integralkurve C von (E. 2) auf der Menge M konvergierte, was mit 
der Voraussetzung q (8, M)< o in Widerspruch steht. (Beweisgrund ist 
wieder der Satz 4 des §5.) 

Auf dem um 8 herumgelegten Bereiche %, fiir welchen (22. 2) gilt, wihlen 
wir dann eine Funktion } (xz, y) C¥ (8, M) mit minimaler Steilheit 
r. =f (B, M), setzen sie auf Grund des L2mmas des § 6 in die ganze x y-Ebene 
hinein stetig fort und bilden mit ihr die weiter unten aufgefiihrten Tonellischen 
Polynome*) (22.3). Zu dem Ende legen wir um % ein hinreichend groBes 
Quadrat Q mit achsenparallelen Seiten von der Linge /, das den Ursprung 
xz = y = 0 zum Mittelpunkt hat und auf seinem Rande keinen Punkt von B 
besitzt. In ihm betrachten wir dann die Polynome 





P, (2, y) = F-[fimo-k (zx — 4, y—v)dudv, 
a 
(22. 3) K, (§,n) = [1 — “el. 


I 


t 
FS = [au | dv-K, (0), 
0 


0 





*0) Einfachgeschlossen deshalb, weil auch in hinreichend kleiner Umgebung der 
Menge M keine singularen Punkte des Gleichungssystems (E. 2) gelegen seir kénnen! 

*t) L. Tonelli, Sulla rappresentazione analitica delle funzioni di piu variabili 
reali. Rendiconti circolo mat. di Palermo 29 (1910), p. 1—36. 
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welche die Eigenschaften haben, mit wachsendem n — o in jedem Punkte zy 
aus B gleichmaBig gegen f(z, y) zu konvergieren. 
Da /(z, y) als Funktion beschriankter Steilheit in allen Punkten zy des 


Bereiches 8, héchstens mit Ausnahme solcher, die insgesamt ein zweidimen- 
sionales Lebesguesches Ma8 Null haben, ein totales Differential im Stolzschen 


Sinne*) und damit dort auch partielle Ableitungen },,/, besitzt, so kann 
man die Ungleichung 


(22. 4) VA+ A < 7 (8, Wy 


aufschreiben, die in allen Punkten (z, y) C B gilt, in denen die Ableitungen 
f., f, vorhanden sind. Durch Differentiation von (22.3) bekommt man jetzt 


P, k, (fa 
Oey) o [GE Ree — wy —mdude—malen, 
k 7 
Pin (2, y) = 2 (2 [/.K,(e—u,y —v)] dude, 
(22. 5) ~s 
OP, , k,, 
ae z fj 7. K,, (x — u, y — v) dudv — py, (2, y), 
} 
k,, a. 
raltiy) = -|| Zif-Ka(e— wy — dude, 
a 





und darin gehen pj, (z, y) und po, (x,y) dem Betrag nach gleichmaBig gegen 
Null, wenn n + wichst. Durch Zusammenfassung dieser Ausdriicke (22. 5) 
und Einfiihrung in die ae Formel (22. 4) entsteht 


(22. 6) Ve) Pin ++ Pans 


und diese Rid si a fiir hinreichend grofBe n die Steilheit des 
Polynoms P,, (z, y) im ganzen Gebiete B die Schranke T (B, M) nur um ganz 
beliebig wenig iibertreffen kann. 

Bedenkt man schlieBlich, daB um jeden Punkt P = (z, y) der abge- 
schlossenen Punktmenge M als Zentrum ein Quadrat Q (P) mit achsen- 
parallelen Seiten und der kleinen (von dem Punkte P nicht mehr abhangenden) 
Lange i so gewahlt werden kann, da8 es nur Punkte aus M enthalt, so 1aBt 
sich fiir die Faltung 











aP, aP, 
§(2,.y)->5 + &, (z, 9) -3y 


22) Vgl. H. Rademacher: Uber partielle und totale Differenzierbarkeit von Funk- 
tionen mehrerer Variablen und iiber die Transformation der Doppelintegrale, Math. 
Annalen 79 (1919) S. 340—359. 
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auch schreiben 
oP, OP, 
(22.7) &(z,y)- — + &(z,y)- ry 


k . 
Fy Tf efx) + fy &2(u, v)]-K, (2 — u, y — v)du-dv 
a (Pp) 
+ {— [Ei (ey) -Pin(@, y) + £5 (2, 9): Peon (2 ¥)) 


kf P P 
+f [| Gis fue 9) + fe Fale, W)-Ka le — ty — o) dude 
a—-a(P) 


+ = ~ \| he -(&, (z, y) — & (u, v)) + hee (2 (zx, y) sa &, (u, v))) * 
a) 

- K,(z@ —u,y — v)dudv}, 
wenn man hierin die Punkte (z, y) auf die Punktmenge M beschrankt. Nun 
konvergieren der erste und der zweite Term in der geschweiften Klammer 
rechts in (22. 7) mit wachsendem n — o jeder fiir sich gleichmaBig gegen Null 
(Eigenschaft der Tonellischen Polynome), wahrend der dritte absolut ge- 
nommen kleiner ist als eine universelle Konstante multipliziert mit dem 
Maximum der Wurzel 


V(E, (z, y) — & (u, »))* + (E (@ 9) — Sa (u, 0)? 


innerhalb des Quadrates Q; letzteres verschwindet aber mit gegen Null 


strebender Seitenlinge i. Andererseits hat man fiir die langs des positiven 
Bogenelementes dsg der Integralkurve C genommenen Richtungsableitung 








dj — Ay-fr tue) +i, Sy (u0) 
de, Vi? + 62 = 49) 


in fast allen Punkten (u,v) des Quadrates Q (Stolzsche Differenzierbarkeit!), 
und das fiihrt zu der Grenzungleichung 


o> x 


lim = | \tfe- és 0) + fo-&_(u, v)]- Ky (x -— es v)dudv 
a 





=> A(z, y)- VE. (x, y)* + Fe (2, y)?- 
Man kann daher zu jeder irgendwie vorgegebenen Zahl e > 0 stets einen Index 
n, so finden, da8 fiir alle n => n, auf der Punktmenge- M 





aP, aP, ' 
§,(x,y)- 3S + &2(z,y)- GF S (1 — &)- 4 (a, y)- VEr (2, y)? + Sa (29) 

ist, was soviel besagt wie, daB die Funktion 

P,, (2,9) 


l—e 





f(x, y) — 
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zur Funktionenklasse %,; (6, M) des Bereiches B gehért, und damit ist der 
Satz 10 schon bewiesen. 


Ziehen wir nun aber (22. 6) heran, so laBt sich fiir ihre Steilheit 7, sogar 
noch die Abschitzung 
(22. 8) Ty, (B,M) < T, < T (B,M) + n(e) 


angeben, in welcher 7 (e) > 0 eine zugleich mit ¢ gegen Null strebende GréBe 
bedeutet; diese Abschittzung wird uns im nachsten Paragraphen zum Aus- 
gangspunkt dienen, wenn wir dort mittels des Funktionals 4 (c) eine obere 
Schranke fiir die untere Grenze T,, (8, M) der Steilheiten aufstellen wollen. 


§ 23. Machen wir namlich jetzt die Annahme*™) 


(23. 1) Ps, (8, M) > Max A (z, y), 
z2ycCm 


so folgt aus (22. 8) fiir hinreichend kleine 9 (e) auch die Giiltigkeit von 
4(B,M) > Max A(z, y), 
cht) 
und das bedeutet, wenn wir jetzt ¥ eine sich auf B zusammenziehende Bereich- 
folge {8,} durchwandern lassen, nach dem Satze 3 des § 4 die Existenz einer 


Schar rektifizierbarer Kurven ¢, c € (B,, M,) von gleichmaBig beschrinkter 
Bogenlange, auf deren jeder 


q (Cx) =>q (B., M,) — 
ist (e, > 0 beliebig vorgeschrieben!) und die gleichmaBig gegen eine rekti- 
fizierbare Kurve cy aus € (8, M) im Bereiche B konvergieren. Wegen des 
Hauptsatzes (§ 16) und der Formel (19.3) kénnen wir daher an Stelle von 
(22. 8) auch 
T.(B,M) Se, + y(e) + Ale) 
schreiben; und wenn wir hierin jetzt k =  setzen und die Oberhalbstetigkeit 


des Funktionals A(c) beriicksichtigen (Satz 9 in §21), bekommen wir die 
Formel 


(23. 2) T,.(B,M) SAl(e—) SS Max Alc), 
cc C8, MN) 
in der wir, wegen seiner Willkiir, den Term (e, + 7 (e)) gleich gestrichen haben. 


Ungleichung (23. 2) enthalt den einen Teil der Aussage, die in Formel (E. 10) 
der Einleitung formuliert wurde. 


8) Der Fall 7,, (8, M) = Max A (z, y) ist ja ohne Interesse, da hier eine obere 
Grenze schon bekannt ist! mz 
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§ 24. Den anderen, der eine Beschrankung fiir 7,,(8, M) von unten 
her bedeutet, erhalten wir folgendermaBen: Wir gehen aus von den beiden 
algebraischen Identitaten 
(24.1) 2 -f,+y-fy 

(,+fe + gc fy): (2 E+ y= &) 
= 1 77 a 1 2 | 


T S9 


(Sf — °F): (2'- &— 9 -§) 
52 + 52 
34° 





und 


(24. 2) (fe + fh) (G4 + &) = (Ex: fe + Sa ° fe)? + (Ee: fe — &1° hy? 

und setzen in sie fiir f (z, y) eine Funktion der Klasse §,, (8, M), fiir (&,, &,) 
den Vektor des Kurvenfeldes (E, 2) und fiir (x’, y’) das Richtungselement einer 
beliebigen Integrationskurve ¢ ein. « be- 
deute wieder (wie in §19) den Winkel 





Ske zwischen diesem Linienelement und der 
Richtung des Vektors (,, §,). Dann folgt 
1 aus der fiir die Funktionen der Klasse §,, 
1 zy (8, M) auf M giiltigen Ungleichung 
Fig. 3. (24.3) fehtt-&24-VB+8 


zunichst aus (24. 2) 
(24. 4) \Se-fe — Er°fol S Viz + fy — 4?- VE? + €2 avé M, 
und beides, d. h. (24.3) und (24. 4), in (24. 1) eingesetzt ergibt dann 


4! > A.cosa — |sine|-Vi+hR— 2 


in allen denjenigen Punkten P c M-c, in denen cosa =} 0 ist; sie wollen 
wir zu der Punktmenge Mc* zusammenfassen. Verkniipfen wir nun dieses 
mit der Identitat 


dj [ df af 
0=pftae= \ zs as+ { ie @* 
¢ me* c—Mc* 
und beriicksichtigen die allgemein geltenden Relationen 





>, wd 1,>VE +R 


ds = id 
so resultiert die Ungleichung 
0>-—7,- § ds+ { [4-cosa—|sina|- 7}? — 4%) 4s, 
c—Mec* Rem 
die in Verbindung mit dem Umstand, fiir jedes f{ (x, y) C Hee (B, M) richtig 


zu sein, sofort zu 


T,,(B,M)- | ds+ | [\sina|-¥7,,(B, My — 4*— A-cosalds>0 


c—Re mM cr 
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fiihrt. Dieser Ausdruck lehrt aber, daB 7,,(8, M) nie kleiner ist als die 
positive Wurzel der Gleichung 


w(o- j ds + { [|sin «| - Yo (c)? — A? — A-cosa]ds = 


c— Mer cm 


, 


sofern eine solche existiert™). Da hierin aber ¢ C€ (8, M) ganz willkiirlich 
war, kénnen wir 
T..(B,M) |} obere Grenze w (c) 
cc €(8, DM 
behaupten und dieses Resultat mit dem Ergebnis der Formel (23. 2) zu dem 
Satze zusammenfassen: 


Satz 11. Entweder ist die untere Grenze T,,(8,M) der Steilheiten T, 
fiir Funktionen f (x, y) aus der Klasse §(B, M) gleich dem Maximum von 
A(x, y) auf der Punktmenge M, oder aber es gilt die Ungleichung 


(24. 5) om Sa w(c) = T,,(B,M) S. Jes at (9): 
(CC® 

Falls hier die beiden aiuBersten Glieder der Ungleichung (25.5) mit- 
einander zusammenfallen, laBt sich auch fiir die Klasse §,, (8, M) die untere 
Steilheitsgrenze T,,(%, M) allein durch die Betrachtung der Dichtigkeits- 
verteilungen der Punkte aus M auf den Kurven ¢ C€ (B, Mt) berechnen. 
Doch hangen die Kriterien hierfiir aller Wahrscheinlichkeit nach noch davon 
ab, in welcher Weise die Werte der Funktion A (z, y) iiber die Punktmenge M 
verteilt sind, und dariiber diirften sich im allgemeinen nur schwer Einsichten 
gewinnen lassen. 


§ 25. Immerhin sind auch schon die Abschitzungen (24. 5) ausreichend 
genug, um einzusehen, daB die Hinzunahme der Forderung nach der Existenz 
stetiger erster Ableitungen /,, /, zu den Bedingungen, die sonst den Funktionen 
f(z, y) der Klasse % (%,M) noch auferlegt werden, eine wirkliche Ver- 
scharfung darstellt, was sich auch darin ausdriickt, daB der Fall 


T (B, M) < T,, (B, M) 


mit AusschluB des Gleichheitszeichens wirklich vorkommen kann. Man braucht 
dazu nur ein Beispiel anzugeben, bei welchem die Ungleichung 


(25. 1) obere Geenee w (c) > 4(B, M) 
cC Ce, 


%4) Fir ihre Existenz gilt ein dem Satz 7 aus § 19 ganz analoger Satz, der deshalb 
hier unterdriickt werden darf. 
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mit strengem Ausschlu8 des Gleichheitszeichen erfiillt wird. Ein solches liegt 
aber schon in dem von uns in § 18 betrachteten Beispiele vor. Nach der dortigen 
Formel (18. 13)") war fiir dasselbe 


- A(R 
q(B,M) = a. 
gehen wir nun an die Berechnung von  (c) auf dem Kreis c = &(R) vom 
Radius 
22 
R= P-ate , 
so erhalten wir: 


1. da die ganze Kreislinie 8 (2) eine Punktmenge Mc* ist, 


{ \sinal- Yor" — Bde = { A-cosa-ds 
R(R) 


K(R) 
und 2. fiir den Winkel « die Beziehung 


tga = @. 


Damit bestimmt sich aber w (& (R)) leicht zu 
R a ” 
o (8 (R)) = 4. yi pH > — 419, m, 


was also erst recht (25. 1) nach sich zieht und damit den Beweis unserer obigen 
Behauptung darstellt. 


25) Alle Bezeichnungen und ihre Bedeutungen sind aus dem § 18 zu entnehmen. 


(Eingegangen am 22. 2. 1938.) 














Berichtigung zu der vorstehenden Arbeit: 
Wilhelm Damkéohler, Funktionen geringster Steilheit. 


Nach Drucklegung meiner Arbeit bemerkte ich folgende Unstimmigkeit : 

Der Seite 133 (§15, letzter Absatz) vollzogene Schlu8 auf die Giiltig- 
keit der Ungleichung 

Ty > 4(c) 

fiir flachenhaft verteilte Punktmengen M ist insofern nicht stichhaltig, als 
es bei der Weite der Kurvenklasse €(%, Mt) sehr wohl geschehen kann, 
da8 auf einer Kurve ¢ die Teilmenge c’ ein positives Lebesguesches Ma8 
besitzt und da8 dennoch in keinem ihrer Punkte von der Funktion 
f(z, y) c F(B,M) die Ungleichung 


(1) a > A(z, y) 


erfiillt wird; denn sobald der Durchschnitt der Menge c’ mit einer Integral- 
kurve C des Gleichungssystems 

(2) = £&,(z,y), y = &(2, y) 

auf C nur eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null ausschneidet, braucht 
ja dort (1) nicht zu bestehen. Nun lassen sich aber Beispiele konstruieren, 
bei welchen eine rektifizierbare Kurve ¢ eine ,,Parallelfaserung‘‘ sozusagen 
monoton durchsetzt, d. h. jede einzelne Faser nur in einem einzigen Punkte 
schneidet, und bei welcher dennoch die Menge der Punkte c’, in denen ¢ 
die Fasern gleichsinnig beriihrt, auf c gemessen ein positives Lebesguesches 
MaB besitzt. 

Um daher die Schliisse des §15 und damit die Aussage des Haupt- 
satzes in §16 aufrecht erhalten zu kénnen, miissen wir die Kurvenklasse 
€(B,M) verengen zu der Klasse €*(%,M) und haben mithin zu defi- 
nieren: €* (8B, M) umfaBt die Gesamtheit aller geschlossenen rektifizier- 
baren und orientierten Kurven ¢ des Bereiches 8, bei welchen der Durch- 
schnitt c’ derjenigen ihrer Punkte mit der abgeschlossenen Punktmenge M, 
in denen die orientierten Linienelemente ds, von ¢ die Vektoren (&, &,) 
gleichsinnig beriihren, folgenden Aufbau gestattet: c’ ist die Vereinigung 
einer Menge n vom auf ¢ gemessenen linearen MaBe Null und einer Summe 
héchstens abzihlbar unendlich vieler Mengen ¢;, deren jede ganz einer 
einzelnen Feldkurve C, des Gleichungssystems (2) angehért und auf ihr 
ein positives oder verschwindendes Lebesguesches Ma8 haben darf: 


dé =n+ JK. 
t 
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Man iiberzeugt sich dann leicht, da8 fiir das auf dieser engeren Kur- 
venklasse €* (8, M) definierte Funktional q(c) alle friiher bewiesenen Siatze 
ebenfalls gelten und daB fiir den Fall, daB M auf endlich oder abzahlbar 
unendlich vielen getrennt liegenden Integralkurvenbégen C von (2) verteilt 
ist, €*(B, M) mit der alten Kurvenklasse €(B, M) zusammenfillt. Der 
Hauptsatz des §16 aber nimmt jetzt folgenden Wortlaut an: 

Hauptsatz. Ist die abgeschlossene Punktmenge MM wm Innern des 
einfach zusammenhiingenden Bereiches ® irgendwie verteilt und liegt auf ihr 
keine geschlossene Integralkurve des Systems 


f= é, (z, y), y = &, (z, y), 
so enthilt die Funktionenklasse % (B,M) stets mindestens eine Funktion @ (P) 
kleinstméglicher Steilheit 
T, = T(B,M) 
und diese minimale Steilheit laBt sich aus der Betrachtung der Dichtigkeits- 
verteilungen derjenigen Punkte ¢' cc, im denen die Kurven ¢ < €*(B, M) 
auf M die Vektoren (&,, &) gleichsinnig beriihren, nach der Formel 


T (B, M) = q(B, M) = obere Grenze gq (c) 
cc C*(S,M) 
berechnen. 

N. B. Fiir die Betrachtungen des Teiles B (Funkt. Kl. §,, (8, M)) 
bleibt es selbstverstiindlich bei der alten Kurvenklasse €(8, M), die alle 
geschlossenen rektifizierbaren und orientierbaren Kurven ¢ aus 8 umfaBt, 
welche iiberhaupt WM schneiden. 


(Eingegangen am 17. 7. 1938.) 











Nachruf auf Otto Hilder. 
Von 
B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Am 29. August 1937 starb im Alter von 77 Jahren der Leipziger Mathe- 
matiker Otto Hélder, der nicht nur von 1908 bis 1928 dem Herausgeberstab der 
Mathematischen Annalen angehérte, sondern der vor allem unserer Zeitschrift 
eine Reihe von Abhandlungen von grundlegender Bedeutung geschenkt hat. 
Die Redaktion verliert in ihm einen treuen, immer interessierten Mitarbeiter. 

Ein wahrhaft groBer Wissenschaftler ist von uns gegangen, einer von den 
Mannern, die an der Jahrhundertwende der modernen Mathematik ihre 
Richtung gewiesen haben: die Richtung vom Formalen zum Kritischen, von 
der Rechnung zum Begriff. Auf streng logische Sauberkeit in Denken und 
Ausdruck ist sein Streben immer gerichtet gewesen, und die Lektiire seiner 
kristallklaren Arbeiten ist immer wieder ein hoher geistiger GenuB. 

Wie alle Klassiker unserer Wissenschaft war er von jeder Einseitigkeit 
frei. Fiir die Algebra und fiir groBe Teile der Analysis war sein Werk babn- 
brechend, aber auch Geometrie, Logik und Zahlentheorie verdanken ihm 
wertvolle Erkenntnisse. 

Otto Hélder wurde am 22. Dezember 1859 in Stuttgart geboren als Sohn 
des Professors Otto Hélder, der am dortigen Polytechnikum Franzésisch 
lehrte. Er studierte zunichst in Stuttgart, dann in Berlin bei WeierstraB, 
der einen nachhaltigen Findruck auf sein ganzes Denken hinterlassen hat, 
endlich in Tiibingen bei P. du Bois-Reymond. Nach seiner Promotion in Tii- 
bingen 1882 ging er zuerst nach Leipzig zu Felix Klein, aber dessen Einstellung 
und Denkweise unterschieden sich doch zu sehr von den Hélderschen, als daB 
es damals zu einer fruchtbaren Zusammenarbeit kommen konnte; erst spiter, 
in Géttingen, hat das gemeinsame Interesse an der Gruppentheorie die beiden 
Manner zusammengefiihrt. Hélder verlieS daher Leipzig und habilitierte 
sich 1884 in Géttingen, wurde dort 1889 zum auBerordentlichen Professor 
ernannt, erhielt im gleichen Jahr ein Extraordinariat in Tiibingen, wurde 
1896 als Nachfolger von Minkowski nach Kénigsberg berufen und erhielt 
1899 den Lieschen Lehrstuhl fiir Mathematik an der Universitit Leipzig. 

Kurz vor der Ubersiedlung nach Leipzig heiratete er Helene Lauten- 
schlager aus Stuttgart. Seitdem lebte er im Kreise seiner Familie ein stilles, 
zuriickgezogenes Gelehrtenleben. 1899 wurde er zum Mitglied der siichsischen 
Akademie der Wissenschaften gewahlt. Bis in seine letzten Lebensjahre 


hinein ist er unermiidlich im Interesse der Wissenschaft tatig gewesen. 
Mathematische Annalen. 116. ll 
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Die ihn naher kannten, schitzten sein hohes geistiges Niveau, seinen 
aufrechten, makellosen Charakter und seine menschliche Liebenswiirdigkeit. 


Der begriffliche, nicht formelmaBige Charakter seines Denkens zeigt 
sich schon in der Frages'. lung seiner Dissertation [1]: Welche Bedingungen 
miissen zur Stetigkeit ser Massenbelegung hinzukommen, damit fiir das 
Potential dieser Belegung die Laplacesche Gleichung 


AV = —42x 


gilt? Uns mag eine solche Fragestellung natiirlich vorkommen; in einer 
Zeit aber, die eben erst von der Existenz nicht differenzierbarer Funktionen 
gehért hatte, war sie ganz neuartig. Ebenso originell ist die Antwort: die 
beriihmte ,,Héldersche Bedingung“ 


lx (x, y,2) —x(a,b,c)| <Ar* (wu >0). 


In derselben sorgfiltigen Weise wird, nach einer Erérterung der Begriffe 
der Flache und des Flicheninhaltes, das Potential einer stetigen Flichen- 
belegung untersucht, die Existenz der inneren und fuBeren normalen Ab- 
leitung des Potentials in einem Punkt der Flache bewiesen und der Sprung 
in der normalen Ableitung berechnet. Neu sind Hélders Ergebnisse iiber das 
Verhalten des Potentials am Rande des mit Masse belegten Flachenstiicks. 

Die von Hélder geschaffene Methode der potentialtheoretischen Unter- 
suchung wurde von Lichtenstein, Petrini und anderen weiter ausgebaut 
(vgl. den Enzyklopidiebericht von L. Lichtenstein). Auch Hélder selbst 
hat spiter noch schéne Beitrige zur Potentialtheorie geliefert [30, 40, 44]. 

Hélder wendet sich jetzt unter WeierstraB’ Einflu8 der Funktionen- 
theorie zu. Der bekannte Satz, daB eine analytische Funktion in der Nahe 
einer isolierten wesentlich singuliren Stelle jedem Wert beliebig nahe kommt, 
stammt von ihm [2]. WeierstraB hatte nur den Fall einer in der ganzen Ebene 
meromorphen Funktion auf schwierigem Wege mit Hilfe der Produkt- 
darstellung erledigt; Hélder aber gab einen direkten, allgemein giiltigen 
Beweis. 

Die Abhandlung [3] ist fiir die Theorie der divergenten Reihen grund- 
legend geworden. In ihr wird nimlich die als Héldersche Summation bekannt- 
gewordene Summationsmethode eingefiihrt, und es wird gezeigt, daB der 
Abelsche Grenzwertsatz fiir alle Hélder-summierbaren Reihen gilt. In der 
Habilitationsschrift [5] untersucht Hélder im Anschlu8 an du Bois-Reymond 
die Frage, unter welchen Bedingungen die Koeffizienten einer Fourierschen 
Reihe, die eine nicht notwendige stetige Funktion darstellt, in der bekannten 
Weise als Integrale dargestellt werden kénnen. Um diese Frage auch fiir nicht 
beschriinkte Funktionen beantworten zu kénnen, mu8 zuniachst das (uneigent- 
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liche) Integral einer solchen Funktion definiert werden, was Hdélder in der 
ihm eigenen sauberen Weise durchfiihrt. Daran anschlieBend, stellt er [6] 
eine neue hinreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit einer stetigen 
Funktion durch eine Fouriersche Reihe auf, die so hei8t: Teilt man das Inter- 
vall in Teilintervalle und approximiert die Funktion / (xz) in jedem Teil- 
intervall durch eine lineare Funktion g (z), so soll die Summe der Quotienten 
der Integrale f\f (2) —g(az)|dzx durch die jeweiligen Intervallingen bei 
Verfeinerung der Teilung gegen Null streben. 

Lange Zeit hat Hélder sich vergeblich bemiiht, eine algebraische Differen- 
tialgleichung fiir die Gammafunktion zu finden, bis ihm allmahlich die Aus- 
sichtslosigkeit des. Unternehmens diimmerte. Der Sucher nach restloser 
Klarheit war aber nicht zufrieden, bevor er nicht den strengen Beweis erbracht 
hatte, daB eine solche Differentialgleichung unméglich ist [9]. Ebenso kon- 
struierte er eine Funktion, die keiner algebraischen Funktionalgleichung 
geniigt. An diese beiden Ergebnisse, sowie an Untersuchungen von Liouville 
hat sich eine Reihe von Untersuchungen anderer Forscher angeschlossen, 
iiber die Bieberbach auf dem Kongre8 in Ziirich 1932 zusammenfassend 
berichtet hat. 

Am Ende der Géttinger Periode beginnt Hélder seine klassisch ge- 
wordenen gruppentheoretischen Untersuchungen. Ausgehend von einem 
Problem der Galoisschen Theorie, nimlich von der Zuriickfiihrung einer 
algebraischen Gleichung auf eine Kette von Gleichungen mit einfachen 
Gruppen ohne Einfiihrung akzessorischer Irrationalitiiten, kommt er auf die 
Frage nach der eindeutigen b stimmtheit dieser einfachen Gruppen. Jordan 
hatte schon bewiesen, da8 in einer Kompositionsreihe einer endlichen Gruppe 
die Indices (also die Quotienten aufeinanderfolgender Ordnungen) bis auf 
ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. Hdélder bildet nun [11] den fiir 
die seitherige Gruppentheorie grundlegenden Begriff der Faktorgruppe und 
beweist die Eindeutigkeit der Kompositionsfaktoren bis auf Isomorphie. 
Heutzutage kann man sich eine Gruppentheorie ohne Faktorgruppen und eine 
Galoissche Theorie ohne Jordan-Hélderschen Satz kaum mehr vorstellen, 
so sehr haben die von Hdélder geschaffenen Begriffsbildungen die Algebra 
durchdrungen. — Auch die Unméglichkeit der Auflésung einer Gleichung 
3. Grades durch reelle Radikale im Casus irreducibilis hat Hélder zuerst 
bewiesen [15]. 

In den nun folgenden Arbeiten untersucht Hélder ganz systematisch die 
Struktur der endlichen Gruppen gegebener Ordnung. Da die einfachen 
Gruppen die Bausteine aller bilden, betrachtet er diese zuerst [16]. Von den 
zusammengesetzten Gruppen bieten die der Ordnungen p* und pq keine 
Schwierigkeit; also betrachtet er [17] die Gruppen der Ordnungen »*, pg, 
pqr und p*. Um aber weiter zu kommen, mu8 man zuerst wissen, wie man 


u* 
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aus einer vorgegebenen Faktorgruppe und einem vorgegebenen Normalteiler 
eine zusammengesetzte Gruppe bildet. Diese Frage wird in der groBen Ab- 
handlung [18] eingehend behandelt. Um die Ergebnisse dieser Untersuchung 
in einem konkreten Fall anwenden zu kénnen, mu8 man die Automorphismen 
des vorgegebenen Normalteilers kennen. Demgem&8 werden in derselben Ab- 
handlung die Automorphismengruppen einer Reihe von wichtigen Gruppen 
durchdiskutiert. Dabei ergibt sich unter anderem der Satz, da8 die symme- 
trische Gruppe fiir n + 6 vollkommen ist, d. h. kein Zentrum besitzt und ihre 
eigene Automorphismengruppe darstellt. Die Ergebnisse dieser Untersuchung 
gestatten die Aufstellung aller nicht auflésbaren Gruppen der Ordnungen 
< 200. 

Auch die Struktur der Gruppen von quadratfreier Ordnung hat Hélder 
volistindig bestimmt, indem er beweist [19], daB jede solche einen zyklischen 
Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe besitzt. 

Durch die feinsinnige Untersuchung [20] iiber die Prinzipien der Mechanik 
wurde eine verzwickte Frage, iiber die Jourdain und Réthy (Math. An- 
nalen 48, 8.513) nicht zu einer Einigung kommen konnten, gliicklich ge- 
klart. Es folgt nun eine Reihe von Abhandlungen iiber die Grundlagen der 
Geometrie, die von der mehr ins Philosophische gehenden Leipziger Antritts- 
rede [24] ihren Ausgang nimmt. Diese schénen Arbeiten haben leider nicht 
die Beachtung gefunden, die sie verdienen. In [25] wird untersucht, unter 
welchen Bedingungen ein System von-vergleichbaren und addierbaren GréBen 
durch Zahlen gemessen werden kann, wobei insbesondere der Fall der Strecken 
auf Grund der Kongruenzaxiome und des archimedischen Postulats ausfiihrlich 
behandelt wird. In [26] wird die Einfiihrung der Zahlenskala auf der projek- 
tiven Geraden, ohne Bezugnahme auf den umgebenden Raum, auf Grund 
von Axiomen iiber die harmonische Lage und Stetigkeitsaxiomen durchgefiihrt. 
Das wichtigste Hilfsmittel dabei ist die unbeschrinkt fortgesetzte harmonische 
Zweiteilung einer Strecke. In [28] schlieBlich wird ohne Stetigkeit und ohne 
archimedisches Postulat die Koordinatenrechnung in einer affinen oder projek- 
tiven Desarguesschen Geometrie neu begriindet. 

In der kleinen Abhandlung [29] kehrt Hélder zur Theorie der Fourierschen 
Reihen zuriick. In eleganter Weise werden notwendige und hinreichende 
Bedingungen aufgestellt, die die Koeffizienten einer Fourierschen Reihe 
erfiillen miissen, damit die Reihe eine reelle analytische Funktion dar- 
stellt. 

In der elementar algebraischen Note [33] wird der Wert einer Deter- 
minante berechnet, in der oberhalb der Hauptdiagonale iiberall dieselbe 
Zahl a und unterhalb dieser Diagonale iiberall dieselbe Zahl 6 steht. In [35] 

wird ein einfacher, von Hurwitz stammender Beweis derselben Formel 
gegeben. ' 
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In der Zeit von 1914 bis 1923 hat Hélder sich hauptsichlich mit logisch- 
*philosophischen Untersuchungen iiber die Grundlegung der Mathematik be- 
faBt. Die Frage, in welcher Weise die mathematische Begriffsbildung vor sich 
geht und wie sie méglich ist, hat ihn gepackt und nicht mehr losgelassen. 
In seiner Programmabhandlung [34] begriindet er die Auffassung, daB die 
Arithmetik keiner Axiome bedarf, sondern nur durch den folgerichtigen 
Aufbau ihrer Begriffe begriindet wird. Die Untersuchung muBte aber, wie er 
erkannte, von einer noch breiteren Basis aus gefiihrt werden. In dem groBen 
Werk iiber die mathematische Methode [38] werden systematisch Logik, 
Arithmetik, Geometrie, Mechanik und ein Teil der Physik durchforscht und 
ihre eigentiimlichen Schlu8weisen und Voraussetzungen aufgedeckt. Ich 
will hier nur einige von den wichtigsten Grundgedanken dieses Werkes hervor- 
heben. 

Nach Hélder besteht einer der wesentlichen Ziige der mathematischer 
Methode darin, daB iiber Begriffe immer neue Begriffe héherer Ordnung 
,uberbaut“ werden, in dem Sinn, daB die Begriffe und SchluBweisen einer 
Stufe auf der nichsthéheren Stufe selbst als Objekte der mathematischen 
Betrachtung genommen werden, indem man z. B. zuerst ein Beweisverfahren 
entwickelt und nachher die Schritte des Beweisverfahrens abzahlt oder sie 
anderen Objekten zuordnet oder durch Relationen miteinander verkniipft. 
Aus dieser Auffassung schlie8t Holder (und neuere logistische Untersuchungen 
von Gédel geben ihm véllig recht), daB man niemals die gesamte Mathematik 
durch einen logischen Formalismus erfassen kann, weil naimlich die logischen 
Betrachtungen, die man iiber die Formeln des Formalismus selber anstellt, 
mit Notwendigkeit iiber den Formalismus hinausfiihren und dennoch auch 
zur Mathematik gehéren. 


Auf Grund von logischen Uberlegungen iiber die Definition von Teil- 
mengen wird der Begriff der Potenzmenge, das ist der Menge aller Teilmengen 
einer vorgegebenen Menge, abgelehnt. Damit bricht auch die auf den Dedekind- 
schen Schnitt begriindete Theorie des Kontinuums zusammen. Hélder sieht 
sich daher genétigt, die Existenz des Kontinuums durch besondere Axiome 
zu postulieren. Dieser Punkt ist vielfach angegriffen worden. 


Die Grundbegriffe und Axiome der Geometrie, ebenso wie die der Mechanik 
und Physik, werden nach Hélders Auffassung, die sich an die Helmholtzsche 
anschlieBt, aus der Erfahrung abstrahiert. Ausfiihrlich setzt Holder sich mit 
den entgegengesetzten philosophischen Auffassungen auseinander. Seine Ab- 
lehnung des Weylschen Intuitionismus hat er in einer spiteren Note [43] 
begriindet. 


Von seinen spiteren Untersuchungen iiber spezielle analytische Funk- 
tionen seien noch zwei hervorgehoben, [45] und [48], in denen er, an Unter- 











162 B. L. van der Waerden. 


suchungen von Abel anschlieBend, einen Grenziibergang rechtfertigt und eine 
Funktionalgleichung fiir die durch 


(2) = — =O 340 


definierte Funktion nachweist. 

Hdlder hat die Zahlentheorie immer geliebt; in seinen letzten Lebens- 
jahren konnte er sich dieser Liebe ungestért widmen. In den Noten [53, 57, 
60, 61, 63] werden gewisse Reziprozititsformeln fiir summatorische Funk- 
tionen, zundchst in Spezialfillen, dann immer allgemeiner, aufgestellt. Die 
meisten von ihnen haben die Gestalt 


xv (a) (f(a) —  F_ y (b) H(y (0) 
= D(a’) ¥ (6’) — D(a) ¥ (8) [6 = f(a); B’ =f (@’)], 


¢=— a 
wobei ® und ¥ die summatorischen Funktionen von g und y sind und g die 
Umkehrfunktion der monotonen Funktion f ist. 

Die Noten [54] und [58] leiten aus bekannten asymptotischen Formeln 
fiir elementare zahlentheoretische Funktionen andere ebensolche ab. 

In [59] wird ein allgemeines Prinzip zur Herleitung von Umkehrformeln 
fiir zahlentheoretische Funktionen: 

G(z)= Ya,F(=)F F(z) = F ,6(=) 
ase * rn Sz - 

angegeben. 

Besonders mége noch auf die Note [65] hingewiesen werden, in der ein 
einfacher Ausdruck fiir die ,,Summe von Ramanujan“, d. h. fiir die Summe 
der n-ten Potenzen der primitiven m-ten Einheitswurzeln angegeben wird: 





n — 9 (m) ’ ae sal a ae 
xt = Sait) [@ = (m,n); m 7 |- 


Es war unméglich, alle Einzelergebnisse aus dem reichhaltigen Werk 
Hélders hervorzuheben. Es sollte geniigen, die groBen Linien der begrifflichen 
Entwicklung aufzudecken, die sein ganzes Lebenswerk durchziehen. Er ist 
immer den grundlegenden Begriffen nachgegangen, die das Gebiude der 
Mathematik tragen; er hat diese Begriffe bis in ihre letzten Konsequenzen 
durchdacht und bis in ihre tiefsten Griinde zu kliren versucht. Sein Gedanken- 
gut ist zum unverlierbaren Besitz der Wissenschaft geworden. 
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Die Darstellung biquadratischer Formen 
als Summen von Quadraten 
mit Anwendung auf die Variationsrechnung. 


Von 
¥. J. Terpstra in Hilversum (Niederlande). 
Erstes Kapitel. 


1. Einleitung. Aus der Variationsrechnung der einfachen Integrale 
ist folgendes bekannt*). Es sei 


f(t, 2, #,) (i = 1,2,..., n) 
die Grundfunktion des Problems. Mit Hilfe der partiellen Ableitungen 
ot f 
hi = 5E05, 
dake 


bilden wir die quadratische Form 
(1.1) hi; &: §. 


Jedeni Linienelement im Raum der ¢, x; wird nach (1. 1) eine Form zugeordnet; 
ein Linienelement hei®t regular, singulér oder irregulir, je nachdem die 
zugehérige Form definit, semidefinit oder indefinit ist. Es gelten: 

Satz 1. Ein Linienelement einer Minimale ist positiv regulir oder 
positiv singulér. 

Satz 2. Wenn eine Extremale (d. h. eine Lésung der Eulerschen 
Gleichungen) im Punkt A ein positiv regulires Linienelement besitzt, so ist 
diese Extremale in der Umgebung von A Minimale. 

Es sei jetzt wie in VmI.*) f (t,, z,, p;,) die Grundfunktion eines mehr- 





= gh dx ol : 
fachen Variationsproblems. Hierin steht p,,, fiir a3 lateinische Indizes 


laufen von 1 bis n, griechische von 1 bis yp. 7 
Wir betrachten dann mit der Abkiirzung 

leit = FE ben 

ta, jp ~~ OL, 9254 


') Carathéodory, Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Teubner, 1935. Zwélftes Kapitel. 

2) Mit VmI. bezeichnen wir einen Aufsatz von Boerner iiber die Variationsrechnung 
der mehrfachen Integrale in den Math. Annalen 112, S. 187, in dem der Leser auch eine 
Angabe der grundlegenden Arbeiten von Carathéodory findet. . 
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die zu (1.1) analoge doppeltquadratische Form: 

(1. 2) hia, 5p &, &; Ne Ne- 

Jedem Flachenelement (d.h. jedem Wertsystem der ¢,, x;, p,,) wird eine 
Form (1.2) zugeordnet; ein Flichenelement heiSt regulir, singulair oder 
irregular, je nachdem die zugehérige Form definit, semidefinit oder indefinit ist. 

Statt positiv re. ular und positiv singular schreiben wir weiterhin regular 
und singular schlechthin. 

Wie Herr Boerner mir brieflich mitteilte, ist es nicht schwer, fiir beliebige n 
und « zu beweisen, da8 jedes Flichenelement einer Minimalfliche entweder 
regular oder singulair ist. 

Die vorliegende Arbeit untersucht nun, ob Satz 2 auch verallgemeinert 
werden kann. 

Wir wollen ein regulares Flichenelement F stark regulir nennen, wenn 
jede Extremalfliche, die EZ enthalt, Minimalfliiche ist in der Umgebung 
von E. Es handelt sich also um die Frage, ob bei Fliichenelementen genau 
so wie bei Linienelementen ein reguliires Element immer stark regulir ist. 

Im Paragraphen 2 werden wir zeigen, daB ein Flichenelement £ stark 
regular ist, wenn in der Schar von quadratischen Formen 
(1. 3) hia, jp Ta Lip — Ave, ip (Zia Lip — Lip Ba)s 
die man £ zuordnen kann, mindestens eine positiv definite Form enthalten 
ist. Wir sagen dann, daB E die Bedingung B erfiillt, und haben also noch zu 
untersuchen, ob B erfiillt ist, wenn (1.2) positiv definit ist. 

Im selben Paragraphen beweisen wir auch noch folgende Hilfssitze: 

I. Fiir das Erfiilltsein der Bedingung B ist notwendig und hinreichend, 
daB fi, 5 &: §& Ne Nx positiv definit ist und zugleich zerlegbar in eine Summe 
von Quadraten bilinearer Formen unter denen wenigstens », linear unab- 
hangig sind. 

II. Wenn im Gebiet der §,, ..., a; 1, ---. M, jede positiv defmite 
biquadratische Form iiberhaupt eine Zerlegung in Quadrate gestattet, so 
kann man auch fiir jede solche Form eine Zerlegung angeben, die wenigstens nu 
linear unabhingige bilineare Formen enthiilt. 

Satz 2 wird also sicher in der Variationsrechnung mehrfacher Integrale 
gelten, wenn folgende rein algebraische Frage bejaht werden kann: Aann 
jede doppeltquadratische positiv definite Form als Summe von Quadraten 
bilinearer Formen geschrieben werden? 

Ein almliches Problem behandelt Hilbert in den Mathematischen Annalen 
Bd. 32, S. 342 (in den gesammelten Abhandlungen Bd. 2, 8. 154), wo er 
untersucht, ob jede positiv definite Form in » Variablen und vom Grade 2 m 
in eine Quadratsumme zerlegbar ist. Abgesehen vom Fall m = 1 und be- 
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liebiges n, der allgemein bekannt ist, und n = 2, beliebiges m, der auch in 
wenigen Worten zu erledigen ist, beweist Hilbert, daB die Frage nur bejahend 
zu beantworten ist fiir » = 3, m= 2. In den iibrigen Fallen gibt es 
immer nichtzerlegbare positiv definite Formen. 

Die Gedankenginge der Hilbertschen Beweise hat der Verfasser, der 
hierbei haufig freundlichst von Herrn van der Waerden unterstiitzt wurde, 
fiir seine Beweise im 2. und 3. Kapitel verwenden kénnen. Er beweist dort, 
daB die Zerlegung einer positiv definiten Form in eine Summe von Quadraten 
bilinearer Formen immer méglich ist, wenn n S 2 oder uw S 2 ist, wahrend 
sie fir n= 3 und ~=3 nicht immer méglich ist. 

Fiic n und « =} 3 bleibt die Méglichkeit also noch offen, daB ein Flachen- 
element regular ist, ohne daB es stark regular ist. 

2. Satz. Ein Fléachenelement E ist stark regulir, wenn in E die 
Bedingung B erfiillt ist. 

Beweis. Es sei fiir das Zahlensystem g,, 5, = 4,4, ;, die Form (1. 3) 
positiv definit. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man an- 
nehmen, daB 


%ia,jp = Upia = — Vpja = — Ga,ig 
ist. Die Koeffizienten der gegebenen positiv definiten Form sind also 


(2. 1) fia, sp — 90,5 + 9p,je = hiagse — 290,56" 


Wir denken uns durch £ irgendeine Extremale U, d.h. eine Lésung der 
Eulerschen Gleichungen [Formel (10.1) in VmI.]. Nach dem 2. Kapitel in VmI. 
gibt es ein geodatisches Feld, das U transversal schneidet. Das Feld sei gegeben 
durch die Funktion 4. In E gelten die Beziehungen 


(2. 2) t=A he = Ag 


Von U miissen wir beweisen, da8 sie in der Umgebung von EF Minimale ist, 
und das‘ist sicher der Fall [Formel (2. 5) in VmI.], wenn die quadratische Form 
mit den Koeffizienten 


hie, rT too + (ealip nes hip hija) 


positiv definit ist. (In VmI. heiSt iibrigens regular, was bei uns stark regular 
ist.) Da aquivalente Probleme dieselben Minimalen haben, sind wir fertig 
mit dem Beweis, wenn wir ein zu f aquivalentes Problem F angeben kénnen, 
so daB die Koeffizienten 


1 
(2. 3) Fya, jp — HF (Fea Pip — Pip Pia) 
mit (2.1) tibereinstimmen. Es sei 
F=f—4+G. 
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Das Integral von G iiber einen Teil irgendeiner Flache sei nur von der Be- 
grenzung dieses Teiles abhangig, also nicht vom Wege; wir erreichen dies, 
indem wir fiir G eme Summe nehmen, von der jeder Summand nach (2. 4) 
bzw. (2.5) aus einem Funktionensystem S entsteht [vgl. VmI. (2. 1)]. [In 
(2. 4) und (2.5) soll tiber zweimal vorkommende Indizes nicht summiert werden. } 


G= 5 Aase+ ¥ Ae, 
i,a 


4, a, 9,8 
8S. = 4a, ja% | 
(2.4) Ss = 2; > At IP = aya, 58 (Pia Pip — Pip Pja)- 
S,=t, y + @ oder B Es sei weiter 
Ua, jp = 2jp,ia = — Up, ja = — Aa, ip- 
8. =W%e% | 
2. 5 —> At« = a Pia 
sais: 8, =t, y +a J ee 
Wegen (2.2) geht jetzt (2.3) iiber in 
1 
(2. 6) hia,jp — Mia,3p + Se, jp — aq (G,uGjg — Gig Gj). 
Wir kénnen wegen 4,,. 53 = — Mie, j2= 4 (4;. 4;3— 4,5 4;,) die Parameter 


4, ,,; 80 bestimmen, daB 24,, 55 = Ajo 5s — 29;0,;9 ist. Sodann wahlen 
wir die w,, so, daB die Matrix von G,, den Rang eins hat. (2.6) geht 
dann, wie wir noch zu beweisen hatten, iiber in (2. 1). 

Hilfssatz I. Fir das Erfiilltsein der Bedingung B ist notwendig und 
hinreichend, daB P = f,, 55 & £7. %, positiv definit ist und zugleich zer- 
legbar in eine Summe von Quadraten bilinearer Formen, unter denen 
wenigstens nu linear unabhiangig sind. 

Beweis der Notwendigkeit. Fiir ein gewisses Wertsystem der 4,,, 5, 
enthalte die Schar (1. 3) eine positiv definite Form L. L ist zerlegbar in eine 
Summe von Quadraten linearer Formen, unter denen wenigstens nm linear 
unabhangig sind. Man substituiere in die Formel, die diese Zerlegung aus- 
driickt, links und rechts 


(2. 7) Ua = & Ne 


Man erhialt so fiir P eine Zerlegung der verlangten Art, da die lineare Un- 
abhingigkeit bei der Substitution (2.7) bestehen bleibt. 


Beweis, daB es hinreicht. Es sei 


hea, ja §s Ei Na "= p (af. §; Na)*, 
@ 


(2. 8) | wo die rechte Seite wenigstens nu linear unabhiangige 
Formen enthilt. 
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Wir denken uns in die linke und rechte Seite von (2. 8) 


(2. 9) é; g; Ne "8 = z; « z; B 


bzw. § 9. = 7%, 

eingesetzt. Die beiden Seiten gehen bei dieser Substitution in quadratische 
Formen der z,, iiber, deren Differenz Q = q,,. ; %q 23 bei der Substitu- 
tion (2. 7) identisch in den &,, 7, verschwindet. Man schlieBt hieraus, wie wir 
beweisen werden, daB Q zu schreiben ist als eine Linearform der GréBen 


(2. 10) Liq Tg — Lego 


ip “je 


In jedem Glied von Q ordnen wir die Faktoren so an, daB immer ¢ S 7 ist. 
Ist dann « > f, so schreiben wir (wobei nicht summiert wird iiber i, 7, «, 6) 


Via, jp Lia Ty9 _ qi «jp Tj 3 D5 « q, a,jp (x, « Z; 3 S x; 3 ©; «)- 
Wir erhalten so 
Q=R+S8, wo R=7,, jp%c% (63S); ¢S8) 


und S = 8, 53 (Za %3 — %p Taq) ist. 
Da R = Q — S ist, so geht R bei der Substitution (2.7) identisch in 
Null iiber, d.h. 7, 


einziges Glied mit &, & 7, 7, gibt, so schlieBt man auf 


s2 & & Me Nz Verschwindet identisch. Da es in R# nur ein 


@, 


‘ea,j8 = 9. 

Wegen (2.8) hat man jetzt 

(2.11) fia, ja Pia Bip — See, 58 (Via Lig — Lig ja) = LY (Ae Xa)’. 
° 

Da unter den a®, z,,, wenigstens » Formen linear unabhingig sind, so 
ersieht man aus (2.11), daB die Schar (1.3) wirklich eine positiv definite 
Form enthalt. 

Hilfssatz II. Wenn im Gebiet der &,, ... &,; 9, ..., , jede positiv 
definite biquadratische Form iiberhaupt eine Zerlegung in Quadrate gestattet, 
so kann man auch immer eine Zerlegung angeben, die wenigstens nw linear 
unabhangige bilineare Formen enthilt. 

Beweis. Es sei Q eine beliebige positiv definite Form. Es sei weiter 
R=Q—&(EP nn? + EP nz +...+ & 3), wo k eine positive Zahl kleiner 
als das Minimum von 

Q 
€? n? + €2 n7 +...4 En ns 
ist. Die Form R ist also auch positiv definit und besitzt daher nach der Vor- 
aussetzung eine Zerlegung in eine Summe von Quadraten R = J (b®, &, ,)*. 
Hieraus folgt fiir Q eine Zerlegung der gewiinschten Art. e 


Q = J bf F ne) + hE m+ hE NE +... + REN}. 
: 
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Zweites Kapitel. 
3. Satz. Wenn 


P (1) _ fia, ip g, g; Ne "Np (1,9 = 1, 2; a, B _ 1, sie Ht) 
positw definit ist, so besteht eine Identitéit 
+1 


P(1) = E (a8e & ne)? is. 


o=1 

Beweis. Wir wollen vorliufig den Satz fiir ~ = 3 beweisen. 

Es sei P (0) eine Summe von vier Quadraten beliebiger reeller doppelt- 
linearer Formen, die keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. Nullpunkte, 
wie tiberhaupt Wertsysteme der &,, 7,, von denen alle &, oder alle », ver- 
schwinden, schlieBen wir aus. 

Der Gedankengang des Beweises ist dieser. Wir zeigen, daB es méglich 
ist, durch stetige Verinderung der Koeffizienten, die wir als bestimmte 
Funktionen eines von 0 bis 1 heranwachsenden Parameters auffassen, P (0) 
in P (1) iiberzufiihren und dabei zugleich die Zerlegung von P (0) in eine 
reelle Zerlegung von P (1). 

Ausgangspunkt des Beweises ist die Gleichung 
(3. 1) F= 9+ +9 + %, 
wo F eine doppeltquadratische Form mit den Koeffizienten /, (J = 1, ..., 18) 
und jedes y, eine doppeltlineare Form bedeuten mége. 

Jedes Pp hat sechs Koeffizienten. Die insgesamt 24 Koeffizienten im 
rechten Glied nennen wir in bestimmter Reihenfolge a, (k = 1, ..., 24). 

Indem wir die entsprechenden Koeffizienten links und rechts gleich- 
setzen, erhalten wir ein System von 18 Gleichungen 


(3. 2) fy = Fy (a,, «- +, Og) (i = 1, ..., 18). 


4. In diesem Paragraphen beweisen wir, daB das System (3. 2) algebraisch 
unabhingig ist. 

Die a, fassen wir als orthogonale Koordinaten in einem 24-dimensionalen 
Raum £,, auf. Die Gleichungen (3. 2) bestimmen in £,, eine 18-parametrige 
Schar von Mannigfaltigkeiten. 

Jeder Punkt (a,) in £,, enthilt ein Exemplar dieser Schar. Dieses 
Exemplar hat in (a,) einen linearen Tangentialraum, den wir den Lokalraum 
in (a,) nennen wollen. Der Lokalraum, den wir beschreiben mit den lokalen 
Koordinaten da,, ist bestimmt durch die Gleichungen 

aF, 
= d a, (i = 1, ..., 18). 


-  O& 


(4. 1) 


Eine algebraische Beziehung zwischen den F, mit konstanten Koeffizienten 
-wiirde heiBen, daB das System (4.1) linear abhangig wire bei jeder Wahl 
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der a,. Wir werden zeigen, da8 diese lineare Abhangigkeit nur fiir besondere 
Wertsysteme der a, zutrifft. 

Einem Wertsystem der da,, das (4. 1) erfiillt, ordnen wir ein Formen- 
quadrupel y, zu, das aus y, entsteht, indem man a, durch da, ersetzt. Es 
sei ¢ eine Konstante. Wir setzen jetzt 


4 
{4. 2) F+AF= 2 (P, + &Y,)*. 
e=1 


Wegen einer bekannten Definition der partiellen Ableitung haben die Koeffi- 
zienten A/, von AF die Gestalt 


OF 
Af, = 7a, &¢% + my ed Ay 


mit der Bedingung 


(4. 3) MeO fir e>0. 
Wegen (4.1) hat man 
(4. 4) Af, = mye day. 


Wenn man in 


4 4 
AF=2eS oy+2 J y3 
@=i e=1 

links die biquadratische Form mit den Koeffizienten (4. 4) einsetzt, sodann 
durch ¢ dividiert und schlieBlich ¢ nach Null streben laBt, so erhalt man 
wegen (4. 3) 
(4. 5) Pili t P2¥2+ P3¥3 + Prva = 9 
und daraus die Kongruenz 


%i¥e =O (Pi, Pa» Ps)- 


Der Punkt P, in dem wir den lokalen Raum betrachten, sei so beschaffen, 
daB p,, Pe, Ys und gp, keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. 

Die Gesamtheit aller Nullpunkte (Aa,, Aa,; ub,, b,, us), die bei 
verinderlichen 2 und « aus einem Nullpunkt (a,, a,; 5,, b,, 63) entstehen, 
nennen wir eine Nullstellenklasse. Die Formen 9,, ¢2, ~3 haben, wegen 
unserer Annahme iiber die g,, endlich viele gemeinsame Nullstellenklassen 
Pa, Ps «3 ae 

Da eine Nullstellenklasse im 5-dimensionalen Raum der zy, Tg, ¥1, Yo, Y3 
eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, so ist das Ideal (9, @, 93) 
2-dimensional. 

Nach einem bekannten Satz ist im Polynombereich der Verinderlichen 
Z,,..., Z, ein Ideal mit r Basiselementen ungemischt, wenn es (n — r)- 
dimensional ist. 
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Das Ideal (¢,, 92, $3) hat also, in einer Zerlegung in Primarkomponenten, 
keine eingebetteten 0- oder 1-dimensionalen Komponenten. Wegen der Homo- 
genitat der gy, waren schon tsolierte 0- oder 1-dimensionale Komponenten 
ausgeschlossen. 

Die Nullstellenmannigfaltigkeiten der Komponenten sind also gerade 
die obengenannten Nullstellenklassen P,, ..., P,,. 

Die Komponenten selbst nennen wir q,, ..., Gm und die zugehérigen 
Primideale p,,..., Pm. Aus p,y, =0(q,) und gy, +0 (p,) schlieBt man 
wegen der Eigenschaften eines Primarideals und des zugehérigen Primideals 
auf y,=0 (q,), d.h. 


¥,=0 (Pi, Pa» Pa) 
oder 


Vs = 4,9, + Ap G2 + Ass 
mit konstanten Koeffizienten 4,. Ahnliche Ausdriicke finden wir fiir y,, 
y, und ys. Da (4. 5) erfiillt sein soll, sind nicht alle Koeffizienten A, unab- 
hangig. Wir erhalten als notwendige und hinreichende Bedingung fiir das 
Bestehen von (4.5), wenn die g, die genannte Eigenschaft besitzen: 


= — Ag pe — Ag Gs — Ar % 
(4. 6) ¥2 = 4,9; — A, ps — Ag % 
Re Ay, + Ase —As%% 


Ve = 4,9, + Age + As Qs 


Dem Formenquadrupel y, entspricht eineindeutig ein Vektor des lokalen 
Raumes. Der lokale Raum ist also héchstens 6-dimensional. Wegen (4. 1) 
ist er mindestens 6-dimensional. Er ist also genau 6-dimensional in P. Das 
System (4. 1) ist linear unabhangig, das System (3, 2) also algebraisch unab- 
hangig. Gleichzeitig folgt, daB die durch (3. 2) definierte Mannigfaltigkeit 
in allen Punkten P von der oben angenommenen Beschaffenheit genau die 
Dimension 6 hat. 

5. In E,, nehmen wir einen reellen Punkt P, an, der so beschaffen 
sein soll, daB der lokale Vektorraum in P, 6-dimensional ist. 

Die dem Punkt laut (3.1) zugeordnete Form nennen wir P (0). 

P (1) sei eine beliebige positiv definite biquadratische Form. 

Wir denken uns die /, als Funktionen eines Parameters ¢, so daB, wenn t 
stetig von 0 bis 1 heranwichst, P (0) stetig ir P (1) tibergeht. Die Ableitungen 
der /, (t) seien stetige Funktionen von ¢t. F (t) sei die Form mit den Koeffi- 
zienten /;, (t). 

Ks sei in E,, der Punkt P,, ein reeller Punkt mit 6-dimensionalem Lokal- 
raum und F (t,) die zugehérige Form. Wir wollen zeigen, daB es eine Zahl 4 
gibt, so daB fiir jedes ¢ mit der Eigenschaft t; StS t, + 6 die Form F (t) 
als Summe reeller Quadrate darstellbar ist. Die Gleichungen, die entstehen, 
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wenn wir in (3. 2) /, = /, (¢) setzen, nennen wir das System (3. 2. t). Es sei S 
ein System von sechs reellen linearen Gleichungen, die den 18-dimensionalen 
Raum S,,, der senkrecht zum Lokalraum in P,, ist, bestimmen. Das System, 
zusammengesetzt aus (3. 2.¢) und S, nennen wir «. 

Die Funktionaldeterminante von « nach den aj, ..., dg, ist in P,, von 
Null verschieden, da zwischen S,, und dem Lokalraum in P,, keine lineare 
Beziehung besteht. Wir kénnen jetzt den klassischen Satz iiber implizite 
Funktionen anwenden. Dieser ergibt, da8 in einer gewissen Umgebung 
(5. 1) -édStsi+é 
genau ein System von reellen Funktionen a, = a, (t) existiert, das den 
Gleichungen « geniigt, und fiir welches 

fi (t)) = FP, (a, (t), - - -» @ag (4)) (i = 1, ..., 18) 
ist. 

Eine Form heiBe kritisch, wenn sie eine Zerlegung (3.1) besitzt von 
der Beschaffenheit, daB die Y, eimen gemeinsamen Nullpunkt haben. Fiir 
eine kritische Form F gibt es, wie sich aus (3.1) ergibt, ein Wertsystem 
der z, und y,, fiir das die Gleichungen 

oF oF oF oF OF 
shes dm 9x dy On ay” 
gelten. Wir nennen ein derartiges Wertsystem einen Doppelpunkt von F. 

6. Es sei 
(6. 1) F=A,P(0)+4,P(1)+4,R. 

Hier ist R eine positiv definite Form, die wir spiter noch genauer bestimmen 
werden. Die A, seien die Entfernungen eines Punktes in der euklidischen 
Ebene zu den drei Seiten eines Dreiecks, positiv gerechnet fiir Punkte im 
Innern des Dreiecks. Es gilt also 

(6. 2) Ay8, + AgS_ + A383 = 20. 

Hier sind s, und O die Seiten bzw. der Flacheninhalt des Dreiecks. 

Wenn ein Punkt im Inneren des Dreiecks kritisch ist, d. h. laut (6. 1) 
eine kritische Form liefert, so hat F einen Doppelpunkt (p,, po, 91, Ye, %3)- 

Da F positiv definit ist, so ist auch der komplex konjugierte Punkt 
(P..d- ) ein Doppelpunkt von F. Es ist klar, daB sowohl (p;, ps) und (py, 9s) 
auf einer projektiven Geraden, wie auch (¢,, ¢2, 73) und (9, Ys, 73) in einer 
projektiven Ebene verschieden sind. Diese doppelte Verschiedenheit werden 
wir verlangen, wenn wir spater von verschiedenen Doppelpunkten reden. 
Gesetzt, es waren z. B. (p,, p,) und (p,, Pz) nicht verschieden. Man kénnte 
dann p, und p, reell annehmen, und es wire entweder (p,, Pg, 9; + 91, 
G2 + 2» 13 + Yq) ein reelles Wertsystem, das den Gleichungen (5. 2) geniigt, 
oder es wire g, + 4; = %2+%2 = %s3 +93 = 0. Aber dann wire (p,, Pg, 
441, tG2, 4Gg) ein reelles Wertsystem, das (5. 2) geniigt. 
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Ein kritischer Punkt im Innern des Dreiecks liefert also laut (6. 1) eine 
kritische Form mit zwei verschiedenen Doppelpunkten. 

Im nachsten Paragraphen werden wir beweisen, daB es im Innern des 
Dreiecks nur endlich viele Punkte mit dieser Eigenschaft, also auch nur 
endlich viele kritische Punkte geben kann. 

Wir brauchen dann zum Beweis des Satzes fiir n = 2, « = 3 bloB noch 
folgendes hinzuzufiigen. Man ziehe eine differenzierbare Kurve, die vom 
Eckpunkt (1, 0, 0) bis zum Eckpunkt (0, 1, 0) gianzlich im Innern des Dreiecks 
lauft und keinen kritischen Punkt enthalt. Langs der Kurve seien die A, 
differenzierbare Funktionen eines von 0 bis 1 heranwachsenden Parameters t. 
Wegen (6. 1) erhalten wir so ein Funktionensystem /, (t). Wir wissen dann, 
daB fiir keinen Wert von t (0 St < 1) F(t) kritisch ist, d. h. alle Formen F (t) 
haben eine reelle Zerlegung (3.1), und dasselbe gilt fiir P (1). 

7. Wenn wir in (5.2) (p,, g,) bzw. (p,, q,) einsetzen, so erhalten wir 
ein System von 10 homogenen linearen Gleichungen in den /,, die wir das 
System L,) nennen wollen. Wegen der Eulerschen Homogenitatsbedingung 

, F 
mse +m Fe = n5,t M55 + Wey =2F 
sind héchstens acht Gleichungen von Ly, linear unabhingig. 

Wir wollen fiir einen Augenblick voraussetzen, daB p, = py = 43 = 73 = 1 
und p, + Py, 41 + G1» V2 + Yq ist. Nétigenfalls kann man das erreichen, 
indem man passende homogene lineare Transformationen der 2, allein und 
der y,, allein vornimmt, wobei das System Lo in ein équivalentes System von 
der gleichen Gestalt iibergeht. 

Agquivalent zu L,, ist.das System L,, das man erhalt, wenn man in 

ant OF _@F _ af _ 
Ox, OW OY, 
LZ, = Pi Yo = Iq DEW. TZ; = Ps Yo = Tq einsetzt. 

Ich nehme jetzt das Polynom f = (q2 — 42) (Ye — %2) + (Y2 — 92), das 
ersichtlich allen Gleichungen L, auBer ( oe nteenon:™ 0 geniigt. Wenn 
man alle Glieder von f mit passenden Potenzprodukten von x, und y, multi- 
pliziert, so erhalt man eine biquadratische Form mit derselben Eigenschaft. 
So kann man immer Formen angeben, die allen Gleichungen LZ, auBer einer 
geniigen. Das System ZL, enthalt also genau acht linear unabhingige Glei- 
chungen. Unter der Bedingung, daB (p,; g,) und (p,; 7,) verschiedene Doppel- 
punkte sind, kann man somit aus L,, die GréBen /,, ... fg auflésen. 


h = ay fy + a)? fio + tee +a!" fis 


\ 


(7.1) 


fh, — ag f, + ag° fi, + ut ag* fg. 
12* 
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Jeder der Koeffizienten a ist eine rationale Funktion der p,, p,, 9,, Ja. Die 
Koeffizienten einer beliebigen Form mit zwei verschiedenen Doppelpunkten 
erfiillen also fiir irgend ein Wertsystem der p,, p,, 92, 9,, die Gleichungen (7. 1). 
Wir fassen (7. 1) auf als die Definitionsgleichungen einer irreduziblen Korre- 
spondenz zwischen dem Raum der /, und dem 10-dimensionalen Raum der 
Pis Dis Ga» Ya: Der Ubergang von L,, auf (7.1) war deswegen notwendig, 
weil Ly. noch die Korrespondenz enthilt, die entsteht, wenn man in Ly, 
yo Po es qa nimmt. 

Die GréBen /,, P;, P,, Ye» Ja» die durch die Gleichungen (7. 1) miteinander 
verkniipft sind, haben einen bestimmten Transzendenzgrad 7’, den wir nach 
der Methode von van der Waerden in zwei verschiedenen Weisen bestimmen 
werden (vgl. Math. Annalen Bd. 110, S. 140). 

Es sei a die Anzahl der algebraisch unabhangigen GréBen unter den p,, p;, 
Ja>%a und 6 die Anzahl der algebraisch unabhangigen unter den /,, nachdem 
die p,, Pj Ja: Yq als gegeben angenommen werden. Ebenso definieren wir ¢ 
und d unter Vertauschung der GréBensysteme f, und p,, p,,9.,9.- Es gilt 
dann T=a+b=c+d. 

Offenbar ist a = 10. Da (7.1) linear unabhangig ist, ist b = 10. 

Wenn man die allgemeine Form mit zwei verschiedenen Doppelpunkten 
hat, so entspricht diesem Doppelpunktepaar genau eine 4-dimensionale 
lineare Mannigfaltigkeit im 10-dimensionalen Raum der p,, p,,9,,%., da in 
diesem Raum Wertsysteme der p, usw., die sich um einen Faktor unter- 
scheiden, verschiedene Punkte liefern. Es gilt also d = 4, mithin c = 16. 
Die Urmannigfaltigkeit im Raum der /, wollen wir M,, nennen. Es kénnen 
also nur Punkte von M,, eine Form mit zwei verschiedenen Doppelpunkten 
repriisentieren. 

Mit Hilfe dieses Satzes werden wir jetzt beweisen, daB es nur endlich 
viele kritische Punkte im Innern des im vorigen Paragraphen betrachteten 
Dreiecks gibt. Es mégen die Koeffizienten von P (0), P (1) und R in (6. 1) 
g, baw. h, baw. r, sein. Ein kritischer Punkt findet sich aus (6. 2), (7. 1) und 


(7. 2) Agi t+ Aghi +4gsn—f, = 0 Te ee 18). 


Geometrisch gesprochen handelt es sich darum, da8 man im 18-dimensionalen 
Raum der /, die Schnittpunkte von M,, mit der Ebene durch (g,), (hj) und (r;) 
bestimmt. Alle Punkte in einer Umgebung von (g,) stellen positiv definite 
Formen dar; man kann daher die Form R so angeben, da8 die Schnittpunkte, 
soweit sie nicht auf der Geraden durch (g,) und (h,) liegen, endlich an der Zahl 
sind. Schnittpunkte auf der genannten Geraden interessieren uns daher 
nicht, weil fiir sie 24, = 0 ist und ihnen also Punkte auf dem Rand des Dreiecks 
entsprechen. Wir haben jetzt dargetan, daB es, bei geschickter Wahl von R, 
im Innern des Dreiecks nur endlich viele kritische Punkte gibt. 
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8. Der Beweis des Satzes fiir » = 2, 1 = 3 kann in allen Einzelheiten 
fast buchstablich verallgemeinert werden fiir den Fall » = 2 und beliebiges yu. 
In der Verallgemeinerung von (3. 1) hat F jetzt p = } u (u + 1) Koeffizienten. 
Die « + 1 bilinearen Formen im rechten Glied von (3.1) haben insgesamt 
q = 24(u +1) Koeffizienten. Die Verallgemeinerung des Systems (4. 6) 
fiihrt, wie man aus der Symmetrie von (4. 6) ersieht, zu einem System mit 
r = 4u(u+ 1) Koeffizienten. 

Die Méglichkeit der Verallgemeinerung des Beweises beruht nun letzten 
Endes darauf, daB auch jetzt wieder r = q -- p ist. 

Denn aus diesem Grund sind die neuen Gleichungen (3. 2) algebraisch 
unabhingig, man kann wieder Lokalriume betrachten, die im allgemeinen 
} #(u + 1)-dimensional sind, und im Dreieck gibt es wieder endlich viele 
kritische Punkte. 

Wenn man nun versucht, die obenstehende Methode auf den Fall n = u =3 
anzuwenden, dann mu8 man eine Zerlegung in fiinf Quadrate ansetzen, da 
fiinf die kleinste Anzahl] der Formen ist, die jetzt im allgemeinen keine 
gemeinsamen Nullpunkte haben. Die Methode mu8 aber scheitern, weil 
nicht einmal 36 gleich 45 — 9 ist. 

Wir werden im dritten Kapitel sogar beweisen, daf jetzt eine Zer- 
legung unter Umstinden unméglich ist. 


Drittes Kapitel. 

9. Satz. Es gibt positiv definite biquadratische Formen 
fee. ja% Uj Yue, (J =1,....0; a, B=—1,..., 4), 2 = 3 und wp S|} 3, 
die nicht als Summe endlich vieler Quadrate bilinearer Formen zu schreiben sind. 

Wir wollen den Satz zunachst fiir 4 = n = 3 beweisen. 

Es seien 2, %2, %3 die (immer reellen) Koordinaten in einer reellen 
projektiven Ebene S;. In S, ziehen wir vier verschiedene Gerade 
L(@=1,..., 4). Die sechs 
Schnittpunkte, von denen wir 
voraussetzen, daB fiir keinen (3) 

Zz = Oist, numerieren wir ganz 
beliebig mit nicht eingeklam- 
merten Zahlen. Sodann nume- 
rieren wir sie noch einmal 
und zwar mit eingeklammerten poet 
Zahlen nach dieser Regel, daB_ i y @ 
jede der vier Geraden entweder_ - , 

ioder (i)enthalt (vgl.dieFig.). 7 ts 
Es seien L, = Odie Gleichungen Fig. 1. 
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der l,. Wi denken uns L, und L, in der Gestalt gegeben (durch eventuelle 
Multiplikation mit — 1 kénnten wir das immer erreichen), daB die Ungleichungen 
(9. 1) L, (6) L,(6)>0 L,(1)L,(1)>0 
gelten. Es sei M, diejenige Form, die entsteht, wenn man in L, die x, durch 
y, ersetzt. Wir betrachten die Form 
(9.2) F =(L,M,) + (L,M,) + (L,M,) + (L,M,) + pL, L,M3M,, p> 0. 
Es sei P; dasjenige Punktepaar in S,, dessen erstes Element der Punkt i 
ist, und dessen zweites Element derjenige Punkt ist, der in der Figur mit 
einem eingeklammerten ¢ versehen ist. 

F (P,) sei der Wert von F fiir ein Koordinatensextupel von P, ist also 
bis auf einen positiven Faktor bestimmt. 

Indem man einsetzt, sieht man ohne Miihe mit Hilfe der Figur, daB 


(9. 3) F (P,) = F (P,) = F (P;) = F (P,) = F (Ps) = 0, 
und wegen (9.1), daB 
(9. 4) F (P,)>0 


ist. Wir kénnen die P; als Punkte Q; in einem 4-dimensionalen euklidischen 
Raum E£, mit dem rechtwinkligen Koordinatensystem 

I=g, Bay Max Bat 

z3 a) ¥s Ys 
darstellen. Jetzt sind wir imstande, den Begriff Umgebung des Punktes P, 
zu definieren, und zwar als die Menge der reellen Zahlensextupel, deren Re- 
prisentanten in £, eiae endliche Umgebung von Q;, bilden. 

Wir zeigen jetzt, daB fiir geniigend kleines p die P; (¢ = 1, ..., 5) iso- 
lierte Nullpunkte von F sind, d. h. daB in einer gewissen Umgebung von P, 
keine Nullpunkte von F liegen. Es habeQ, die Koordinaten a,,,,c,,d;. Da wir also 
nur Umgebungen der P, betrachten, in denen keine Punkte liegen mit 2, = 0 
oder y; = 0, so kénnen wir 2, = y,; = 1 setzen; jetzt entwickeln wir F nach 
steigenden Potenzen von (x, — a,), (%_ — 5,), (y; — ¢;) und (y, — d,). Es fehlen 
in dieser Entwicklung die Glieder nullter und erster Ordnung, wie man ersieht, 
wenn man in (9. 2) jedes L, und jedes M, einzeln entwickelt; also ist nur der Teil 
zweiter Ordnung fiir das Isoliertsein maBgebend. Fiir i= 1 hat er die Gestalt 

M? (6) L? + M} (6) L} + L? (1) M? + L? (1) M}. 

Dieses Polynom ist positiv fiir jedes Punktepaar mit Ausnahme von P). 
Auch fiir i = 2, ..., 5 ist er leicht zu berechnen, fiir i = 2 finden wir z. B. 
L? (2) M? + M3 (4) L2 + M3 (4) L? + L? (2) M? + pL, (2).M, (4) L, M,. 
Wenn man dieses Polynom als quadratische Form in den GréBen (xz, — 4g), 
(%_ — bs), (y; — a), (Ye — dg) auffa8t, und wenn man die Diskriminante bildet, 
so sieht man, da8 auch diese Form fiir geniigend kleines p positiv definit ist. 

Bis jetzt ist also bewiesen, daB es eine positive Zahl p’ gibt so, daB fiir 
0< p< p’ die Form (9. 2) in einer Umgebung jeder der P, (fiir P, ist es 
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eine Folge von 9.4) nicht-negative Werte annimmt; nur in den Punkte- 
paaren P,,..., P; selbst ist F = 0. 

Wir denken uns jetzt im doppeltprojektiven Raum offene Umgebungen 
mit der genannten Eigenschaft angegeben. Die Komplementiarmenge dieser 
Umgebungen, die also abgeschlossen ist, nennen wir V. Jetzt betrachten 
wir die Werte, die der Ausdruck 
(9. 5) (L, M,)* + (Ly My)* + (Ls Ms)? + (L, My? 

L, L, M,M, 
annimmt fiir beliebige Koordinatensextupel aller Punkte in V. Da (9.5) 
vom nullten Grade ist, so ist er eine Funktion der Punkte von V. 

Nirgends in V hat er den Wert Null, er hat also ein positives Minimum m. 
Wenn wir jetzt p so wiililen, daB gleichzeitig 0< p< p’ und p < m ist, so 
hat F in V gewiB keinen Nullpunkt. 

Wir haben also die Existenz einer biquadratischen Form F dargetan, fiir 
die F (P;) = 0 ist (t = 1, ..., 5), wahrend in jedem anderen Punkt F > 0 ist. 

Es sei G eine willkiirliche positiv definite biquadratische Form und ¢ 
eine positive Zahl, die wir spater noch einer gewissen Bedingung unterwerfen. 
Gesetzt, die positiv definite Form H = F + q@ wire zu schreiben als eine 
Summe von 36 Quadraten 

°6 
(9.6) = E91, 
wo die q, bilineare reelle Formen sind. 

Aus (9.6) schlieBt man, daB es mindestens ein g, gibt, fiir das 
9; (Ps) = % H (Po) ist. Es sei dies 9,, d.h. 





(9. 7) |p, (P,)| = ; VA (P,). 
Eine Folge von (9. 6) und (9. 3) ist 
(9. 8) lm(P)| Ss VqG@(P,) (@@=1,..., 5). 


Da die P, (¢ = 1, ..., 6) das vollstindige System gemeinschaftlicher Null- 
punkte der vier bilinearen Formen L,M, sind, so gibt es eine Relation 

(9. 9) & Py (Py) + &2 Gi (Pa) +... + % Pi (Ps) = 9, 

wo die «, nur von der Lage der sechs Punktepaare, also nicht von der Form 9, 
und auch nicht von g abhingen. 

Wir wollen etwas ausfiihrlicher hierauf eingehen. Die vier bilinearen 
Formen L,M, denken wir ausmultipliziert. Statt 2, y,, 2, Yo, .--, T3¥3 
schreiben wir z,, ..., 2%. L,M, mége dabei iibergehen in 4,. 

Das Punktepaar 2, (3) erfiillt A, = A, = A, = 0, aber nicht A, = 0. 

Mit Hilfe der Figur kann man so stets Beispiele angeben, in denen ein 
Punktepaar drei der Gleichungen A, = 0 erfiillt und die vierte nicht. Die 
vier Gleichungen A, = 0 sind also linear unabhangig, sie haben somit auch 
nicht mehr als fiinf linear unabhingige Lésungen. 
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Jedes der sechs Punktepaare i, (¢) liefert eine Lésung, die wir 
(z,)s (j = 1, ..., 9) mennen wollen. Es gibt mithin sechs Konstanten «,, die 
nicht alle gleich Null sind, so daB a, (z,), + a (%)e +... + a% (zg = 0 
(j = 1, ..., 9) ist. 

Jetzt nehmen wir eine willkiirliche bilineare Form ¢,, in der wir, wie 
vorher, 2,Y, = 2, .--, Z3¥3 = % setzen. Es sei g,(P;) das Ergebnis, 
wenn wir z, = (z,); in g, einsetzen. (j = 1, ...; 9). 

Wie wir beweisen muBten, gilt also die Beziehung (6. 9). 

Wir wollen noch zeigen, da8 keine der Konstanten «, verschwindet. 
Wenn z. B. a, = 0 wire, so wiirde mindestens eine der iibrigen Konstanten «,, 
sagen wir a,, nicht = 0 sein. Das wiirde bedeuten, daB jede bilineare Form, 
die P,, P,, P;, P, enthalt, auch P; enthalten mu8. Das Beispiel von L,M, 
zeigt uns aber, da8 dies nicht zutrifft, denn 1, 2 und 3 liegen auf /,, aber 
5 nicht, und (4) liegt auf J,, aber (5) nicht. Mithin ist o + 0. 

Ebenso kénnte man beweisen, daB die anderen «; von Null verschieden 
sind. Aus (9. 9) folgt 


(9. 10) al(rh)< > 


Wir setzen jetzt in (9. 10) die Abschaitzungen (9. 7) und (9. 8) ein, die Giiltig- 
keit hatten, wenn die Zerlegung von H in eine Summe von 36 Quadraten 
méglich wire. Dann bekommen wir 


5 
:VF(P) + aG(P) < >) | VG (P|. 
i=1 
Wenn man g nach Null streben laBt, so findet man F (P;) = 0. Das ist ein 
Widerspruch (vgl. 9. 4). 

Ware nun eine Zerlegung in eine Summe von mehr als 36 Quadraten 
méglich, so wiirde es auch mit 36 Quadraten gehen. Da namlich unsere 
biquadratischen Formen 36 Koeffizienten haben, so gibt es zwischen mehr 
als 36 solchen Formen eine lineare Relation. Wir lésen diese Relation nach 
derjenigen Form auf, die absolut mit dem gréBten Koeffizienten versehen 
ist, setzen in die Zerlegung fiir diese Form den gefundenen Ausdruck ein 
und haben so die Zahl der Quadrate um 1 vermindert. Diese Reduktion 
kann man immer machen, solange die Zah] der Quadrate noch gréBer als 36 ist. 

Es sei H die oben konstruierte unzerlegbare Form. Dann _ ist 
H + (x? + a2 + 23) y2 positiv definit im Gebiet der GréBen (z,, 2, 23, 
Yi, Y2, Ys, Yq) und unzerlegbar. Denn wenn es eine Zerlegung gabe, und 
man wiirde y, = 0 setzen, so wiirde man eine Zerlegung fiir H erhalten. 
Durch dieses Beispie] ist geniigend klar, wie man mit vollstandiger Induktion 
den Satz fiir beliebige » > 3 und yu > 3 beweisen kann. 


(Eingegangen am 8. 3. 1938.) 





Xs 
Se P; (P,) 




















Uber periodische und asymptotische Lisungen 
beim n-fachen Pendel in der Ebene*). 


Von 


G. Bradistilov in Sofia (Bulgarien), z. Z. Minchen, 


§ 1. 
Aufstellung der Differentialgleichungen. 


Wir betrachten allgemein ein System von n Pendeln, bestehend aus n 
starren Kérpern, die um parallele horizontale Achsen drehbar sind, und 
zwar der erste um eine feste Achse O, der zweite um eine Achse O, des ersten 
Kérpers usw. Der Schwerpunkt des ersten Kérpers S, liege auf der Geraden 
00,, derjenige des zweiten Kérpers S, auf der Geraden 0,0, usw., und zwar 
jeweils O,_, nicht zwischen S, und 0,,. 

Sind z,, y, die Koordinaten des Schwerpunktes S, des v-ten Pendels 
mit der Masse m, in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit der positiven 


y-Achse nach unten, ist a, =0,_,S,, 6, =0,_,0, und g, der Winkel 


zwischen der Richtung O,_, S, und der positiven y-Achse, so sind die a,, }, 
positiv und es bestehen die Gleichungen’*) ° 


v—1 v—1 


v—1 
z, =a,sing,+ 2 5, sin g,;, 
k=1 
atl (y =z: 1,...,%) 
y, = a,cosg,4- SY b, cos g,, 
k=1 


(1) 


und 
v=} 
z, = 4,cosg,- gy, + LY bcos yy: GE, 
k=1 
aac (y = — 
yy = —a,sing,-g, — L by sin y%- 9%, 
k=1 


*) Diese Arbeit ist von der Philosophischen Fakultat II. Sektion der Universitat 
Miinchen als Dissertation (D 19) angenommen worden. Herrn Geheimrat Prof. Dr. 
O. Perron danke ich herzlich fiir die wertvollen Anregungen. 


n 0 
1) Leere Summen Z , & sind stets gleich Null. 
k=n+1 k=1 
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Wir bezeichnen mit J, das Tragheitsmoment des »-ten Pendels in bezug 
auf seinen Schwerpunkt und setzen 


A, =aim, +6? Fm, 
k=v+i 


(2) "1 (v = 1,..., m). 
B, =a,m,.+6, 2X m, 
k=v+i 
Wir sehen leicht ein, da8 die kinetische und potentielle Energie des Pendel- 
systems durch die Ausdriicke 


3) T= ET, =) Fg? +m(02+ y)] 


‘=1 r=1 
n v—1 
= 4 = [2B,q, 2 b, cos (gy, — Gx) * Pe + (A, + J,) 9’) 
r=1 =1 
una 
n 
(4) U=-—q & B,cos9, 
v=] 


gegeben sind. 
Daraus folgt das Integral der lebendigen Kraft: 


n r—1 
(5) Z [2B gy X by cos (y, — Pr) Pe + (Ae + Is) G') 
‘=1 =1 
= 29 5 B, cos Py +. h. 
r=i1 
Wegen (3) und (4) und bei Beriicksichtigung der Lagrangeschen Gleichungen 








st ar _—s au >) ae 


Bs) — Te, ~ — Fe, 
erhalten wir die folgenden Bewegungsgleichungen des Systems 





r1 
B, 2 b,[cos(p, — px): pe + 8in(Y, — Gx): pe?) + (A, +4.) oY 
t= 1 


(6) n : , 
+b, ZY B,[cos(o, — px): Ge + sin (, — Gx): 9") = —g B,sing,, 


ko=r+i1 





(» = 1,..., @). 








Wenn wir in dieser Gleichung J, = 0 setzen, erhalten wir die Bewegungs- 
gleichungen des n-fachen mathematischen Pendels, bei welchem die einzelnen 
Pendel in beliebigen Punkten der Verbindungsstrecken aufgehingt sind: 





*—j] 
B, ~ b, [cos (p, — x): pe + 8in(Y, — Pr)- Pe] + ArQY 
=—1 


(6a) a's = . ' : 
+b, J B,[cos(y, — ¢x)< 9: +- sin (py, — ox): ge") = — 9 B,sing,, 


k=r+i 
(> = 1, ...5 8). 
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Setzen wir schlieBlich in Gleichung (6a) a, = 6,, so erhalten wir die 
Bewegungsgleichungen fiir » aneinander hingende Pendel: 





M, = a, [cos (py, — px) pe + 8in(G, — Hx) - Hi] 
(6b) n ao . 
+ 2 Mia, [cos(y, — 92): pi +sin(p,— gx)-9i]= — M,gsing,, 


(y= as'deg OR 











wobei M, =~ My. 


Von hier ab werden wir uns mit dem System von physischen Pendeln, 
also mit den Gleichungen (6) beschaftigen, weil alle Ergebnisse, welche wir 
fiir dieses System erhalten, sofort durch Spezialisierung auf die beiden Systeme 
von mathematischen Pendeln (6a) und (6b) zu iibertragen sind. Es ist nur 
notig, entsprechend J, = 0 bzw. auch noch a, = b, zu setzen. 


Die Gleichungen (6) lassen sofort erkennen, da8, wenn das Pendelsystem 
bei seiner Bewegung zweimal durch die Gleichgewichtslage geht, die Bewegung 
periodisch wird, d.h. die Lésung der Gleichungen (6), die diese Bewegung 
darstellt, wird periodisch. In der Tat bleiben die Gleichungen (6) unverandert, 


wenn man 9, (vy = 1, ..., ),¢durch — 9,, 2m — tersetzt, wow eine beliebige 
Konstante ist. Wenn also die Gleichungen oy, = ®, (t) (vy = 1,-. .., m) eine 
Lésung von (6) darstellen, so stellen die Gleichungen gy, = — ®, (2m — ?) 
{vy = 1,..., ) ebenfalls eine dar. Wenn das Pendelsystem etwa fiir t = 0 
und t = w durch die Gleichgewichtslage geht, so ist 

®,(0)=0, (wv) =0 (p = I, ..-, 9), 


und die Formeln 


#, (t) = ®, (t) fir 0StSo, : 
y=l,....” 
9, (t) = —®,(2m—t) fir oStS2a, 


stellen eine periodische Lésung dar mit der Periode 2m; die Bewegung des 
Pendelsystems hat die y-Achse zur Symmetrieachse. Diese Bemerkung wird 
zum Existenzbeweis der periodischen Lésungen von (6) dienen. 


Setzen wir nun?) 
Py - Ay, (v = 1, © 2% n), 
2) Wir befolgen hier eine Methode des Herrn Perron: Neuer Existenzbeweis fiir 


periodische Bahnen im eingeschrankten Dreikérperproblem, Monatsh. fiir Mathematik 
und Physik 48, S. 81. 
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wo A ein Parameter ist, so gehen die Gleichungen (5) und (6) iiber in: 


(1) E BB Ay, EF dbycosd(y, — yu): vit BA + J) yi" 


r=1 


= 29 by B, cos Ay, +h 
v=1 


und 
r—1 
(8) BZ by [cos A(y, — ye): ye + Asin A(y, — ye) we?) + (4,4 J.) wr 


+ b 2 Bx [cos A(y, re. Wx) ° VE + A sin Aly, —_ Yx)° yi’) 
z2n—s g2n—1 


— — 9B,y, + Ag B, & (— YY 


Speziell fiir A = 0 ist (8) ein lineares System: 


r—i1 n 
(9) B, & bev + (A, + J,) Yr + 4 2 Br Yi = 9 B, Y, 
(y = ],..., #). 
§ 2. 


Die charakteristische Gleichung. 
Um ein Fundamentalsystem von (9) zu finden, setzen wir 
y, = L, e* (y= 1,..., ») 
ein, und nachdem wir den gemeinsamen Faktor beseitigt haben, erhalten 


wir die Bedingungen, die von L, (vy = 1, ..., m) und g erfiillt werden miissen: 


T= ji n 
(10) Bo? Yb4+((4,4+J)7+ 9B)L,+508 LF BL, =9 
k =1 


k=r+i 
(y az 1, ...,%). 


Durch Elimination von ZL, erhalten wir die charakteristische Gleichung des 
Systems: 


(4 +4) + 9B, b, By o® 2 ear 
00 ic eee eee ae 
b, By o? b,Byo® =... (An + Jno? +9 Ba 

| 


Setzen wir 
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so erhalten wir 


A,+J,+B,u b, B, eI b, By 
(12) a re ee ll 
b, B, b, By vio cilia tea 


Das ist, weil die a, , b, , also auch die B, positiv sind, eine verallgemeinerte 
Sakulargleichung, so daB alle Wurzeln dieser Gleichung reell sind’). 

Jetzt werden wir zeigen, daB alle Wurzeln von Gleichung (12) negativ 
sind. 

Die Gleichung (12) kann in der Form 
(13) B,... B,uw® +8, 0" 14+...+8,=0 


geschrieben werden, wo S, die Summe aller Hauptminoren »-ten Grades der 
Determinante 

A,+J, 6B, ... 6B, 
(14) b6,B, A,+d, ... 5B, 


b,B, 0B, ... Ant+de 


jeder mit einem positiven Faktor multigliziert, ist. 
Um festzustellen, da8 alle Wurzeln von Gleichung (13) negativ sind, geniigt 
es zu zeigen, daB die Koeffizienten dieser Gleichung = 0 sind und speziell S, 
sogar >0. Diese Koeffizienten sind aber sicher =O und S, sogar > 0, 
wenn die Determinante (14) positiv ist und alle ihre Hauptminoren = 0 sind. 
Zunichst werden wir zeigen, daB die Determinante 


| 4, 0B, ... 6, By 
kom 204d 


an = © 6 he4e @ & Oo 6. Ss 


(15) 


die aus (14) durch Beseitigung von J,, J, ..., J, hervorgeht, positiv ist 
und alle ihre Hauptminoren = 0 sind. 
Genau die gleiche Determinante (15) erhalt man, wenn man die folgende 


a, Vm, b, Vm, 6, Ym, ... b, Vm, 
0 a,V¥m, 6, Vm, ... b,¥m, 


(15a) 








3) Siehe Perron, Algebra Bd. II, 2. Aufl., Satz 13. 
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quadriert und dabei die Multiplikation zeilenweise durchfiihrt. Daraus folgt, 
daB die Determinante (15) positiv ist. 
in jeder Hauptminor der Determinante (15) hat die Form 


A, 6,B, 6,B, ... b,B, 
b, B, 4 628... 638, 
(16) b, B, b, B, ao oe (p<q<r<...<l). 


b,B, 6,B, 6,B,... A, 
Aber diese Determinante stellt genau das symbolische Quadrat derjenigen 
Matrix dar, die man aus (15a) erhalt, wenn man nur die Zeilen mit den 
Nummern p, qg, 7, ..., ! beibehalt; sie 148t sich also als Summe von lauter 
Quadraten darstellen. -Daraus folgt, daB die Determinante (16) gewi8 = 0 ist. 

Also sind alle Hauptminoren der Determinante (15) } 0. 

Nun ist sofort zu sehen, daB die Determinante, die aus (16) durch Addition 
von nichtnegativen Gliedern J,, J,, ..., J, zu den Elementen ihrer Haupt- 
diagonale hervorgeht, ebenfalls > 0 ist und speziell S, sogar >0. Dazu 
geniigt es, diese Determinante nach den J, (vy = 1, ..., m) zu entwickeln, 
wobei die verschiedenen Koeffizienten dieser Entwicklung entsprechend die 
Hauptminoren eines bestimmten Grades der Determinante (15) darstellen, 
die, wie oben gezeigt wurde, => 0 sind. 

Folglich besitzt die Gleichung (13) nur negative Wurzeln. 

Gleichung (11) besitzt also nur rein imaginaére Wurzeln, die wir mit 


+40;,--., $40, 
bezeichnen. Wir nehmen an, daB sie alle voneinander verschieden sind. 
Das System (9) hat das folgende Fundamentalsystem von Integralen: 


ieyt sent 
Viu= Ly ue Pe hae Yuu = Dau afl i , < 
- — iQyt i ties (u =1,....%; p=pt+n), 
op @ LO PH '»2- Pap = Inge 


wo L,,, ---, L,, dem Gleichungssystem 


r—i1 n 
(10 a) B, 04 2 b, Ly + [(A, + J,) Qu - 9 B)L,, + bon 2 By Ly, =0 
=1 =v 1 
(vy = ],..., ) 
geniigen. 
Folglich ist das allgemeine Integral des linearen Systems (9) folgendes: 
Y= Zz L,4(C,, 008 et + D, sin Out), 
(17) ars (vy = 1,..., n). 
Y, — x bul— C, 0, sin Out + Dy Ou cos @, t), 
= 
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Wir zeigen jetzt, daB die Determinante 
?. ere 


) ee 
verschieden von Null ist. In der Tat bilden die partikuliren Integrale 


— to,,¢ — 0, t ie, ¢t io,,t 
Pe Oe ee ee eB 


gemeinsam mit den ersten Ableitungen nach ¢ ein Fundamentalsystem der 
Gleichungen (9). Folglich ist die aus diesen Integralen gebildete Determinante 





L, , e~ test Le LD, eet L,,e** 

je L,,e-*@* =... Lage ‘en! L,, ee! oe Lane 
—o,L,,e-tt ... —g,L,,e°°** 0 Lett... On Line 
—0, Ln, e—fert tcc —OnLann e~ fen! 0, L,, ef! _—* On Lane’! 





von Null verschieden. Wenn wir aber die gemeinsamen Faktoren dieser Deter- 
minante beseitigen, kénnen wir durch Addition der (m + 1)-ten Spalte zur 
ersten Spalte, der (m + 2)-ten Spalte zur zweiten usw., leicht einsehen, daB 
die Determinante gleich 


(28) @,@,---@n| °° °° °° | = (38)* @,.-- Oe 4S 
| a 
ist. Daraus folgt, daB die Determinante 4 von Null verschieden ist. 


§ 3. 

Periodische Lésungen durch die stabile Gleichgewichtslage. 
Jetzt betrachten wir speziell das Partikularintegral von (9) 
(18) v = L,, sing, ¢, 

Yr = Ly1 0; 008 0, f, 
mit den Anfangswerten 
Y (0) = 0, y, (0) = L,, 0;- 
Das Integral von (8) mit den modifizierten Anfangswerten 
y, (0) = 0, 


, n (vy = 1, ..., ®) 
y(0) = L,, @, + 2 Lv kOe, 
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hat die Form 
’ = v t, 9°29 > A > 
(19) ¥ v- ( Oe &, A) 
Y= ¥ (t, Aas ++ +> Ans A), 


wo die rechten Seiten sich nach Poincaré bekanntlich in Potenzreihen in bezug 
auf a, ..., &, A entwickeln lassen. 


Dabei ist 
y, (0, a, sey Ons A) = 0, 
(20) , n (y = 1, eee n). 
yr (0, Ay, + +s Ens A) = Ly, 0; +, 2 Loe Oe te, 
Aus (17) entnimmt man speziell fiir 4 = 0 
(21) yp, (t, Bay «+09 Ans 0) = Ly, sin 9,¢+ E L, pein opt ay. 
k=a 
Das Integral (18) hat die Periode = Das Integral (19) wird fiir hin- 
1 
reichend kleine Werte von |A|, ||, . .., |a,| mach § 1 die modifizierte Periode 
22+26 
——— haben, wenn 
1 
(22) ys (==, ay, «5 tay A) =O (vy = 1,..., 9) 
. t 1 
ist. 


Es handelt sich nun darum zu zeigen, daB aus den n Gleichungen (22) 
die » Unbekannten 6,a,,...,«, sich eindeutig als Funktion von A be- 


stimmen lassen. Setzen wir a, = “te, so werden fiir ¢ = 0 die Potenz- 


entwicklungen nach 6,a,,..., &,; a der Gleichungen (22) mit Riicksicht 
auf (21) die folgenden sein: 


(3) -Ly,8+ SL, siny-a+f,=—0 (v=1,...%), 
k=? 
wo die /, Potenzentwicklungen nach A, a, ..., %,, 5 darstellen. In f, sind 


die Glieder ohne den Faktor A wenigstens von zweiter Dimension. 
Fiir 4 = 0 haben die Gleichungen (23) die Lésung 


a,=...=a,=3=0. 


Um ihre Lésbarkeit fiir kleine Werte von |A| sicherzustellen, miissen wir 
ihre Funktionaldeterminante nach 6, a», ..., «, fiir das Wertsystem 6 = a, 
=... =a, = A= 0 berechnen. Diese ist gleich 

|—L,, L,,8no, ... L,,8ino, 


@ =| —L,, L,,sinw, ... L.,8ino, 
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oder 
. . L, 1 x Ly» . . 
® = —sinw,...sin@m,-| --.-.. = — sinw,...sinw,- 4. 
1 +++ Lan 
Dieser Wert ist verschieden von Null, wenn wg, . . ., #, keine Multipla von x 


sind, wenn also f,, ..., f, keine Multipla von g, sind. Das ist also eine hin- 

reichende Bedingung dafiir, daB eine Schar periodischer Lésungen existiert, 

deren Periode annahernd gleich = ist, d. h. fiir 4 + 0 gegen 2 konvergiert. 
1 1 

Durch Ersetzen von g, durch @9, ..., 0, erhalten wir auch noch n — 1 

Lésungsscharen, die ebenfalls von nur einem Parameter abhingen. Dabei 


muB8 vorausgesetzt werden, daB keine der Zahlen “* ganzzahlig ist. 


§ 4. 
Spezialfall n = 2. 
Bei den in §3 nachgewiesenen periodischen Bewegungen haben die An- 


fangsgeschwindigkeiten der einzelnen Pendelschwerpunkte die Vertikal- 
komponente Null; die Horizontalkomponente ist beim »-ten Pendel gleich 


a, (0) + 3 by g(0) = Ala, yi (0) + 3 ds yr (0)]. 
k=1 k=1 


Wir wollen jetzt speziell im Fall » = 2 das Verhiltnis der beiden Hori- 
zontalkomponenten und der beiden Winkelgeschwindigkeiten 9 (0), 9% (0) 
zueinander genauer untersuchen, wobei wir uns der Einfachheit halber auf 
den Fall des mathematischen Pendels (also J, = 0, a, = 6,) beschrinken. 


Die Gleichung (12) lautet dann, wenn man in jeder Zeile die gemeinsamen 
Faktoren unterdriickt: 


(m, + m,) (a, + u) a,m, 


a, a,+4u 








Die Wurzeln sind 

















u, = —~ato4 V(7 15%) = tn ty, 
3 
und 
i y~ 
— u,’ o= fa," 
AuBerdem ist 
L,»=a+%, Ly,=—a (k = 1, 2), 


Mathematische Annalen. 116. 13 
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wobei wir einen willkiirlichen Proportionalitatsfaktor, der schlieBlich durch 
den Parameter A absorbiert wiirde, unterdriickt haben. 

Es ist |u,| < |w,|, daher 0, > 92. Daher kann gewiB o, kein Vielfaches 
von ¢, sein, und folglich existiert sicher die periodische Lésungsschar mit 
annahernd der Periode “2 Im allgemeinen wird auch die zweite Lésungs- 

1 
schar mit annahernd der Periode = existieren; das ist dann eine langsamere 


Schwingung als die erste. Nur in dem Ausnahmefall, dab © at eine ganze Zahl 


ist, kann die Existenz der zweiten Schar nicht ers... werden, also im 
Falle 




















a, + a a, + 2)" m, 
+ ay 
és aol V a OE = ganze Quadratzahl, 
%, ste y(at = apts tage 
2 L m,+m, * * 


d. h. 











2 
Bitte (OF + Y(t) — Sees) = ganze Za. 
a) Schar periodischer Bewegungen abhiingig von u, (die schnellere Schwingung). 
Nach (20) ist 
Ya (0) = (4 + ty) 01 + (4g + He) On Xe, 
Ya (0) = — 010; — 2; Oy %. 
Da aber a, mit A zugleich gegen Null geht, so ist 


#1 (0) = Ay (0) = A(ay + 44) 0, +0(A), 

%a (0) = Ay, (0) = — Aa, 0, +0(A), 
wo o(A) das bekannte GréBenordnungssymbol bezeichnet. [Richtig wire 
auch 0 (A?)]. 

Dann erhalten wir fiir den Quotienten der Winkel g? und g§, welche fiir 
4-0 und nach dem Anfangsmoment die beiden Pendel mit der positiven 
y-Achse bilden, folgende Ungleichungen: 

sa a 3 
vw _ . 9 (0) _ > a5 1( i") - apa = 
a io (0) a, >-— Ss 
a," 

Diese Ungleichungen zeigen, daB in diesem Falle die beiden Pendel nach 
entgegengesetzter Richtung aus der Vertikalen herausgehen. Wenn a, > a, 
ist, dann | g?| < | g?|. Dagegen, wenn a, < a, ist, so ist | p?| = | p?| méglich. 

Um zu sehen, welche die Massen m, und m, der beiden Pendel gegen 
die Gleichgewichtslage haben, geniigt es, das Verhiltnis fiir 4 + 0 der Hori- 














oe 





TT 
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zontalkomponenten der Anfangsgeschwindigkeiten sf und sf, welche die 
Punkte m, und m, haben, zu untersuchen. Also 

8? _ a; 9; (0) —_ 2t 
go =. @, 9 (0) + ay y (0) %, 
weil u, <0 und 





“1 < 0, 





a+ uy = 





(at ot m, 
at m, + Mg 


Diese Ungleichungen zeigen, daB s? und s? entgegengesetzt sind, d.h. die 
Massen m, und mg, gehen nach entgegengesetzten Seiten aus der Gleich- 
gewichtslage heraus (Fig. 1). 

B) Schar periodischer Bewegungen abhingig von u, (die langsamere Schwingung ). 


In derselben Weise wie in «) erhalten wir hier 


@; 4, +2541> 0. 























a,— 4a, @+4\2 =m 
gv _ lim (0) _ - +) 2 ) m, +m," =< 2, 
PE imo M20) “ ies 
Diese Ungleichungen zeigen, daB in Os 
diesem Falle die beiden Pendel nach 
gleichen Richtungen aus der Vertikalen und 
aus der Gleichgewichtslage herausgehen. 
0 
AuBerdem ist auch “ 
lof! <|g2| (Fig. 2). Lene 
Wenn die Masse m, im Verhiltnis zu m, v2 
gering ist, dann sind gf? und gf fast gleich. 
Wenn dagegen m, im Verhiltnis zu m, 
. . a . 0 le M2 
gering ist und wenn a, <p, dann ist 9; y 
im Verhiltnis zu g? sehr klein. Fig. 2. 





§ 5. 
Periodische und asymptotische Bewegungen 
in der Nahe einer instabilen Gleichgewichtslage. 
I. Periodische Bewegungen. 

Jetzt werden wir untersuchen, ob periodische Bewegungen des Pendel- 
systems existieren kénnen, bei denen einige Pendel nach oben gerichtet bleiben. 

Allgemeiner Fall: p Pendel sind nach unten und q Pendel nach oben 
gerichtet, wobei p + q = n. 


13* 
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Wir setzen in den Gleichungen (6) 
{ Pry =A Vr, , 
| Pro = a+ A Pro 


ein, wo r, und r, entsprechend p bzw. q verschiedene Werte annehmen, und 
erhalten 


(24) 


r—1 
(25) ¢, B, & ex bs [cos A(y, — ye): ve + AsinA(y, — ye): ye] + (4,4+J,) wy 


+ erb, 2 tx By[cosd(y, — yx)- ve + Asin A (ys — yr) vei] 
@ i2 a—s8 y? a—} 
= o[— 1B mt toB Ee R, 
wobei é-, = 1, &, = — 1. Das System (25) unterscheidet sich von (8) 
nur dadurch, daB 6, und B, durch ¢,6, und e¢, B, ersetzt sind. Die weitere 
Behandlung ist daher analog. Speziell das lineare System (9) geht iiber in: 


r—1 n 
(26) eB, 2 by +(4,+4,) yp +b LF x Bey = —e,gB,y,. 
t= 1 


k=v+i1 
Die charakteristische Gleichung (11) geht, wenn man noch die Spalten 
und Zeilen der Reihe nach mit ¢,, ..., €, multipliziert, iiber in: 


(A, +J,)0?+ 2,9 B, b, B,o* . Sae 
(27) b, B, o” (4,+J,)0°+49B, ... 5, Bio, = 0, 
ee RE abe saa, 
oder wenn man wieder 4 = u setzt: 
A,+J,+¢,B,u b, B, ‘sn b, B, 
(28) b, B, A,+Jd,+ €, Bu... b, B,, at 
rs + : * ghee a a eae ‘5 Ps - i ‘a aie rm, ‘es, 


Diese Gleichung unterscheidet sich von (12) nur dadurch, daB die Vor- 
zeichen vor u in den Gliedern der Hauptdiagonale entsprechend gedandert 
sind: p Vorzeichen sind positiv und qg sind negativ. 

Aber es kann sein, daB die Gleichung (28) nicht nur negative Wurzeln, 
sondern auch positive und imaginire Wurzeln besitzt. Ich vermute, daB die 
Anzahl der negativen Wurzeln nur noch p — 2 k ist, wo k eine ganze Zahl => 0 
ist. Der Beweis scheint mir schwierig zu sein. 

Ist p ungerade, so ist klar, daB wenigstens eine negative Wurzel der 
Gleichung (28) existiert. Denn das konstante Glied ist positiv und der héchste 
Koeffizient hat das Vorzeichen (— 1)* = (— 1)*~”. Die anderen Wurzeln 
dieser Gleichung kénnen auch teils positiv reell, teils imaginar sein. 
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Wenn die charakteristische Gleichung (27) ein Paar konjugierter rein 
imaginairer Wurzeln + +0, besitzt und wenn keine andere Wurzel ein ganz- 
zahliges Multiplum von ¢ g, ist und wenn alle Wurzeln voneinander verschieden 
sind, so kann man zeigen, da eine Schar von Schwingungen existiert, bei 
welchen alle » Pendel immer in einem Gebiet um die vertikale Lage bleiben 


und deren Periode nahezu gleich == ist. Die Rechnung ist genau die gleiche 
us 


wie in § 3. Insbesondere ergibt sich in Analogie zu der Formel (20) die folgende 
spiter zu benutzende Formel: 


y, (9, Hy, seey Ae—ay Meta, ++ +> Sm, A) ani 0, 
(29) y, (0, Kiyeesy Ae—y» Heinys -++9 Ons A) == Lye Ox + 2D Lip Ou%us 
“=1 
(» = 1, ..., m), 


wo der Akzent der 2” andeutet, daf bei der Summation nach « der Wert 
fe =k auszulassen ist. Im iibrigen mag die Wiederholung der Rechnung 
unterbleiben. 


Sonderfall a: Alle Pendel sind nach oben gerichtet. 
Hier ist p = 0 und g = n. Dann ist die Gleichung (28) die folgende: 


A,+J,—B,u b, B, re b, B, 
(30) - b, B, A,+J,— Bu ... b, B, = 0. 
b, B, b, B,, A,+Jd,— B,u 


Sie besitzt, wie sich aus §2 ergibt, nur positive Wurzeln. Folglich besitzt 
die charakteristische Gleichung (27) keine rein imaginire Wurzel. Daher 
existiert in diesem Falle keine periodische Schwingung, also keine, bei der 
alle Pendel nach oben gerichtet und in einem Gebiet in der Nahe der instabilen 
Gleichgewichtslage bleiben‘). 

Sonderfall b: Ein beliebiges Pendel bleibt nach unten gerichtet, wihrend 
alle tibrigen Pendel nach oben gerichtet bleiben. 

Einfachheitshalber wollen wir annehmen, daB das n-te Pendel nach unten 
gerichtet bleibt. 

Hier ist p= 1 und g=n—1. Die Gleichung (28) ist die folgende 


A,+J,—B,u b, B, rr b, B, 
(31) BR RT ES Ll 
b, B, b, B, An +Jn + Byu 


Diese Gleichung besitzt wenigstens eine negative Wurzel (und, falls 
meine obige Vermutung zutrifft, auch nur eine). Also wird die charakteristische 


4) Siehe E. Picard, Traité d’Analyse, Bd. IJI, Il. édition, 8. 181—186 
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Gleichung fiir @ zwei konjugierte rein imaginaére Wurzeln + ig, besitzen. 
Daraus folgt, daB, wenn keine andere Wurzel ein Multiplum von io, ist, 
also insbesondere, wenn meine Vermutung zutrifft, und wenn alle Wurzeln 
voneinander verschieden sind, eine Schar periodischer Lésungen existiert. 


Sonderfallc: Fin beliebiges Pendel ist nach oben, die iibrigen sind nach 
unten gerichtet. 


Einfachheitshalber wollen wir auch annehmen, daB das n-te Pendel nach 
oben gerichtet ist. 


Hier ist p= »—1 und g= 1. Die Gleichung (28) ist die folgende: 


A,+J,+ B,w b, B, a 
(32) 7 eo ee. Lat 
b, By b, B, ... AntJa— Bye 


Diese Gleichung hat offenbar wenigstens eine positive Wurzel, und diese 
ist, wenn meine Vermutung stimmt, die einzige positive Wurzel. 

Es ist leicht einzusehen, da8 bei einem geraden n unbedingt eine negative 
Wurzel existiert®). Dann gibt es also ein Paar konjugierter rein imaginarer 
Wurzeln + io,, und falls keine andere ein ganzzahliges Multiplum von 19, 
ist und alle Wurzeln voneinander verschieden sind, existiert daher wenigstens 
eine Schar periodischer Schwingungen, bei welcher n — 1 Pendel nach unten 
gerichtet bleiben und eines nach oben. Die Anzahl solcher Scharen von Schwin- 
gungen kann héchstens » — 1 sein. 


II. Asymptotische Bewegungen. 


Jetzt wollen wir noch untersuchen, ob asymptotische Bewegungen des 
Pendelsystems in der Nahe einer instabilen Gleichgewichtslage existieren 
kénnen. 


Oben zeigten wir, daB, wenn p Pendel nach unten und g Pendel nach 
oben gerichtet sind (p + q = n), die charakteristische Gleichung (27) nicht 
nur rein imaginire, sondern auch reelle und komplexe Wurzeln besitzen kann. 

Wenn die Anzahl der nicht rein imaginaéren Wurzeln 2h ist, so haben 
h Wurzeln davon negative reelle Teile. Folglich kann man erwarten, daB 
in der Nihe der instabilen Gleichgewichtslage asymptotische Lésungen vor- 
handen sind, welche von h willkiirlichen Konstanten abhingen. Um diese 


5) Wenn die Anzahl der Pendel ungerade ist, kénnen die Langen und die Massen 
der Pendel vermutlich so gewahlt werden, daB die Gleichung (32) keine einzige reelle 
negative Wurzel zulaBt. Wenigstens beim System von drei Pendeln konnte ich das 
einwandfrei feststellen. 
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Vermutung zu bestitigen, ist es bequemer, gar nicht den Parameter A ein- 
zufiihren, sondern die Rechnung direkt an die urspriinglichen Gleichungen (6) 
anzuschlieBen. Diese gehen durch die Substitution 


Prp ~> Prp> Prq > + Pra 
iiber in 


(33) é, B, 5 eb, [00s (9, =" Pr) ° + sin (9, = Vx) 4 9] 4+ (A, + J,) Pr 


+8, 2. fe B, [cos (p, — gx) - pe + 8in(y, — yx): pe] = — &g B,sing,, 
wobei wieder ¢,, = 1, €,, = — 1. 

Das System (33) unterscheidet sich von (6) nur dadurch, daB die 
GréBen 6,, B, durch ¢,b,, ¢, B, ersetzt sind. 

Nun benutzen wir den folgenden Satz von Perron®): 

Wenn in dem Differentialgleichungssystem 


d n 
Se = Dy Ore tet hy (ys 005 Bus f) (vy =I,..., n) 
k=1 


die Funktionen /, die Bedingungen A und B erfiillen und wenn die Wurzeln 
0, (v = 1, ..., ») der charakteristischen Gleichung 


Oe oe. hee eo. re OS 








alle oder zum Teil einen negativen reellen Teil haben, so gibt es zu jedem 
Index |, fiir den R (@,) < 0 ist, Integralsysteme, fiir welche 


fim SUS+ += F100 _ (0), also lim 2,=0,..., lima, =0, 


ca ‘2 





und zwar bilden diejenigen, fiir welche 


a We(lm%|+--- +1, 1) 

= ; s-r<0 
ist, eine Schar mit genau A, willkiirlichen Konstanten, wo h, die Anzahl 
derjenigen charakteristischen Wurzeln 9, bezeichnet, fiir die R (o,) SS — 7 
ist’). Dabei sind auch mehrfache Wurzeln zugelassen und ihrer Vielfachheit 
entsprechend zu zihlen. 





*) Perron, Uber Stabilitat und asymptotisches Verhalten der Integrale von 
Differentialgleichungssystemen, Math. Zeitschr. 29 (1929), S. 129, speziell Satz 11. 
7) Nach Lettenmeyer ist sogar der Limes schlechthin stets vorhanden, so dab 
lim statt lim gesetzt werden kann. Vgl. Lettenmeyer: Uber das asymptotische Verhalten 
der Lésungen von Differentialgleichungen und Differentialgleichungssystemen, 


Sitzungsber. der bayer. Akad. d. Wiss., math.-nat. Abteilung 1929, S. 201, speziell 
Satz 3. 
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Die Bedingung A ist erfiillt, wenn die Funktion / (z,, ..., z,, t) in einem 
Bereich der Gestalt 


|z,|Sa,...,| 2/50, t20, 


wo natiirlich a > 0 ist, definiert und stetig ist und wenn sie daselbst’ der 
Ungleichung 
[f (2a, +++ Tar | SR lay] +... +] aq)) 
geniigt, wo k eine positive Konstante ist. 
Die Bedingung B ist erfiillt, wenn die Funktion f(z,, ..., 2%, t) so 
beschaffen ist, daB jeder positiven Zahl e¢ zwei positive Zahlen 6, und T, 
zugeordnet werden kénnen derart, daB fiir 


|7|S4, |r /S4,, --.. |%/S4, || Sd, tS 7, 
stets die Ungleichung 
If (a, +++» Mm O—F(ay,--- % Ol Se(lz—ayl+...+ |e, —z I) 
gilt. 

Um den Perronschen Satz auf das System (33) anwenden zu kénnen, 
lésen wir dieses nach den zweiten Ableitungen auf. Die dabei auftretende 
Nennerdeterminante ist speziell fiir g, = 0, ..., y, = 0 identisch mit der 
Determinante, die aus (14) entsteht, wenn man die Zeilen und Spalten der 
Reihe nach mit ¢,, €),..., &, multipliziert. Sie ist also fiir hinreichend 
kleine Werte von | 9,|, ..., |,| von Null verschieden. Daher ist die Auf- 
lésung nach den zweiten Ableitungen méglich und die bei der Auflésung ent- 
stehenden rechten Seiten lassen sich nach Potenzen von 9, ..., Pn, P1) +--+ Pa 
entwickeln. Setzt man noch gy, = @,, so nimmt das System schlieBlich die 
Form an: 


(34) [P= Fang + tps +++ Pio Bis «+ <9 Sah 

fey (» = 1,...,#) 
wo die f, (91, ..-, Pn, Pn, ---, ®,) Potenzreihen von p,, ..., Pn, Py, ..., Pp 
sind, die mit Gliedern mindestens zweiter Dimension beginnen. Also geniigt 


f, den Bedingungen A und B. 
Die charakteristische Gleichung lautet: 


a 0 a, Ain 
9 “+7 —o0 On, +--+ Onan 
MO Pio ky 4 ang Panay eres =0 
1 0 —@ 0 
0 1 0 —o 
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oder nach trivialer Reduktion: 


i oo OO ORR ae Pew. es 

Gn +++ Gan — 0 
Das ist nun aber in Wahrheit dieselbe Gleichung wie (27), weil das System (26) 
durch Auflésung nach den zweiten Ableitungen und durch die Substitution 
v, = 9, ¥, = ®, gerade in das System (34) mit denselben a,,, aber ohne 
die Glieder /, iibergeht. 

Auf (33) kann man jetzt den Perronschen Satz (mit 2 an Stelle von n) 
anwenden, wobei man noch den Vorteil hat, daB die /, von ¢ unabhangig sind. 
Er garantiert unmittelbar die Existenz einer Schar asymptotischer Losungen 
des Pendelsystems in der Nahe der instabilen Gleichgewichtslage, welche 
von A Konstanten abhiangig ist. 





Unter gewissen Voraussetzungen (die nur ausnahmsweise nicht erfiillt 
sind) 1a8t sich das asymptotische Verhalten der Lésungen noch genauer be- 
schreiben. Wir unterscheiden dabei zwei Fille: 

Fall A. Sind 9,,..., @, charakteristische Wurzeln mit negativem 
reellen Teil (es brauchen nicht alle zu sein, im Gegensatz zu der Bedeutung 
von A auf §. 194), so werde vorausgesetzt, daB 


(37) Pr 1 +--+ + Pra On Q, (y= 1,..., A), 
(37a) Pi Qi t+---+PrOrn+ Oe (k=h+1,..., 2m) 
ist fiir jedes System ganzer nicht negativer Zahlen p,, deren Summe = 2 ist. 

Bezeichnet man von den Wurzeln 9,, . . ., 0, speziell die reellen negativen 
mit — &, (k = 1, ..., g) und die komplexen mit negativen reellen Teilen mit 
—& tim (k =g+l1,.. $4), dann lassen sich nach Picard®) die 
Lésungen in folgender Gestalt: 


ed 


ry = Ze Dry On 5, ¢ v z. Lyx (Cy cos nyt + D, sin yt) e~ fe +F,,, 


| h+9 


2 . 
Pre =n+ E LignCge” e+ P 4 Lygk (C, cos n, t+ D, sin nyt) e re 4 FB, 
' k=1 k=g+1 





(38) 


darstellen, wo r, und r, entsprechend p bzw. q(p + q = n) verschiedene 
Werte annehmen und F, Potenzentwicklungen nach 


—ét —ty4at : —ty4at 
Cre“, 2+, Cy 41 C08 M4 te “94? , ..., Doz 8iNyg4,te “9t', 


sind, die mit Gliedern mindestens zweiter Dimension beginnen. 


8) Picard, Traité d’Analyse, Bd. III, II. édition 8S. 187. 
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Wenn in der zweiten Summe der Gleichungen (38) alle Konstanten C, 
und D, durch Null ersetzt werden, bekommen wir eine von g Konstanten 
abhingige Schar von Lésungen, bei welchen das Pendelsystem fiir t + 
sich der instabilen Gleichgewichtslage nahert, indem jedes Pendel immer 
auf der gleichen Seite seiner Vertikalen bleibt und die Bewegung dauernd 
gegen die Vertikale hin gerichtet bleibt. 

Dagegen wenn die zweite Summe wenigstens ein Glied hat, so nahert 
sich das Pendelsystem zwar ebenfalls asymptotisch der instabilen Gleich- 
gewichtslage. Die Pendel fiihren dabei aber Zitterbewegungen aus, indem 
sie sich zeitweise gegen die Vertikale hin, zeitweise auch von ihr weg bewegen. 
Wenn jedes &, der zweiten Summe grdéBer ist als jedes ¢, der ersten Summe, 
so bleiben die Pendel dauernd auf der gleichen Seite ihrer Vertikalen; wenn 
aber ein &, der zweiten Summe kleiner ist als jedes &, der ersten Summe, so 
entstehen gedimpfte Schwingungen um die Vertikale. 

Fall B. Wenn die reellen Teile der charakteristischen Wurzeln alle von- 
einander verschieden sind, dann kann man aus Satz 12 der erwahnten Arbeit 
von Perron entnehmen®), da es zu jeder Wurzel o, mit negativem reellem 
Teil eine Schar von Lésungen gibt, fiir die 


lim g,(t) = 0 (» =1,..., #), 

(39) | i> 
| lim (Q,: @g: -- +2 Qu) = Lye: Log: ...: Dur 

t>o 


Die Anzahl der willkiirlichen Konstanten dieser Schar ist gleich der Anzahl 
derjenigen charakteristischen Wurzeln, deren reeller Teil SR (0,) ist. 


§ 6. 
Spezialfall m = 2. 


Wir wollen auch hier speziell » = 2 untersuchen und uns der Einfachheit 
halber auf den Fall des mathematischen Pendels bescbranken. 


a) Alle zwei Pendel bleiben nach oben gerichiet. 


Die Gleichung (30) lautet dann, wenn man in jeder Zeile die gemeinsamen 
Faktoren unterdriickt, 


(m, + m,) (a, mi u) a, m, 


a, a,—& 


= 0. 





Die Wurzeln sind 
{= a5 + y(* + *)- wh is, 

















m, + Mz 
2 
u, = te _ (ata) mm, 


*) Far die Anwendung von Satz 12 ist zunachst eine lineare Transformation er- 
forderlich. ; 
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also u,; > u, >0. Die charakteristische Gleichung hat nur reelle Wurzeln, 
von denen zwei negativ sind: 


-&=- yz. -%=-Y£ (-&<-&. 


Daraus folgt, daB hier eine Schar reiner asymptotischer Bewegungen 
existiert, welche von zwei Konstanten abhingig ist, indem jedes Pendel bei 
diesen Bewegungen immer auf der gleichen Seite seiner Vertikalen bleibt. 
Hier existiert keine einzige periodische Lésung. 

Wir wollen nun fiir t-> o das Verhiltnis der Abweichungen der beiden 
Pendel von ihrer Vertikalen gf, p> und von der Gleichgewichtslage s\°, sy 
genauer untersuchen, wobei wir die bei Fall B, Seite 198 angefiihrten Tatsachen 
benutzen. 

Hier ist 


L,,=a,—u4,, L,, =—4, (u = 1, 2), 


wobei wir einen willkiirlichen Proportionalitatsfaktor wieder unterdriickt 
haben. 


a) Schar asymptotischer Bewegung abhiangig von §,. 


Da — é, die gréBere der beiden negativen Wurzeln ist, enthilt die zu- 
gehorige Schar zwei willkiirliche Konstanten. 

Nach (39) erhalten wir fiir den Quotienten der Winkel, 
welche fiir ¢-> 2 die beiden Pendel mit der negativen 
J-Achse bilden, folgende Ungleichungen: 

















% _ ~~, Pilt) _ %— 4 
9, t—> aw 2 lb) a, 
a, — a @+4\> mm 
"yoni y( 2 ) m +m, (<1, 
igs a, > 0. 


Diese Ungleichungen zeigen, da die beiden Pendel 
auf der gleichen Seite ihrer Vertikalen liegen. 
AuBerdem ist 


ler | <|o2'| (Fig. 3). 
Wenn noch &, kein Multiplum von é, ist, lassen sich Fig. 3. 
nach (38) die Winkel ,, gy, durch folgende Formel 








1 (t) = Cy (ag — 4) e~ + Cy (ay — ug) oe! + F, (Cre "', OC, 4), 
Po (t) = — Cy a, e~*' — Cpa, e~*! + Fy (C, 6"! Cy e- #4) 


ausdriicken, wo die F, (C, e~ **', C,e~ 2‘) wieder Potenzreihen sind, die mit 
Gliedern mindestens zweiter Dimension beginnen. 
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8) Schar asymptotischer Bewegung abhangig von é,. 


Da — &, die kleinste negative Wurzel ist, enthalt die zugehérige Schar 
nur eine willkiirliche Konstante. 











Hier ist 

“5% - 7 (S55) - a _% 
%  %-% _ 2 2 m,+m, ' * ? a,’ 
v2 “1 a, |< 0. 


Diese Ungleichungen ‘zeigen, daB die beiden Pendel sich auf entgegen- 
gesetzten Seiten ihrer Vertikalen befinden. Wenn a, > a,, dann ist stets 


|\or| <|oy|. Fir a, <a, sind dagegen die beiden Fille | pf| =| gy| 
méglich. 


Um zu sehen, welche Lage die beiden Pendel gegen die instabile Gleich- 


, ‘ , , 4, 9%, 
gewichtslage haben, miissen wir den Quotienten ————~—— untersuchen. 
4,7, +4 Py 
4 Er ist gleich 
“%&—% also <0, 
bat | 
hd weil u, >0 und 
i & 


a 
u, — a = 2 


\2 
pas y(% oe cin mm, < 0. 
Das besagt, daB die beiden Pendel sich von entgegen- 
gesetzten Seiten der Gleichgewichtslage nihern (Fig. 4). 
Diesmal lassen sich nach (38) die Winkel o,, y, durch 
folgende Formel 
Px (t) = Cy (ag — ug) e **' + F, (Cy e~*"'), 
Po (t) = — Cz a, e~*' + F, (C, e *") 
ausdriicken, weil bei diesem Fall die Bedingungen (37) und (37a) erfiillt sind. 














Fig. 4 


b) Ein Pendel nach unten, das andere Pendel nach oben. 


1. Erstes Pendel nach unten. 
Die Gleichung (32) lautet jetzt 

















| (m, + ms) (a, + u) a, m, 0 
| a, a,—wu : 
Die Wurzeln sind 
a a, — a a, — a, \* my, 
w= — 5+ Y( 2 ) +o a, 
a,—a@ 








- ae 1—%)* my 
5* 2 y( D ) tape, o> 
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also u, > 0, ug <0. Die charakteristische Gleichung hat also eine negative 


Wurzel 0, = — §; = — yz und ein Paar rein imaginarer Wurzeln 
1 
+ io, = + ~. 
AuBerdem ist 
L,,=%—4,, DL, =—4, (u = 1, 2), 


wobei wir einen willkiirlichen Proportionalitaétsfaktor wieder unterdriickt 
haben. 


a) Schar asymptotischer Bewegungen abhingig von uy. 
Hier kénnen wir das bei Fall B Gesagte nicht be- 


nutzen, weil die reellen Teile teilweise einander gleich, 
namlich gleich Null sind. Dagegen fiihrt der in Fall A 
angegebene Picardsche Satz zum Ziel, und zwar zeigt 
die negative Wurzel an, da8 wir eine Schar von rein 
asymptotischen Bewegungen haben werden, welche von 
einer Konstanten abhiangig ist, d. h. solche Bewegungen, 
bei welchen jedes Pendel immer auf der gleichen Seite 
seiner Vertikalen bleibt. 


Nach (38) ist 
$1 (t) = Cy (ag — uy) e+ Fy (Ce *'), 





——— 
' 

















a(t) = —C,a,e~*! + F, (Cy e-*"*). ’ 
Daher erhalten wir die Ungleichungen —=> 
a,+a a, — @,\* m 
or 4% Sod 3 + HOS )+ mpm < 0, 
: a, a >-1. 


Diese Ungleichungen zeigen, daB die beiden Pendel nach der gleichen Seite 
von ihren Vertikalen abweichen. 
AuBerdem ist 


ler |< |r| (Fig. 5). 


8) Schar periodischer Bewegungen abhingig von tu. 

Das rein imaginére Wurzelpaar + 10, hat zur Folge, daB eine einpara- 
metrige Schar periodischer Bewegungen existiert, weil — a imaginar, also 
keine ganze Zahl ist. 

Wir wollen jetzt untersuchen, bei welchem Verhiltnis der beiden Winkel- 


geschwindigkeiten g, (0) = A y, (0) und (0) = A yi (0) periodische Be- 
wegungen stattfinden. 
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Hier ist nach (29) 
Yi (0) = (a — 4) Og + (@g — %) 01%, 
Yo (0) = — 4,02 — 4, 0, %. 
Da aber «, mit 4 zugleich gegen Null geht, so ist 
#1 (0) = 4 yi (0) = A (a, — ug) G2 4-0 (A), 
Yo (0) = A yy (0) = — Aa, o, + 0(A). 
Dann erhalten wir folgende Ungleichungen: 

















a,+4 a, — a,\* m, 
vt _ im Avi _ _—-%_ 2 + V( 2 )+ ae 8 
3 imo 2 ws (0) a, a, 
<—-l, 
ee 
ad 


Diese Ungleichungen zeigen, daB die beiden Pendel nach der gleichen Seite 
aus der Vertikalen herausgehen. AuBerdem ist 


ae 
lotl>lesl lert< 197] 
Die Lage ist also wie in Fig. 5, nur daB hier | p?| > | gf]. 


2. Erstes Pendel nach oben. 
Die Gleichung (30) lautet diesmal 

















(m, + m,) (a,—%,) am, at 
a, a,+4u : 
Die Wurzeln sind 
u, = — 25% 4 (5%) += ree 











us = — 5% _ (25%) +9 oe 


also u, > 0, ug < 0. Die charakteristische Gleichung hat wieder eine negative 


Wurzel 9, = — §, = — = und ein Paar rein imaginaérer Wurzeln 
‘ ia go 
+t@g=+ yz. 
AuBerdem ist 
Ly, - a, + 4,, Ly _— a, (u an 1, 2). 


a) Schar asymptotischer Bewegungen abhdngig von u,. 
Die negative Wurzel ge, beweist, da8 wir eine Schar von rein asympto- 
tischen Bewegungen haben, welche von einer Konstanten abhangig ist. 


A 





a 
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In derselben Weise wie in 1., «) erhalten wir 


a,+a 
ee  _ats [>-+;>, 
Pr ~ =~} 


Diese Ungleichungen zeigen, daB die beiden Pendel nach der gleichen 
Seite von ihrer Vertikalen abweichen; auBerdem ist 


vy 
lor |>ler|, Pm 
lor|<“E|o7| (Fig. 6). 


B) Schar periodischer Bewegungen abhingig von tis. 
Das rein imaginire Wurzelpaar + ig, beweist, OF 
da8 gewiB eine Schar periodischer Bewegungen exi- 
stiert, welche von einem Parameter abhingt, weil 


—% imaginar, also nicht ganzzahlig ist. 
3 











te 
In derselben Weise wie in 1., 8) erhalten wir hier v 
er _ i Avi) a+u (<9, 
v3 = in T20~ a, + = 5. Fig. 6. 


Diese Ungleichungen zeigen, daB die beiden Pendel nach der gleichen 
Seite aus der Vertikalen herausgehen, d. h. die Winkel gf und 9? sind entgegen- 
gesetzt und 


let] <| gl. 
Die Figur ist hier dieselbe wie Fig. 6, nur daB | y*! < | g}| ist. 


(Eingegangen am 3. 7. 1938.) 








Konvergente Folgen von Regularititsbereichen und die 
Meromorphiekonvexitit. 


Von 
H. Behnke und K. Stein in Minster (Westf.). 


Die Méglichkeit der Kennzeichnung von Regularitatsbereichen durch die 
Eigenschaft der Regularkonvexitat, die der Ausgangspunkt mancher Unter- 
suchungen iiber die Singularitéten analytischer Funktionen mehrerer Ver- 
anderlichen war, legte den Versuch nahe, die Meromorphiebereiche durch 
eine analoge Eigenschaft zu charakterisieren. So entstand der Begriff der 
Meromorphiekonvexitat. Ein Bereich 8 hei8t bekanntlich meromorph-konvex, 
wenn es zu jedem ganz im Innern von % gelegenen Teilbereich B, einen 
ebenfalls ganz im Innern von $% gelegenen Teilbereich 8% gibt, so daB zu 
jedem auBerhalb von %, liegenden Punkt P aus % eine in 8 eindeutige mero- 
morphe und in %, beschrankte Funktion /, existiert, fiir die gilt: 


\fp (P)| > Max | fp (Bo)}. 


Es gelang bisher nur, die Meromorphiekonvexitat als hinreichende Bedingung 
fiir Meromorphiebereiche nachzuweisen. Wir zeigen in dieser Arbeit, daB die 
Meromorphiekonvexitat eines Bereiches im Raume endlich vieler komplexer 
Verinderlichen iiber die Regulirkonvexitaét nicht hinausfiihrt: Jeder be- 
schrinkte, schlichte meromorph-konvexe Bereich im Raum der 2,, 
ist Regularitatsbereich. 

Das gelingt vor allem durch den Nachweis, da8 jeder Bereich, der von 
innen durch Regularitatsbereiche approximiert werden kann, selbst ein 
Regularitatsbereich ist. (Der Bereich 8 ist approximierbar durch eine Folge 
von Bereichen %,,, oder die Folge der Bereiche 8, konvergiert gegen 8, wenn 
jeder Punkt von 8 samt einer Umgebung in fast allen 8, und jeder Punkt 
auBerhalb 8 samt einer Umgebung in héchstens endlich vielen %,, liegt.) Ein 
Beweis fiir diese Tatsache wird seit lingerer Zeit gesucht*). Nun hat Herr 
K. Oka in seinen Arbeiten iiber das erste Cousinsche Problem eine neue Methode 
zum Nachweis der Entwickelbarkeit von Funktionen in gewissen Bereichen an- 
gegeben’), die wir fiir den im folgenden gefiihrten Beweis grundlegend benutzen 


+++, 2y 


1) Vgl. H. Behnke und P.Thullen, Das Konvergenzproblem der Regularitats- 
hillen, Math. Annalen 108, S. 93. 


*) Kiyosi Oka, I. Domaines convexes par rapport aux fonctions rationnelles, 
(A) 6, Nr. 3 (1936). II. Domaines d’holomorphie, (A) 7, Nr. 2 (1937). Beides: 
Journal of Science of the Hirosima University. 
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(siehe Hilfssatz 2). Wir sind so in der Lage, zu einer Folge von Regularitats- 
bereichen %,, die gegen einen Grenzbereich 8 von innen konvergieren, eine 
zweite, gegen 8 von innen konvergierende Folge von Regularitatsbereichen €, 
anzugeben, die alle konvex sind in bezug auf eine Klasse von in ganz $ re- 
guliren Funktionen*). Dann aber folgt aus einem friiheren Resultat von 
Behnke und Thullen, daB 8 Regularititsbereich ist. 


Es ist daraufhin leicht, sich von der Voraussetzung, daB die %,, Teil- 
bereiche von % sind, zu befreien und allgemein zu zeigen, daB der Grenz- 


bereich einer konvergenten Folge von Regularititsbereichen wieder ein 
Regularitatsbereich ist. 


Dabei kann der Sonderfall, daB unendlich viele $,, den Bereich 8 enthalten, 
auBer Betracht bleiben, denn in diesem Falle ist es seit der Aufstellung des 
Begriffes der Regularkonvexitit evident, daB 8 Regularitatsbereich ist. Soweit 
der erste Abschnitt der vorliegenden Arbeit! *) 


Im zweiten Paragraphen werden aus diesen Uberlegungen die fiir die 
,,Hiillenfunktion“ §(®%) sich ergebenden Konsequenzen gezogen. (Unter 
§ (B) verstehen wir wie iiblich die einem Bereich B eindeutig zugeordnete 
Regularititshiille.) Fiir (8) war bekannt: Besitzt B keine Nebenhiille N(B), 
so konvergieren die Hiillen jeder Folge von Bereichen, die 8 umfassen 
und 8 approximieren, gegen § (%). Beschrinken wir uns auf Bereiche mit 
schlichten Hiillen, so kénnen wir dariiber hinaus folgendes beweisen: Besitzt 
der Bereich 8 keine Nebenhiille, so konvergieren die Hiillen jeder 8 approxi- 
mierenden Folge von Bereichen %, gegen §(%). Weist dagegen $B eine 
Nebenhiille auf, so zeigen wir an einem Beispiel, daB die § (%,) nicht zu 
konvergieren brauchen. Als Grenzbereiche von konvergierenden Teilfolgen 
der § (%,,) kénnen Regularitatsbereiche auftreten, die zwischen § (8) und 
MN (B) liegen. Deren kann es mehrere geben. Die Hiillenfunktion § (%) ist 


also dann und nur dann fiir den Bereich « ,,stetig’, wenn 8 keine Neben- 
hiille besitzt. 





3) Der grundlegende Begriff der Konvexitit in bezug auf Mengen von Funk- 
tionen ist zuerst von H. Cartan in seiner Arbeit: Sur les domaines d’existence des 
fonctions de plusieurs variables complexes, Bull. Soc. Math. France 59 (1931), ein- 
gefiihrt worden. Im itbrigen vergleiche man zu den hier und im folgenden auf- 
tretenden nicht neu definierten Begriffen H. Behnke und P. Thullen, Theorie der 
Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen (Abgekiirzt B.-Th. Bericht), Erg. 
d. Math. u. i. Grenzgeb. III, 3. 

‘) Bei der ersten Korrektur sind die Satze dieses Abschnittes von 2 auf N Ver- 
anderliche verallgemeinert und dazu die Beweise umgestellt worden. Die Méglichkeit 
der Veraligemeinerung ergab sich in einer ausfihrlichen Diskussion mit Herrn 
Henri Cartan gelegentlich eines Vortragsbesuchs im Mai 1938 in Miinster. Wir sind 
Herrn Cartan fiir das rege Interesse, das er dieser Arbeit entgegengebracht hat, 
sehr dankbar. 


Mathematische Annalen. 116. 14 
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Unsere Uberlegungen zeigen insbesondere, daB es zu der bei der Appro- 
ximation eines Bereiches von auBen auftretenden Erscheinung der Neben- 
hiille kein Analogon bei einer Approximation von innen gibt. 

Im Abschnitt 3 zeigen wir, daB jeder meromorph-konvexe Bereich von 
innen durch Regularititsbereiche approximiert werden kann. Auf Grund 
der Ergebnisse des Paragraphen | folgt, daB jeder meromorph-konvexe Bereich 
Regularitiitsbereich ist. Hieraus ergibt sich auch, daB die Konvexitaét in 
bezug auf analytische Flichen mit der Regulirkonvexitaét aquivalent ist. 


§ 1. 
Bereiche, die sich von innen durch Regularitatsbereiche 
approximieren lassen. 
Wir beweisen 
Satz 1. Ist der schlichte, beschriinkte Bereich ® approximierbar durch 
Regularititsbereiche B,, mit B, (CB, ,,, 80 ist B Regularitdtsbereich. 
Dabei bedeutet: 


1. B@CCE: B ,,ganz enthalten in“ €, daB die Hiufungspunkte aller Folgen Py 
aus % im Innern von € liegen. 


2. 8 CC: B ist Teilbereich von €. 


Satz 1 beweisen wir zundchst unter speziellen Voraussetzungen. 

Hilfssatz 1. Ist unter den Voraussetzungen von Satz 1 fiir jedes n jede 
in B,, regulire Funktion durch in 8, , regulire Funktionen gleichmaBig im 
Innern von 8, approximierbar, so ist B Regularititsbereich**). 

Um zunichst zu zeigen, daB die 8, konvex sind in bezug auf die Klasse 
der in % reguliren Funktionen, wihlen wir irgendeinen ganz im Innern 
von %, gelegenen Teilbereich 8*. Da %, Regularititsbereich ist, gibt es 
einen $* umfassenden, aber noch ganz in %, gelegenen Bereich D,,, so daB 
zu jedem P aus %, aber auBerhalb D,, eine Funktion /, existiert, die in 8,, 
regular ist und fiir die gilt 


\fn (P)| > Max |f, (B*)}. 


Es sei weiter €, ein ganz im Innern von %,, gelegener Bereich, der D, und 
auBerdem den Punkt P umfaBt. Ferner sei 6 > 0 eine Zahl, fiir die noch gilt 


(1) \fn (P)| > Max |f, (B%)| + 4. 
Wir wahlen eine Folge positiver Zahlen ¢, mit 


Zs,< 4. 


4a) GleichmaBige Konvergenz im Innern eines Bereiches D bedeutet gleich- 


maBige Konvergenz in jedem ganz im Innern von D gelegenen, abgeschlossenen 
Teilbereich von D. 


en 
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Nach Voraussetzung kénnen wir jetzt in €, die Funktion /, durch in 
%,,., regulire Funktionen gleichmaBig approximieren. Es sei /, , eine in 
%,,., regulire Funktion, fiir die gilt 


lfm, 1 — fn| < e, in &,. 
Weiter gibt es nach Voraussetzung eine in 8, regulire Funktion, so daB 
\fn, 2 — In, 1| < &g in By. 
Allgemein lassen sich Funktionen f, , in %,,,~, so wahlen, da8 gilt 
lhe. — fa. voal < @% im B4,~2 (v > 2). 


Die Folge /,,, konvergiert gleichmaSig im Innern von 8 gegen eine dort 
regulire Funktion /. In &,, ist 

f-f,= (fn, 1 — fn) + (fn, 2 — fr, 1) en 
Also gilt dort 


If — fal Sl fn, — fal + lhe, — faa] +... 


lt—h| << Ze, <4, 
mithin 
lil-2<Ihl<|A+2 
2 ° 2° 
In Verbindung mit (1) folgt nun 


|f (P)| +4 > Max |/(B%)| —4 +4, 


also 
(2) \f (P)| > Max | f (B*)|. 


B* war beliebig in %, gewahlt und P beliebig in 8, auBerhalb D,. Also 
sagt (2) aus, daB %, konvex ist in bezug auf eine Klasse von in % regularen 
Funktionen. 


Nun ist nach dem schon vorher zitierten Satz von Behnke und Thullen 
der Grenzbereich 8 ein Regularititsbereich, wenn die %,, des Hilfssatzes 1 
konvex sind in bezug auf die Klasse der in 8 regularen Funktionen*”), Damit 
folgt Hilfssatz 1 unmittelbar. 


Wir zeigen nun in Hilfssatz 3, daB die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 
unter der Voraussetzung von Satz 1 stets zutreffen. Zum Beweise von Hilfs- 
satz 3 bendtigen wir Hilfssatz 2. 


4b) Siche 1), Satz 9, S. 303. 
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Hilfssatz 2. Es sei B ein abgeschlossener, schlichter, beschriinkter Bereich 
\f; (2, .. +, Zy)| S15). Die f, seien in einem B ganz umfassenden Bereich B* 
regulir. Dann lapt sich jede in B reguliére Funktion F durch eine Folge von 
in B* reguliren Funktionen gleichmafig in B approximieren. 

Beweis. Wir betrachten im Raume von 2 (N + k)-Dimensionen das (ab- 
geschlossene) analytische Flachenstiick 


F: w, = f,(2;,...,%y), f=l,...k (2@)CB. 


Nach einem Satz von K. Oka ist § durch 2 (N + k)-dimensionale Polynom- 
bereiche ,, die % ganz umfassen, approximierbar (Oka II, Satz 1, 8. 125). 
Fa8t man F als Funktion der (N + k) komplexen Veriinderlichen (w,, z;) auf, 
so ist sie in einer gewissen Nachbarschaft von § regular, also auch in fast 
allen $,, z. B. in $,,. Nach Untersuchungen von A. Weil und Oka lat sich 
nun jede in einem Polynombereiche regulire Funktion in diesem Bereiche 
in eine gleichmaBig konvergente Polynomreihe entwickeln®). Speziell sei 
in §,,: 
FB (z,, - 2, Sx) = ZF P,, (ty, -- + Was By» + + -2 Su) 


dabei sind die P, Polynome. Setzt man in dieser Entwicklung 


w, = f, (23, ..., 2y), 
so ist 


F (z,, .--5 2y) = ZL Py (f, (21, - - 25 Bx) ~~ oy by (2 qs» - +> SN)s Zyy «+ + Zp) 
“ 


eine gesuchte Entwicklung von F. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 


Zu den benutzten Satzen von A. Weil und K. Oka sei ausdriicklich 
bemerkt, da8 


1. in der klassischen Funktionentheorie alle Bereiche, in denen sich 
die Gesamtheit der dort regularen Funktionen nach Polynomen entwickeln 
laBt, stets einfach zusammenhiingend sind, 


2. daB dies in der Funktionentheorie mehrerer Verianderlichen nicht 
mehr gilt. 


Zu 1. Ist 8 mehrfach zusammenhingend, so gibt es in B eine geschlossene 
Kurve C, die einen nicht in 8 liegenden Punkt z, umfaBt. Wire nun die in 8 


5) Die Punktmenge |/ (z,,--+» Zy)| << 1 kann natirlich in mehrere getrennte 
offene Bereiche zerfallen. 3 sei einer dieser Bereiche nebst Rand. (In den Begriff des 
offenen Bereiches ist hier aufgenommen, da8 er eine zusammenhangende Punktmenge 
bildet.) Dieser Rand besteht also lediglich aus Stiicken der Hyperflachen | f,| = 1. 

*) Siehe *) sowie A. Weil, Sur les séries de polynomes de deux variables com- 
plexes, C. R. 194 (1932), S. 1304; L’intégrale de Cauchy et les fonctions de plusieurs 
variables, Math. Annalen 111 (1935), S. 178. 
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1 
—2z 


regulire Funktion = 
0 
gleiches fiir die in 8 mehrdeutige Funktion | aoe = log (z — %). 





dort in eine Polynomreihe entwickelbar, so gilte 


20 


Zu 2. In dem Polynombereich 
PB: {jwz—1]/ S54, |w*z)S2, |ze] SS} 


laBt sich nicht jede geschlossene Kurve auf einen Punkt zusammenziehen, 
z. B. nicht die Kurve 


z= 3-e%, w= 0<6< 2a}. 


1 
2(0)’ 
Andererseits ist nach A. Weil, wie auch nach K. Oka, jede in $ regulare 
Funktion dort nach Polynomen entwickelbar. 


Hilfssatz 3. Ist der beschriinkte Bereich B von innen durch eine Folge von 
Regularititsbereichen B, mit B,(C%,,, approximierbar, so gibt es eine 
besondere B von innen approximierende Folge €,, von Regularititsbereichen 
mit ©, CCE, .,, so daB jede in €,, reguliire Funktion im Innern von €,, als 
Limes einer dort gleichmifig konvergenten Folge von in ©,,, , reguliren Funk- 
tionen darstellbar ist. 

Wir fiihren zunichst abkiirzende Bezeichnungen ein. Es sei d,, (P) der 
Abstand des auf dem Rande von %, gelegenen Punktes P vom Rande von &,. 
Wir setzen 


= 
| 


uy — Max d, »(P), 


Min d,,, (P), 
dabei durchlaufe P simtliche Randpunkte von 8,. M,,, heiBt der Maximal- 


abstand von %, in bezug auf B,, m,, der Minimalabstand von %,, in bezug 
auf %,. Entsprechend sei M, der Maximalabstand von %, in bezug auf 8 


und m, der Minimalabstand von %, in bezug auf 8. 


Konstruktion der Folge €,. Wir waihlen zunichst aus der Folge %,, eine 
Teilfolge B,,, aus: Es sei 


3 
I 


%, = %,. 


1 
Es werde ferner gewablt: 


B,,, so daB M, <m,, (das ist wegen 8 = lim %,, stets erreichbar), 


%,,, so daB M,,.<m,,,, und M, <™m,,, 
B, , so daB mM. _..< @, os und M, <m, _ 
Dann gilt 


%, -1 « %,, « %,, +1 und M,,, 


a 








H. Behnke und K. Stein. 


Da die %, als Regularitatsbereiche regulir-konvex sind, gibt es um jeden 
Punkt P auf dem Rande (8, ) von B, eine Hyperkugel K,., (P) und eine 


in 8, 4, regulire Funktion fn*”, so daB 
Ifnt? Q)| > 1 > Max |fr+? (B, | 


fiir jeden Punkt Q aus 8... (P)7). R (8,,) ist eine abgeschlossene Punktmenge, 
daher gibt es endlich viele Punkte P,, so daB die R,,, (P,) ganz R (8, ) iiber- 
decken. Es sei nun €, der gréBte Bereich, der ganz in der Punktmenge 
fp +”! —1 enthalten ist und %,_, umfabt. Die €,, sind Regularitits- 
bereiche, ferner gilt B, | (C€, (CB, , also 


lim€, = 8. 


Die €,, haben nun die in Hilfssatz 3 angegebene Eigenschaft. Sei nimlich 
F™ eine in €,, regulire Funktion. Dann ist zu zeigen, daB es zu jedem ganz 
im Innern von €,, gelegenen Bereich D und jedem vorgegebenen ¢ > 0 eine 
in €,,,, regulare Funktion G"*” gibt, so daB in D gilt 


|r = Ger» < €. 


Wir kénnen nun ein 6 > 0 so wihlen, daB die Punktmenge Tay t | <1-8 
einen Bereich €, , enthalt, der ganz im Innern von €,, liegt, D umfabt und 


dessen Berandung nur von Stiicken der Hyperflachen \fpr* Vv) = 1—6 ge- 


bildet wird. Da die fe +1’ in ©, regular sind, gibt es nach Hilfssatz 2 eine 
in €,,, regulire Funktion G@"*”, so daB 

[Fo _ G+ <e 
in €, » und damit in D gilt. 

Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 

Aus Hilfssatz 1 und Hilfssatz 3 folgt aber Satz 1. 

Anmerkung. Die Beschriinktheit des Grenzbereiches 8 wurde zum 
Beweis des Satzes 1 nur im Hilfssatz 3 verwandt (Hilfssatz 1 gilt auch fiir 
nichtbeschrinkte, endliche Bereiche). Ist 8 nicht beschrankt, aber endlich, 
und gilt fiir die 8,, daB ihre Maximaldistanzen M, in bezug auf 8 gegen 
Null gehen, so laBt sich der Beweis des modifizierten Hilfssatzes 3 und damit 
des modifizierten Satzes 1 noch ebenso durchfiihren. 

Wir kénnen jetzt den Satz 1 leicht erweitern. Wir benétigen nicht mehr 
die Voraussetzung, daB die B, ganz in 8 liegen. Auch wenn sie mit % teil- 
weise den Rand gemeinsam haben oder gar iiber ihn hinausragen, gilt eine 
entsprechende Aussage. 





7) Siehe B.-Th. Bericht, Kap. 6, § 1, S. 72. 
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Satz 2. Die Folge 8, von Regularititsbereichen konvergiere irgendwie 
gegen den beschriinkten Bereich 8. Dann ist B ein Regularitdtsbereich. 

Der Beweis ist nach Satz 1 erbracht, wenn eine Folge von Regularitits- 
bereichen €,, angegeben werden kann mit €,,(( €,,,, und lim€, = B. Die 
Existenz einer solchen Folge ergibt sich aus dem folgenden 


Hilfssatz 4. Erfiillt der Bereich ® die Voraussetzungen des Satzes 2, 
so gibt es zu jedem 56 >0 einen Regulariiitsbereich ©, der ganz im Innern 
von B liegt und dessen Mazximalabstand in bezug auf B klewmer als 4 ist. 


Beweis. Wir wiahlen einen ganz im Innern von % gelegenen Bereich D, 
der alle Punkte von 8 umfaBt, deren Abstand vom Rande von 8 gréBer oder 
gleich 4 ist. Der Minimalabstand von D in bezug auf % sei 6,*). Aus den 8, 
wahlen wir sodann einen Bereich ,, , dessen Maximalabstand in bezug auf 8 


kleiner als 4 ist. Es sei M die Menge der Punkte, die im Innern von %.,, 


liegen und vom Rande von %,, den Abstand 2 haben. M liegt ganz im 
Innern von %, aber ganz auBerhalb von D. Weil nun M vom Rande des 
Regularitatsbereiches %, einen kleineren Abstand als der Bereich D hat, 


gibt es zu jedem Punkt P von M eine in %,, regulire Funktion /, und eine 
Hyperkugel 8 (P) um P, so daB fiir jeden Punkt Q aus & (P) gilt: 


\fp (Q)| > 1 > Max |f (D)| ®). 


Da M abgeschlossen ist, kénnen wir endlich viele Punkte P,, ..., P, auf M 
so finden, daB ihre R(P,),..., R(P,) ganz M iiberdecken. Die Punkt- 
mannigfaltigkeit |/,,| <1 enthilt einen Regularitatsbereich € mit folgenden 
Eigenschaften: 


1. € wird lediglich berandet von Stiicken der Hyperflichen |/p| = 1, 

2. € umfaBt D; der Maximalabstand von € in bezug auf % ist daher 
kleiner oder gleich 4, 

3. € hat keinen Punkt mit M gemeinsam; € liegt deshalb ganz im Innern 
von $ und hat einen Minimalabstand in bezug auf &, der nicht kleiner ist als 4 : 


€ ist also ein gesuchter Bereich. Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 
In Verbindung mit Satz 1 folgt nun Satz 2. 


*) Es braucht nicht 6, = 6 zu sein, denn die Gesamtheit der Punkte aus 8, 
die vom Rande von % einen Abstand haben, der gréBer oder gleich 6 ist, kann in mehrere 
Bereiche zerfallen. Der Bereich D enthalt dann auch Punkte, deren Abstand vom 
Rande von % kleiner als 6 ist. 

*) Vgl. 7). 
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§ 2. 
Eigenschaften der Zuordnung von Hiillen zu Bereichen. 


Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen gestatten uns, die Kenntnis 
der ,,Hiillenfunktion“ §(%) zu vervollstindigen. Unter §(%) verstehen 
wir wie iiblich den Durchschnitt der einen Bereich 8 umfassenden Regularitits- 
bereiche. Wir sprechen im folgenden in unseren Aussagen nur von solchen 
Bereichen, die beschrankt und schlicht sind und ihrerseits schlichte Hiillen 
haben. Bei den Beweisen der folgenden Sitze ist darauf zu achten, daB 
keine Hilfsbereiche samt Hiillen herangezogen werden, weil wir bei diesen 
Bereichen natiirlich nicht mehr die Schlichtheit der Hiillen voraussetzen 
diirfen. Wir haben bis heute noch kein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium dafiir, da8 die Hiille eines schlichten Bereiches wieder schlicht ist. 

Wir beweisen 

Satz 3. Die Bereiche B,, n = 1, 2, ..., seien im Bereich B, enthalten 
und mégen gegen By, konvergieren. R,, seien schlichte Reqularititsbereiche, 
fiir die 

Bn C Ra C H (Bo) 
zutreffen mége. Dann konvergieren auch die R,,, und es ist 
lim R, = § (Bo). 


Zum Beweise bilden wir den Bereich 8*, der durch folgende Eigenschaften 
definiert ist: 

1. B* enthalt Bo, 

2. jeder Punkt von 8* liegt in fast allen &,, 

3. B* ist der gréBte Bereich dieser Art. 


Wir bezeichnen mit 


D, den Durchschnitt aller R,,» = 1, 2,..., 
D, den Durchschnitt aller R,, n = 2, 3,..., 
usw. 

Diese Bereiche D, sind als Durchschnitte von Regularititsbereichen 
wieder Regularititsbereiche™). Da D, in D,., , enthalten ist, so konvergieren 
die D,, und es ist 

lim D, = B*. 


Nach Satz 2 ist 6* also Regularitiitsbereich. 8* umfaBt ferner Bo, da jeder 
Punkt aus $* in fast allen %, liegt. Also ist § (By) in B* enthalten. Anderer- 








1) Siehe B.-Th. Bericht, S. 74. Wir denken uns einen festen Bezugspunkt in 8, 
fir die Durchschnittsbildungen gewahlt. 





— ean 
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seits gilt B* C H (By), weil jeder Punkt von B* in fast allen R,, und damit, 
wegen R,, C § (Bo) fiir alle n, in § (By) liegt. Also ist B* = § (By). Dann 
ist aber auch 
lim 8, = $ (Bo), 

wie behauptet. 

Aus Satz 3 folgt 

Satz 3a. Die Hiillenfunktion § (B) ist ,,halbseitig stetig’, d. h.: Sind 
die Bereiche B,, Teilbereiche von By und ist lim B, = Bo, so gilt 


lim § (B,,) = § (lim B,) = § (Bp). 


Der Satz 3 ist auch samt dem hier wiedergegebenen Beweis giiltig, wenn 
man keine Voraussetzungen iiber die Schlichtheit der § (,,) macht. Deshalb 
haben wir auch ausdriicklich Satz 3 und Satz 3a getrennt, denn bei der an- 
gegebenen allgemeineren Auffassung des Satzes 3 ist dieser keineswegs aus 
Satz 3a unmittelbar zu folgern. 

Ferner gilt 

Satz 4. Hat der Bereich B, keine Nebenhiille, so ist die Hiillenfunktion 
§ (B) fiir By stetig, d. h. fiir jede Folge von Bereichen B,, mit lim B, = By gilt 


lim § (Bn) = H (Bp). 

Wir sprechen bekanntlich von einer Nebenhiille N (8) eines Bereiches 8, wenn 
der Durchschnitt aller 8 ganz umfassenden Regularitatsbereiche von § (B) verschieden 
ist. Ein Bereich mit Nebenhiille ist z. B. der Bereich {|w|< 1, |z! < | w{}"). Seine 
Nebenhiille ist der Dizylinder {|w|< 1, |z!< 1}. 

Beweis. Sicher haben die § (%,,) die Eigenschaft, daB jeder Punkt P 
aus § (Bo) in fast allen § (%,,) enthalten ist, denn die Bereiche €,,, die als 
Durchschnitte von § (%,) und § (%,,) definiert sind'™), konvergieren nach 
Satz 3 gegen § (Bo). Aber es kann auch keinen gréBeren Bereich als § (Bo) 
mit dieser Eigenschaft geben. Denn zu § (Bo) gibt es eine Folge von Regulari- 
titsbereichen R,, die den abgeschlossenen Regularititsbereich § (By) ganz 
umfassen und die gegen §(B 9) konvergieren. Zu jedem R, gibt es ein ng(v), 
so daB die § (%,,), m > mp, ganz in R, enthalten sind. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

In Satz 4 ist die Voraussetzung von grundlegender Bedeutung, daB By 
keine Nebenhiille hat. Hat im Gegensatz dazu 8, eine Nebenhiille, so braucht 
fiir eine gegen By konvergierende Folge von Bereichen %,, ein Grenzbereich 
lim § (%,,) nicht zu existieren. Als Beispiel sei wieder erwihnt der Bereich 
By: {\w| < |z|, |z| < 1}. By ist mit seiner Hiille identisch. Die Neben- 
hiille N (By) ist {|w| < 1, |z| << 1}. Wir wahlen als Bereiche %,, eine Folge, 


1) Vgl. 3). 
12) Siehe 1). 
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bei der %,, fiir gerades m ganz im Bereich By liegt und fiir ungerades n den Be- 
reich 8, ganz umfaBt. Dann streben die § (B,,) gegen By und die § (B,, , ,) 
gegen den Dizylinder (By). Aber im allgemeinen Falle brauchen nicht 
§ (By) und N (By) die einzigen Grenzbereiche der § (B,,) zu sein. Es kann 
zwischen $ (Bo) und N (By) weitere Regularitatsbereiche geben, die als Grenz- 
bereiche von Teilfolgen der § (%,,) aufzutreten vermégen. Als Beispiel sei 
erwaihnt der Hartogssche Bereich 


Bo: {|w| << |2z-(@ — 4), |z| <1, Jz — 4] < Bh. 


Kritische Punkte dieses Bereichs sind (0, 0) und (0, 4). Die Nebenhiille N (B,) 
weist beide Punkte als innere Punkte auf. Aber es gibt 8, umfassende Re- 
gularitiitsbereiche, die nur je einen der kritischen Punkte als inneren Punkt 
aufweisen und in der Nebenhiille enthalten sind. Wir bekommen solche 
Bereiche, wenn wir -bilden: 


Ci: {hel < el, |e] <1, 2-3 <I, 
Cy: {\w| << ]z— 4], jz] <1, jz — 3| < I. 
Dann sind 
D, = Durchschnitt von €, und RN (By) 
und 


D, = Durchschnitt von €, und N (By) 


solche Bereiche. Als Bereiche $,, wihlen wir das eine Mal die Vereinigungs- 
mengen $8‘ von 8, und den Dizylindern {|w| < e,, |z| < ,}, das andere 
Mal die Vereinigungsmenge 8° von 8, und den Dizylindern {|w| < «¢,, 
|z—4|< e,}, lime, = 0. Nun ziehen wir wieder die bekannte Aussage 
heran: Ist € ein Teilbereich von By, so ist § (E) in § (By) enthalten. Als € 
nehmen wir im ersten Falle die Vereinigungsmenge €, von {|w| < }|z|, 
|z| < }} und {|| < «,,|z| < e,}, im zweiten Falle die Vereinigungsmenge €, 
von {\w| << }{z— 4], |z —4| < }} und {jw| <e,, |z —4|< e,}. Dann 
ist §(€,) der Dizvlinder {\w| < }, |z| < }} und §(€,) der Dizylinder 
{{w| < 4, |z — 4| < }}. Die § (8%) umfassen § (€,) und liegen von einem n 
ab sicher in D,; sie kénnen also keine Teilfolge aufweisen, die gegen § (By) 
oder gegen N (By) konvergiert. Entsprechendes gilt fiir die § (B®), iiberdies 


n 


sind ihre Grenzbereiche verschieden von den Grenzbereichen der § (B“). 


$3. 
Meromorph-konvexe Bereiche. 


Aus den Sitzen des Paragraphen 1 lassen sich noch weitere allgemeine 
Folgerungen ziehen. Wir sind nun in der Lage, die Aquivalenz mehrerer 
Konvexitatsbegriffe im Raum von » komplexen Veranderlichen zu zeigen. 
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Es liegt nahe, bei der Ubertragung des elementargeometrischen Begriffes 
der Konvexitaét in die Funktionentheorie mehrerer komplexer Verinder- 
lichen’) folgende Definition einzufiihren: 

Definition. Der Bereich B heiBt konvex in bezuy auf analytische 
Fliachen, wenn es zu jedem ganz in B liegenden Bereich By einen auch noch 
ganz in B liegenden Bereich BE gibt, so daB durch jeden Punkt P aus B aber 
auBerhalb BE eine analytische Fliche & mit folgenden Eigenschaften léuft: 

1. % besitzt eine Darstellung g (w,z) = 0, g in B meromorph, 

2. & dringt nicht in By ein. 

Man sieht unmittelbar, daB die soeben definierte Konvexitat mit der Mero- 
morphiekonvexitaét aquivalent ist. Denn: Ist 8 meromorph-konvex, so gibt 
es zu jedem ganz im Innern von $ gelegenen Bereich By einen Bereich BF 
mit der in der Definition angegebenen Eigenschaft. Und umgekehrt: Es 
sei 8 konvex in bezug auf analytische Flichen. Zu einem vorgegebenen 
Bereich 8,, (B)(C B), wahlen wir einen seinerseits 8, ganz enthaltenden 
und ganz im Innern von % gelegenen Bereich $,. Zu B, bilden wir wie in 
der vorstehenden Definition den Bereich Bf. Dann gibt es zu jedem Punkt P 
in 8 aber auBerhalb von Sf eine in 8 meromorphe Funktion, die genau 
auf dem durch P laufenden und nicht in %, eindringenden Flachenstiick 


%: g (w, z) = 0, verschwindet. Die Funktion f = ; ist in 8 meromorph, 
im Innern von %, regular, und es gilt, wie fiir die Meromorphiekonvexitat 
gefordert: 

\f (P)| > Max |f (Bo)|. 


Wir wollen nun zeigen, daB die Konvexitaét in bezug auf analytische 
Flichen sogar mit der Regulirkonvexitit aiquivalent ist, es also unter den 
Voraussetzungen der obigen Definition eine durch P gehende analytische 
Hyperflache 

|f (w,z)| = A, f(w,z) in B regular, 
gibt, so daB B, in der Punktmenge |/ (w,z)| < A enthalten ist. Es gilt 

Satz 5. Jeder meromorph-konvexe Bereich ist ein Regularititsbereich. 

Dazu beweisen wir den 

Hilfssatz. Jeder meromorph-konvexe Bereich ® lapt sich von innen 
durch Regularititsbereiche approximieren. 

Zum Beweis zeigen wir, daB es zu jedem ganz im Innern von % gelegenen 
Bereich 8, einen Regularititsbereich R, gibt, der By umfaBt und in B ent- 
halten ist. Nach der Definition der Meromorphiekonvexitét gibt es zu Bo 


18) Vgl. hierzu H. Behnke und E. Peschl, Die Konvexitaét in der Elementar- 
geometrie und in projektiven Raumen, Semesterberichte zur Pflege des Zusammen- 
hangs von Universitat und Schule, Minster, Heft 5 (1934). 
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einen 8, umfassenden Bereich Bf, so daB zu jedem in B und auBerhalb 
von $F gelegenen Punkt P eine in 8 meromorphe Funktion g, existiert, so 
daB |g,(P)| > Max |g, (%,)|. BF habe den Minimalabstand « in bezug 
auf 8. Wir betrachten die abgeschlossene Punktmenge M, deren Abstand 
vom Rande von 8 gleich = ist. Zu jedem Punkt P von M gibt es eine Hypef- 
kugel & (P) und eine in 8 meromorphe Funktion /,, so daB fiir jeden Punkt Q 
aus K(P) gilt: 
\fp(Q)| > 1 > Max |fp (Bo)|. 

Es gibt endlich viele Hyperkugeln &(P,), ..., R(P,), die ganz M iiber- 
decken. Die Punktmenge 


lfp,| <1, poh, ...,%, 
enthalt dann sicher einen Regularititsbereich, der 8, umfabt, ganz in B 


enthalten ist und dessen Berandung lediglich von Stiicken der Hyperflachen 
ifp,| = 1 gebildet wird. 
Aus diesem Hilfssatz und Satz 2 folgt nun Satz 5 unmittelbar und damit, 


daB jeder Bereich, der konvex ist in bezug auf analytische Flaichen, ein 
Regularitatsbereich ist. 


(Eingegangen am 30. 3. 1938.) 
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Finleitung. 

Seit der Aufstellung der Wedderburnschen Struktursitze (1908) gewinnt 
die Theorie der nichtkommutativen gegeniiber der der kommutativen Algebren 
mehr und mehr an Interesse und Umfang. In den folgenden 20 Jahren sitd 
es eigentlich nur drei Ergebnisse, die auch im kommutativen Falle nicht trivial 
werden: einmal die fiir die Theorie der nilpotenten Algebren wesentliche 


*) D7. 
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Arbeit von Hazlett (1916), zum anderen zwei auf Dickson zuriickgehende 
Theoreme iiber Algebren mit Radikal, von denen das erste (Dickson [1], 
1923, 8.91) die dem ersten Wedderburnschen Struktursatz entsprechende 
additive Zerlegung liefert, das zweite (Dickson [2], 1927) eine Aussage iiber 
den Aufbau der Algebra aus Radikal und Radikalrestklassenkérper macht, 
aber erst bei Deuring (1935, I, § 11) von der bei Dickson stillschweigend ge- 
machten Voraussetzung p = 0 befreit wird. Die in den nachsten Jahren 
hauptsichlich durch Artin und Noether (siehe hieriiber das Referat von 
Deuring) einsetzende Behandlung des Algebrenproblems vom Idealbegriff 
her liefert fiir die Theorie der kommutativen Algebren keine sachlich neuen 
Ergebnisse, sondern lediglich eine Verbesserung und Vereinfachung von 
Terminologie und Beweismethodik. Wenn wir von den von allzu speziellen 
Voraussetzungen ausgehenden Arbeiten (z. B. Ghent: A note on nilpotent 
algebras in four units. Bull. Amer. Math. Soc. 1934) absehen, sind es in den 
letzten Jahren nur die Veréffentlichungen von Scorza [2], [3], [4] (1934—1936), 
die einen Beitrag zu unserem Problem liefern. Doch handelt es sich hierbei 
auch nur um die Behandlung einzelner Typen, wodurch keine allgemeinen 
Gesichtspunkte gegeben werden. 

Die vorliegende Arbeit versucht nun, auf den angefiihrten Ergebnissen 
aufbauend, Methoden zu entwickeln, durch die die Struktur gréBerer Klassen 
von kommutativ-assoziativen Algebren mit Haupteinheit vollstandig auf- 
geklirt werden kann. 

Die in Kapitel I zusammengetragenen Untersuchungsgrundlagen sind 
dabei — besonders in den §§ 1 und 2 — in gréBerem Umfange dargestellt, als 
dies fiir die in den beiden anderen Kapiteln durchgefiihrten Untersuchungen 
zweier groBen Algebrenklassen nétig gewesen wire: Spiteren Untersuchungen 
mégen die hier nicht voll ausgewerteten Ergebnisse von Nutzen sein. 


I. Allgemeine Grundlagen. 
§ 1. 


Reduktion des Problems; rein-inseparable Kérpererweiterungen. 


Das Problem lautet: Es sind die méglichen Typen kommutativ-asso- 
ziativer Algebren mit Haupteinheit iiber einen beliebigen Kérper) K anzu- 
geben. Eine erste Reduktion ergibt sich aus idealtheoretischen Satzen (Krull, 
Nr. 8 und 9; van der Waerden [2], §§ 85, 86) oder aber auch aus einem Theorem 
bei Dickson ({1], 8.91) in der folgenden Formulierung: 


1) In die Kérperdefinition wollen, wir fiir unsere Zwecke die Kommutativitaét mit 
aufnehmen. 
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Satz 1. Eine kommutativ-assoziative Algebra mit Haupteinheit lapt sich 
als direkte Summe eindeutig bestimmter primdrer Algebren darstellen. 

Wir kénnen uns daher auf diese primaren Algebren beschrinken, die ja 
dadurch ausgezeichnet sind, daB der Restklassenring nach dem Radikal 
ein Kérper ist. Es sei nun & eine solche primaire Algebra, w ihr Radikal. 
Elemente von & wollen wir mit lateinischen, ihre Restklassen mod w durch 
die entsprechenden deutschen Buchstaben bezeichnen. Den zu K isomorphen 
Kérper, der aus den durch die Elemente von K bestimmten Restklassen 
besteht, nennen wir R. Dann gilt: 

Satz 2. Fiir die Restklassen des gréBten in U/w enthaltenen separablen 
Erweiterungskérpers &' von K gibt es in U ein eindeutig bestimmtes relations- 
treues Repriisentantensystem K', welches Erweiterungskérper von K ist. 

Zum Beweis beachten wir, da8 die in den Restklassen von &’ liegenden 
Elemente von & eine Unteralgebra U* S W iiber K bilden. Da nun 
U*/w = RK’ separabel iiber K ist, gibt es einen Erweiterungskérper K’ von K 
mit U* = K’+w und K’ = §R’ (Deuring, a. a. 0., I, §11). Damit 
ist die Existenz eines relationstreuen Reprisentantensystems bewiesen. 
Sei nun K” ein weiteres, welches wieder Oberkérper von K ist, so folgt aus 
K” = & in Verbindung mit K’ ~ &’ ein Isomorphismus K’ = K” bez. K, 
der dem Element a’ ¢ K’ ein Element a” = a’ + w(wé€w) aus K” zu- 
ordnet. Es sei f(z) das irreduzible Polynom iiber K mit f(a’) = 0. Aus 
Isomorphiegriinden folgt f(a”) = 0. Andererseits ergibt sich 


f(a”) = f(a’) + wf (a’) + Glieder mit héheren Potenzen von w 
=f(@)+u-A mit Az=f (a’)modw, 


also w- A =0.. Da zufolge der Separabilitét von K’/K /' (a’) + 0 gilt, 
liegt A nicht im Radikal und ist daher kein Nullteiler. Es ergibt sich also 
w= 0, d.h. a’ =a”: K’' und K” sind identisch, w. z. b. w. 

Es ist nun & auch Algebra iiber K’, und es liegt die Frage nahe, ob es 
nicht geniigt, bei vorgegebenem Typus von &/w die Algebren iiber K’ zu 
betrachten. Nennen wir eine Algebra &*/K’ zu U/K’ konjugiert iiber K, 
wenn durch Anwendung eines Automorphismus von K’/K auf eine Multi- 
plikationstafel von U/K’ eine Multiplikationstafel von U*/K’ entsteht, 
so folgt ohne weiteres aus der eindeutigen Bestimmtheit von K’ innerhalb U 
der 

Satz 3. Man erhilt alle primaren Algebrentypen U tiber gegebenem K, 
wenn man zu jedem separablen Erweiterungstypus K'/K alle primdren Algebren- 
typen U/K’ bestimmt, fiir die der Radikalrestklassenkérper rein-inseparabel tiber 
K’ ist. Dabei liefern zwei Typen U/K’ dann und nur dann denselben Typus 
U/K, wenn sie tiber K konjugiert sind. 
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Danach sind wir berechtigt, uns auf den Fall zu beschranken, wo U/w 
rein-inseparabel iiber R ist. Es handelt sich fiir uns nun darum, eine fiir die 
spiiteren Untersuchungen brauchbare Theorie der rein-inseparablen Erweite- 
rungen eines beliebigen Kérpers K der Charakteristik p zu entwickeln. Eine 
wichtige Invariante ist dabei der /nseparabilitdtsrang A der Erweiterung; 
darunter wollen wir die Minimalzah] von Elementen verstehen, die man zu K 
adjungieren mub, um die Erweiterung zu erzeugen. Es interessiert uns ferner 
die konstruktive Erzeugung einer solchen Darstellung durch genau 4 ad- 
jungierte Elemente. Eine erste Antwort darauf gibt der 


Satz 4. Jede rein-inseparable Erweiterung L/K vom Inseparabilitats- 
rang A laBt eine Darstellung 


L = K (a,, .. ., @,) 
mit den Eigenschajften 


I. at = a,€ K (af,..., afi,), (9; = p%), 


Il. x — a, wreduzibel in K (a,,..., a;_ 4) [2], 


zu. Die hierbei auftretenden Exponenten e, sind invariant durch den Er- 
weiterungstypus L/K bestimmt. 


Zum Beweis zeigen wir zunichst, daB in einer solchen ausgezeichneten 
Darstellung, wie wir sie in Zukunft nennen wollen, immer e; der Exponent 
von L/K (a,,..., @;—)*) ist; denn zufolge I und III liegt die q,-te Potenz 
jedes Elementes von L in K (a,,...,@;-,), und nach II liegt keine Potenz 
von a; mit kleinerem Exponenten in K (a, ...,4,;_,). Diese eben bewiesene 
Tatsache legt uns zum Zwecke des Existenzbeweises folgende Konstruktion 
nahe: Es sei Z in der Form K (a,, . . ., a,) vorgegeben. Wir kénnen dann die a 
so numerieren, daB a, bzw. K (a,,...,a;_,) keinen kleineren Exponenten 
besitzt als die a,,,,...,4,, so daB also dieser Exponent e, von a; bez. 
K (a,,...,4;~-,) auch Exponent von L/K (a,,...,a;_,) ist. Es gilt nun 
.2e, und da aus e,= 0 a, € K (a,,...,4,_;), dh. 


‘4 4 


IV 


€1 

L = K (a,,...,4,_) folgte, was der Definition von A widerspricht, ist die 

Eigenschaft III fiir unsere Darstellung bewiesen. Auch Eigenschaft II ist 

nach Definition von e, erfiillt. Es ist also nur noch die Giiltigkeit von I nach- 

zuweisen. Diesen Nachweis liefern wir, indem wir fiir 1 = k S i — 1 aus 
alice K(a,,..., 4,4 ,,---,@/#) 

die Beziehung 


‘ m , q. qd. 
alice K(a,, +o0p @_ 1 Gf, 0+, Git) 


2) Zur Definition dieses Begriffes: van der Waerden [1], § 32. 
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herleiten. Zur Abkiirzung setzen wir h = i — k — 1, a = @ 
i 


(i = 0, ..., 4) und K (a,,...,@,_,) = K. Offenbar gibt es eine Darstellung 


q. 1.9,” q,™ a 
ata FF Ai, m,,...,m, % O45 ps: oa, S68, 
1Sl<q, 
osm, <q 
und daraus folgt: 
q q,™ q,m™ 
a’k — eq _ «™o i™n 
; — a Fiat’, F, — Pe Gy He + mg 943 mp om, 2 o++G iy . 
1>Se<4, Sm, <4 


Da sowohl a/t wie F4 in K liegen, ist F, = 0 fiir e > 0. Unsere zu be- 
weisende Behauptung ist nun gleichwertig mit dem Verschwinden samtlicher 
Ae + maj, m,,....m, fiir e>0. Waren im Gegenteil fiir ein e >0 nicht 
alle A gleich Null, so giibe es ein nichtnegatives gréBtes s so, daB ein nicht- 
verschwindendes A mit m, > vorkommt. Aus F, = 0 wiirde dann folgen, 
daB aft, iiber K (af, ..., af, ,) = K einen Grad <q hat. Da 


i 
+8 


a,‘ , itiber K rein-inseparabel ist, gabe es also eine p-Potenz g < q“ mit 
(aft, aD €K, was wegen 4:9 < qx, der Bedeutung von 4,,, widerspricht. 
Damit ist jetzt auch die Existenz einer ausgezeichneten Darstellung bewiesen. 
Die Invarianz der e; werden wir im nichsten Paragraphen (Satz 6) mit Hilfe 
von Begriffsbildungen aus der Theorie der nilpotenten Algebren zeigen. 

Ist eine beliebige endliche algebraische Erweiterung L/K gegeben und K’ 
der gréBte separable in L enthaltene Oberkérper von K, so wollen wir unter 
dem Inseparabilitdtsrang und den Exponenten von L/K die eben definierten 
Invarianten A und e, von L/K’ verstehen. Exponenten und Inseparabilitits- 
rang einer primaren Algebra definieren wir dann als diese Begriffe fiir der 
Radikalrestklassenkérper. 

Interessant und, wie wir sehen werden, fiir die Konstruktion der rein- 
inseparablen Erweiterungen notwendig ist nun noch die Betrachtung des 
Zusammenhanges unserer ausgezeichneten Darstellung mit dem von Teich- 
miiller ({1], §3) naher untersuchten Begriff der p-Unabhingigkeit. Wir 
beweisen zuerst den 

Hilfssatz. Ist a in K von den Elementen der Menge M p-unabhiingig, 
so ist in K (a” *) auch a” ° von M p-unabhiingig, und zwei Elemente von M 
sind dann und nur dann in K (a” *) p-abhingig, wenn sie es schon in K sind. 

Es geniigt, den Satz fiir e = 1 zu beweisen, da er fiir allgemeines e daraus 
durch wiederholte Anwendung entsteht. Es sei also L = K(a”'). Wiire 


nun a” ' in L von M p-abhangig, so folgte: 
a®* ¢ L?(M) = K? (a, M) < K, 


Mathematische Annalen. 116. 
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d. h. a wire in K schon abhangig von der Nullmenge. Mit b,c aus M folgt 
trivialerweise aus c€ K” (b) die Beziehung c € L” (b), und aus c € L?(b) = K® (a, b) 
ergibt sich, da a von b und c p-unabhingig ist, die p-Abhangigkeit des Elementes 
e von 6 in K, womit alle Behauptungen bewiesen sind. 

Den gesuchten Zusammenhang stellt nun im wesentlichen der folgende 
Satz her: 

Satz 5. In Satz 4 kann die Forderung II ersetzt werden durch II’: «, ist 
in K (a%, aah a’) von den ati, = ie an p-unabhangig. 


Aus II folgt II’; denn sei II’ nicht richtig, also a, € K? (a%, en a% ), 


so folgt wegen p/q, daraus ap" € K (a,,...,@;_,). Das bedeutet aber gerade 
die Reduzibilitét von 2% — a, in K (a,,...,a;_,)[z]. Umgekehrt folgt 
aus IT’ nach unserem Hilfssatz, daB a, in K (a,,...,a@;_,) von den a, ..., @_ 
p-unabhiangig ist, also nicht in K? (a,,...,a;_,) und erst recht nicht in 
K? (a?,...,a?_,) liegt. a?” * liegt also nicht in K (a,,...,a;_,): 1% — a, 
ist irreduzibel, w. z. b. w. 

Wir haben eben schon eine wichtige Folgerung aus II’ abgeleitet: 
a, ist in K (a,,...,a;_,) p-unabhangig von den a,,...,a;_,. Durch voll- 
stindige Induktion zeigen wir damit: In K (a,,...,a,) sind die a,,..., a; 
p-unabhangig. Denn fiir 1 = 1 ist die Behauptung trivialerweise richtig. 
Gilt sie fiir 7—1, so sind also in K (a,,...,a;_,) die a,,..., @_ 4, %, 
p-unabhangig. Nach unserem Hilfssatz folgt daraus die zu beweisende 
Behauptung fiir 1. Damit haben wir gezeigt, daB in L die a,,..., a, p-un- 
abhangig sind, daB also L einen Unvollkommenheitsgrad*) => A hat. Nun 
ergibt sich leicht aus unserem Hilfssatz, da8 der Unvollkommenheitsgrad 
eines K6érpers bei endlicher rein-inseparabler Erweiterung unverindert bleibt. 
Es hat also auch K einen Unvollkommenheitsgrad => 4. Das fiihrt uns zur 
Formulierung von 


Satz 6. Notwendig und hinreichend dafiir, daB es iiber dem Kérper K 
vom Unvollkommenheitsgrad A eine rein-inseparable Erweiterung mit den 
Exponenten e,,...,¢, gibt, ist die Bedingung ASA. 

Die Notwendigkeit der Bedingung haben wir bereits eingesehen. DaB 
die Bedingung hinreicht, zeigen wir, indem wir eine Konstruktionsanweisung 
geben, die nach dem bisher Festgestellten alle Erweiterungen mit den vor- 
gegebenen Exponenten ¢,,...,¢, liefert: Zuerst wird a, als Element aus- 
gewahlt, das nicht in K® liegt. Sind die «,,...,a,;_, (tS A) bestimmt, so 
bestimmen wir «, so: K (a*,..., a; ,) hat als Erweiterung von K den Un- 
vollkommenheitsgrad A >. Daher gibt es darin ein von den a”, .. ., a; 


==Z 


5) Zu diesem Begriff siehe Teichmiiller [1], § 3. 
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p-unabhiangiges Element «,. Da diese Konstruktionsanweisung wirklich 
das Behauptete leistet, ist auf Grund des Gesagten klar. 

Zu einer vorgegebenen rein-inseparablen Erweiterung gibt es nun im 
allgemeinen mehrere ausgezeichnete Darstellungen im Sinne von Satz 4. 
Bei vielen Untersuchungen in den folgenden Paragraphen wird es nicht 
méglich sein, die Ergebnisse invariant gegeniiber dieser Willkiirlichkeit in 
der Auswahl der ausgezeichneten Darstellungen zu formulieren. Es ist daher 
interessant festzustellen, daB diese Willkiir an eine andere Stelle zuriick- 
verlegt werden kann: Wir nehmen den Kérper K in irgendeiner beliebigen 
aber ein fiir allemal beibehaltenen Weise als wohlgeordnet an. In einer ge- 
gebenen Erweiterung L/K mit den Exponenten ¢,,...,¢, erzeugen wir eine 
Wohlordnung, indem wir die Elemente von L wie ihre ihnen eineindeutig zu- 
geordneten, in K liegenden q,-ten Potenzen anordnen. Wahlen wir dann 
sukzessive a,(¢ = 1,...,4) als das erste Element aus, welches bez. 
K (a,,...,@;.,) den Exponenten e; hat, so iiberzeugt man sich leicht, daB 
L = K (a,,..., 4) gilt. Die so gewonnene, bei Vorgabe einer Wohlordnung 
von K eindeutig bestimmte ausgezeichnete Darstellung von L/K nennen 
wir Normaldarstellung. Ein Nachteil dieser Normaldarstellung liegt darin, 
da8 es nicht méglich ist, in einfacher Weise eine Konstruktionsvorschrift fiir 
die Normaldarstellungen simtlicher endlichen rein-inseparablen Erweiterungen 
von K anzugeben, wie das fiir die ausgezeichneten Darstellungen ja im Beweis 
von Satz 6 geschehen ist. 


§ 2. 
Allgemeines iiber nilpotente Algebren. 
Wir fiihren in einer beliebigen Algebra die Potenzierung eines Moduls A 

rekursiv durch die Formel 

m—1 
(2. 1) Ai=A, A®= = A A™ 

i=1 
ein. Ist die Algebra assoziativ, so geht (2.1) in die bekannte Form 
A” = A™-'A iiber, waihrend im allgemeinen nur 


(2. 2) A™-14 = A™ 
gilt. Eine Algebra U, fiir die statt (2. 2) die scharfere Relation 
(2. 3) q*-q — A 


gilt, wollen wir halbassoziativ nennen. Speziell ist also jede assoziative Algebra 
halbassoziativ. 


Eine Algebra w (von der wir vorlaiufig weder Kommutativitaét noch 
Assoziativitat voraussetzen) iiber den beliebigen Grundkérper K heiBt nach 


15* 
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Wedderburn (a. a.O., 8.111) nilpotent vom Index r, wenn w’-! > w’ = 0 
gilt. Sei », der Rang von w‘ mod w'*? (¢ = 1,...,r—1). Dann wollen 
wir das (r — 1)-tupel (m,,...,,_,) als Geschlecht*) der Algebra einfiihren. 


r—1 
Mit n = Jn, gilt nach Frobenius (a. a. O., 8. 640) die Abschatzung 


i=1 
(2. 4) rsn+l. 
Wir setzen aus formalen Griinden noch m, = 0 und verstehen unter (k) fiir 
ein ganzes k der Reihe 1, ..., » diejenige Zahl 1, fiir die 
Mt... +m, kSngt+... +H, 
gilt. Man sieht sofort die Existenz einer Basis w,, ..., w, fiir w ein, die so 
beschaffen ist, daB die w, mit (k) =i eine Basis fiir w‘ bilden. Nach 
Hazlett, die (a. a.O., §3) die Existenz einer solchen Basis mit Hilfe eines 
Theorems von Wedderburn beweist, bezeichnen wir eine solche Basisdarstellung 
als kanonische Form von w. Wir behaupten nun den 
Satz 1. Notwendig und hinreichend dafiir, daB das System 
a\, (i, k,l =1,...,) von Elementen aus einem Kérper K die Multiplikations- 
tafel der kanonischen Form einer beliebigen bzw. halbassoziativen nilpotenten 
r—1 
Algebra iiber K vom Geschlecht (n,,..., 1,1) mit n = XY n, darstellt, sind die 
Bedingungen si 
La,=0 fir ()+() >, 
II. Die mit (i,k) als Zeilen- und | als Spaltenindexr gebildete Matriz 


Ay, = (ai) O=m, +H=m 
bzw. thre Untermatriz 
A, = (ai) =m; @=m—1, &)=1 
hat den Rang n,,(m = 1,...,7 — 1). 
Bedingung I muB trivialerweise bei kanonischer Darstellung erfiillt sein. 
Die Notwendigkeit von II ergibt sich unter Beachtung von (2. 1) bzw. (2. 3) 
aus der Tatsache, daB in der kanonischen Form die w, mit (l) = m eine 
Basis von w™ bilden. Seien nun die Bedingungen I, II erfiillt. Wir betrachten 
die durch w,w, =~ a',w, definierte Algebra w = Kw,+...+ Kw,. 
=1 
Offenbar stellt wegen I der durch die w, mit (l) 2 m erzeugte Modul eine 
Unteralgebra w,, von w dar, fiir die w” S w,, gilt. Aus Bedingung II 
=> @ 


schlieBen wir, daB mod w,,,, jedes Element von w,, in 2 w,W,,; liegt, 
=1 





*) Hazlett (a. a.O., $6) bezeichnet (r; n,, ..., ™,_,) als genus. 
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m—1 


und mit der aus I folgenden Beziehung J w,w,,_; < w,, erhalten wir 
i=1 


daraus: 
. m—i1 
(2. 5) Wm = LW; Wm_¢ + Woy: 


i=1 
Wir beweisen nun durch vollstiindige Induktion die Formel w,, = w"+ w,,, ;. 
Fiir m = 1 ist sie trivialerweise richtig. Sie sei bis m — 1 bewiesen. Nach 
(2. 5) ist dann 
m--1 
Wy», =< (w' + Wj +1) (w”"~! 7 Win—i4+1) + Wm+t 


und wegen w' S w,; und w,w,,_-;.; S W,,,, folgt daraus 


Wyn “a ‘wi "i + Wyo) = WwW" + Wa, W-Z.b.w. 
i=1 
Durch sukzessive Anwendung dieser Formel erhalten wir schlieBlich wegen 
w, = 0 als Ergebnis w,, = w™, womit gezeigt ist, daB w nilpotent vorn 
Geschlecht (n,,...,°%,_) ist. Setzen wir voraus, da® auch A, den Rang »,, 
hat, so erhalten wir auf dieselbe Art wie (2.5) noch die Beziehung 
Wm = Wy ,W + W,,,,, also w”" = w”-'w+ w"*!, und daraus durch 
sukzessive Anwendung wegen w’ = 0 schlieBlich w” = w”-!w, womit wir 
bewiesen haben, daB in diesem Falle w halbassoziativ ist. 

Ehe wir zu spezielleren Typen nilpotenter Algebren iibergehen, fiihren 
wir noch eine neue Bezeichnung ein: Die Rangzahl n, nennen wir den Defekt*) 
von w und bezeichnen sie mit 4. 

Gibt es fiir die Algebra w eine spezielle kanonische Form mit a!, = 0 
fiir (¢) + (k) = (I), so soll w Diagonalalgebra heiBen, und wir wollen unter 
einer kanonischen Form von w stets eine der eben beschriebenen speziellen 
Art verstehen. Man sieht leicht ein, da8 unsere spezielle kanonische Form 
dasselbe ist, was Hazlett (a. a. O., § 8) ,,special‘‘ canonical form nennt. Die 
von uns gewahlte Bezeichnung ,,Diagonalalgebra‘‘ wird verstindlich durch 
den einem Theorem von Hazlett (a. a.O., §8) zu entnehmenden 

Hilfssatz. Zwei kanonische Formen einer Diagonalalgebra gehen stets 
durch eine Basistransformation mit einer der Bedingung 


a,,=0 fiir (t) + (k) 
gentigenden Matrix auseinander hervor. 
Wir bemerken noch, daB die Algebren mit r S 3 assoziative Diagonal- 
algebren sind, weil namlich in der kanonischen Form trivialerweise a}, = 0 


fiir (¢) + (k) + (l) ist, und das Produkt von drei Elementen stets verschwindet. 
Die Diagonalalgebren sind deshalb von besonderer Wichtigkeit, weil es bei 


5) Bei Scorza [2] findet sich die Bezeichnung ,,scarto*‘. 
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ihnen leicht gelingt, das Strukturproblem auf bekannte algebraische Probleme 
zuriickzufiihren. So gilt nach Hazlett (a. a.O., § 16) der 

Satz 2. Fiir die Diagonalalgebren mit der Multiplikationstafel a}, wnd 
dem Geschlecht (n,,...,”,_,) wird ein vollstindiges Isomorphieinvarianten- 
system gegeben durch die Invarianten der linearen Tensorenscharen 


Ay Tin, cost tess tang Tint, (= 2,....°—1), 


wo 
k) bee he gts k 
Tin etn. p 4 hd Oe i 
a 
(t,,...,% = 1,..., 6) eim in bezug auf die Transformation der w,,..., w, 


m-fach kovarianter Tensor ist. 

Da die Formulierung unseres Satzes etwas von der bei Hazlett abweicht, 
wollen wir den Beweis kurz skizzieren. Nach unserem oben erwahnten Hilfs- 
satz kénnen wir uns beim Aufsuchen von Invarianten auf die Gruppe derjenigen 
Basistransformationen beschrinken, die die w, mit (l) = m nur unter sich 
transformieren. Wir bilden _ Ausdruck 


J ’ 
(2. 6) I s aw, = = ™ £ %%...0%--& 
k=1 


k=1i=1 ip: -+ ty =1 


worin zur Abkiirzung die w, mit (/) = m durch W, (k = 1,..., »,,) bezeichnet 
worden sind. Dieser Ausdruck ist nun auf Grund seiner Bedeutung isomorphie- 
invariant, sobald die x‘ kontragredient zu den w,,..., wy transformiert 


werden. Das aber ergibt gerade die Invarianz der in Satz 2 aufgestellten 
Tensorenscharen. Umgekehrt ergibt sich aus der Gleichheit der Tensoren- 
scharen zweier Algebren die Gleichheit der entsprechenden Ausdriicke (2. 6). 
Da nun aber die Multiplikationstafel einer Algebra in kanonischer Form vdllig 
durch die Angabe des Produktes von m allgemeinen Elementen des Moduls 
Kw,+...+ Kw, (m =2,...,r—1) bestimmt ist, ist damit auch die 
Isomorphie der vorgelegten Algebren gezeigt, w. z. b. w. 

Hazlett bildet (a. a. O., § 11) statt der Ausdriicke (2. 6) die m-te Potenz 
des allgemeinen Elementes des Moduls Kw, +... + Kw, und kommt so 
auf eine Form m-ten Grades (the fundamental m-ic). Da sie stillschweigend 
den Grundkérper als Kérper der Charakteristik 0 annimmt, kommt sie mit 
diesen Formen aus, da man ja — sdbald nur die Charakteristik > m oder 
= 0 ist — ein Produkt von mElementen bis auf einen Zahlenfaktor stets 
als algebraische Summe m-ter Potenzen von algebraischen Summen der 
m Elemente darstellen kann. Da wir aber hier keine Einschrinkung bez. des 
Grundkérpers machen wollen, kénnen wir diesen Weg (der im allgemeinen 
abgesehen von p = 0 nur fiir p =r gangbar ist) nicht gehen und sehen 
dann in dem Begriff des Tensors (als Verallgemeinerung des heats a te 
das naturgemaBe Beschreibungsmittel. 
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Bei den kommutativ-assoziativen Algebren kénnen wir die kanonische 
Form noch weitgehend spezialisieren: 

Satz 3. Zu einer kommutativ-assoziativen nilpotenten Algebra gibt es 
eine ausgezeichnete kanonische Form, in der sdimtliche Basiselemente Potenz- 
produkte der w,,..., wy sind, Genauer: die w, mit (i) = m sind Potenzprodukte 
m-ten Grades. 

Den Beweis fiihren wir durch vollstandige Induktion nach m. Fiir m = 1 
ist die Behauptung trivial. Die Basis sei nun bereits so gewahit, daB die Be- 
hauptung fiir die w, mit (i) < m richtig ist. Speziell sind also die w, mit 
(i) = m — 1, die wir fiir den Augenblick mit W,,..., Wi, bezeichnen, 
Potenzprodukte (m -- 1)-ten Grades. Die Elemente von w”-! sind nun 
mod w” von den W, linear abhangig, und da die Elemente von w mod w? 
linear von den ,, .. ., wy abhangen, hangen die Elemente von w™ mod w”*! 
linear von den W,w, (i = 1,...,”, 1; k =1,..., 6) ab, die nun Potenz- 
produkte m-ten Grades sind. Wir brauchen unter diesen also nur »,, linear 
unabhingige auszuwahlen und als Basiselemente w,; mit (1) = m einzusetzen, 
um die behauptete Spezialisierung auch fiir (¢) = m durchgefiihrt zu haben, 
w. z. b. w. 

Da die Anzahl der Potenzprodukte i-ten Grades gleich der Anzahl der 
Kombinationen mit Wiederholung von 6 Elementen zur i-ten Klasse ist, 
erhalten wir aus dieser spezialisierten Basisdarstellung die von Scorza [2] ge- 
fundene Ungleichung 


an net's) 


fiir kommutativ-assoziative Algebren. Diese Ungleichung liefert bei vor- 
gegebenem Defekt 6 wirklich die giinstigste Abschitzung fiir n,;: Es existiert 
nimlich die von Scorza [3] untersuchte ,,Algebra von maximalem Rang“ 

6+i—1), 

baked 
Die Betrachtungen von Satz 3 fiihren uns nun zu einer neuen Art der 
Beschreibung bei den kommutativ-assoziativen Algebren. Offenbar existieren 
zwischen den Potenzprodukten m-ten Grades der w,,..., wy genau 


6 -1 ; ; 
Nm =( 1 ) —,.,(m = 2,...,7—1) linear unabhingige Relationen, die 


mit n; =( 


sich als homogene Gleichungen m-ten Grades in den w, schreiben lassen: 


fn (Wy, oo 09) = res om (wy, . . +) Wy) = 0. 
Umgekehrt ist durch Angabe der auf den linken Seiten dieser Gleichungen 
stehenden Formen m-ten Grades die Multiplikationstafel der Algebra eindeutig 


bestimmt. Diese Formen bezeichnen wir als Fundamentalformen m-ten 
Grades der Algebra. Es gilt der 
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_ Satz 4. FPiir die kommutativ-assoziativen Diagonalalgebren bilden die 
Invarianten der aus den Fundamentalformen m-ten Grades gebildeten linearen 
Scharen 


dfn +...+ ds, fa” (m = 2,...,2 —1) 
ein vollstdindiges Isomorphieinvgriantensystem. 


Der Beweis ist auf Grund der Definition der Fundamentalformen und des 
obenerwihnten Hilfssatzes iiber Diagonalaigebren selbstverstindlich. Als 
interessante Anwendung von Satz 2 und 4 beachten wir noch, da sich in den 
Fallen p = Ound p =} r(pdie Charakteristik des Grundkérpers) das Struktur- 
problem sowohl der Algebren vom Geschlecht (6, mg, . . .,m,_,) wie der vom 
Geschlecht (6, m%,..., %-.,), Wwelches wir als das zum _ Geschlecht 
(4, mg, ...,%-—) komplementire bezeichnen wollen, auf ein und dasselbe 
algebraische Problem zuriickfiihren laBt, nimlich auf die Bestimmung der 


jo» (m seal 2, 


Invarianten von r — 2 linearen Scharen A, /,, +...+ 4a, fh 
...,% — 1), wo die /* Formen m-ten Grades in 6 Veriinderlichen sind. Fiir 
die Algebren vom Geschlecht (6, mg, ...,,_,) sind dabei die Koeffizienten- 
systeme der /“) die Tensoren m-ter Stufe von Satz 2 (die ja in den Fiillen 
p =0 und p=r durch Formen m-ten Grades ersetzt werden kénnen), 
fiir die Algebren vom Geschlecht (4, %,...,%,_,) dagegen stellen /“ nach 
Satz 4 die Fundamentalformen m-ten Grades dar. 

Neben dem Index r betrachten wir noch den Elementindex 7, der dadurch 
definiert ist, daB fiir jedes w € w w = 0 gilt, esaberein wy € w mit wr? + 0 
gibt. Frobenius (a. a.O., 8.640) bemerkte bereits, daB fiir die Algebren 
iiber Zahlkérpern immer r = 7 ist. Wir beweisen hier allgemein den 

Satz 5. In einer kommutativ-assoziativen Algebra vom Index r iiber 
einen Kérper K von Charakteristik 0 oder Primzahlcharakteristik p => r ist 
immer der Elementindexr r = r. 


Angenommen, es sei r << r. Dann ist (2 2,w,)’~! = 0 fiir alle x, aus K. 
i=1 
Wir erhalten also, wenn wir 


(r—1)!  ¢ é Me (k) 
——w!...w™= J w,A;y.., j 
ee a ee n Fa a . 


setzen: Die Formen (r — 1)-ten Grades 


(k) i in ome 

7 et te (k = 1,...,m) 
verschwinden in K identisch. Nach Voraussetzung hat nun K mindestens 
r Elemente, weshalb wir Aj? |, = 0 erhalten. Da in den Polynomial- 


koeffizienten wo nur Primzahlen < r aufgehen, sind diese nicht 
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durch die Charakteristik p teilbar; es folgt also wi... w'"=0 fir 
i, +...+%, = 17 — 1, was aber der Definition von r widerspricht. 

Fiir r } 3 fiihren wir noch den reduzierten Defekt 5, ein, und zwar als 
Rang von w mod (n:w’-*), wo n das Nullideal bedeutet. Wegen 
w>n:w'-? > w? ist 0 <6, 6. Um den Anschlu8 unserer Be- 
zeichnungsweise an idealtheoretische Festsetzungen zu gewinnen, betrachten 
wir den Fall, wo w Radikal — also Primideal — einer primiren Algebra Y 
ist. Dann ist n: w’-* das Glied [,_, in der bei Grébner (a. a. 0., 8. 200) 
betrachteten Kompositionsreihe lp, . . ., |, und 4) nach der dortigen Terminologie 
die Linge der (r — 2)-ten Stufe. Besondere Wichtigkeit kommt dem redu- 
zietten Defekt fiir r = 3 zu, da dann ja n: w’-* = n: w genau die Elemente 
enthalt, die die Algebra w annullieren. 

Zum SchluB des Paragraphen betrachten wir noch eine Anwendung 
unserer Begriffsbildungen auf folgendes Problem: Gegeben eine rein-inse- 
parable Erweiterung L eines Kérpers K der Charakteristik p. K wird zu einem 
Zerfallungskérper M von L/K erweitert, d. h. in M [2] zerfallt jedes irreduzible 
Polynom aus K [z], das in L eine Nullstelle besitzt, vollstindig in Linear- 
faktoren, was wegen der Normalitét von L/K dasselbe bedeutet wie die 
Forderung: M/K ist dem Typus nach Erweiterungskérper von LZ. Dadurch 
entsteht aus L/K eine Algebra Ly, iiber M, nach deren Struktur nun gefragt 
wird. Diese Frage beantwortet 

Satz 6. Ist M Zerféillungskérper der rein-inseparablen Erweiterung L/K 
der Charakteristik p mit den Exponenten e,, ..., €,, 80 ist Ly/M eine primére 
Algebra, deren Radikalrestklassenkérper mit M zusammenfillt. Zwischen 
dem Geschlecht (6, 2, . . ., %—,) thres Radikals und den Exponenten ey, . . ., €; 
besteht ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang. Insbesondere ist 56 = A, 

a 


r = J (p** —1)+1 wnd der Elementindex + = p". 
i=1 


Zum Beweis betrachten wir eine nach §1, Satz 4 vorhandene ausge- 
zeichnete Darstellung L = K (a,,...,@,). In M existiert nun nach Voraus- 
setzung die g,-te Wurzel £; aus dem in K liegenden Element a/'. Da die 
a) ...a? (0S i,< qx) eine Basis fiir Ly,/M bilden, gilt dasselbe auch 
fiir die mit den w, = a, — B, gebildeten Produkte wi...w? (0S i, < 4). 


Wegen w' = 0 bilden die w-Produkte mit ~ i, = 1 eine Basis fiir das 
=1 


Radikal w von Ly. Der Rang von Ly/w ist daher = 1, woraus Ly/w = M 
folgt; Ly ist also primar. Da w%'—* als Basiselement von Null verschieden ist, 
folgt wie behauptet 7 = q,. Aus a¥ € K (a%,...,af{,) ergeben sich 
nun Relationen wii = F, (wi, ..-., wi,), wo F,(,,.--, 2-1) ein Polynom 


aus M [z,,..., 2;-;] ist, welches in x, héchstens den Grad : — 1 besitzt, 
‘ 
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und dessen konstantes Glied wegen w!' = 0 verschwindet. Mit Hilfe dieser 
Beziehungen ergibt sich leicht, daB ein Produkt aus i Elementen des Radikals 
eine Linearkombination nur der Potenzprodukte der w, mit i, =} i ist, 
diese Potenzprodutkte also eine Basis fiir w' bilden. w* mit oe = Y(g, — 1) + 1 
ist also die erste Radikalpotenz mit verschwindendem Rang. d.h. r = 0. 
Die Rangzahl », ist offenbar die Anzahl der ganzzahligen Lésungen der 
Beziehungen 

Limi, O54<e 

k=1 
Fiihren wir daher die Funktionen /f;(z, y) fiir natiirliche Zahlen z und y 
durch die Rekursion 

— y—-2—i 


L(s.9) = (7595 ), huey =hayw- & f(z —1, z) 
(¢ = 0,...,7—1) ; 


ein, so gilt, wenn fiir die q, die Beziehungen 


qi =. =U OU = +s Hae oh _,~=---=h 


statthaben. fiir die ,: 


m=fxsi(4i) fir Gg, Si<g, 


n; = i (A, i) fiir l = i <= I, 


» = ,(4.i) fir gq Si<r. 
Aus diesen Beziehungen erkennt man, daB durch die »,; auch umgekehrt 
die qg, und damit die e,; eindeutig bestimmt sind, w. z. b. w. 

Mit diesem Satze haben wir auch den noch ausstehenden Nachtrag 
zu §1, Satz 4 geliefert: Da die e,; durch das Geschlecht des Radikals der 
invariant bestimmten Algebra L,,/M eindeutig festgelegt sind, sind sie selbst 
Invarianten von L K. 


§ 3. 
Aufbau der Algebra aus Radikal und Radikalrestklassenkoérper. 


Unsere kommutativ-assoziative Algebra &/K sei entsprechend den 
Satzen | bis 3 von §1 reduziert, d.h. primar mit iiber R (~ K) rein-inse- 
parablem Radikalrestklassenkérper &/w vom Inseparabilititsrang A. Die 
Exponenten von W seien ¢,, .. ., e,, und zur Abkiirzung werde wieder (mit p 
als Charakteristik von K) p*: = q, gesetzt. Es gilt nun der 

Satz 1. Im Falle 4 = 0 ist U bis auf Isomorphie eindeutig durch den 
Typus des Radikals bestimmt, das als beliebige (kommutativ-assoziative) nil- 
potente Algebra vorgegeben werden kann. 








Strukturtheorie der kommutativ-assoziativen Algebren. 231 


Ist nimlich w = Kw, +... + Kw, eine beliebige kommutativ-asso- 
ziative nilpotente Algebra, so ist U = K + Kw, +... + Kw, eine primire 
Algebra mit & als Radikalrestklassenkérper (also A = 9) und w als Radikal. 
Sei nun &’ eine andere primaire Algebra iiber K mit A = 0 und dem Radikal 
w' ~ w. Da aus A= 0 Y'/w’ = R, d.h. Rang des Radikalrestklassen- 
kérpers = 1, folgt, bildet 1, w},..., w/,, wo w, das dem w, durch den Iso- 
morphismus w’ ~ w zugeordnete Element ist, eine Basis fiir U’/K, und 
durch 1<—~1, w, ++ w, wird ein Isomorphismus &’ ~ Y hergestellt, 
w. z. b. w. 


Fiir den Fall 4 = 0, durch den speziell alle Algebren iiber vollkommenen 
K6érpern erfaBt werden, ist also unser Strukturproblem zuriickgefiihrt auf 
das Strukturproblem der nilpotenten Algebren. Fiir 4 > 0 liegt die Sache 
nicht so einfach: Wir wissen (Deuring, a. a. O., I, § 11), daB es im allgemeinen 
in & kein relationstreues Reprisentantensystem fiir U/w gibt, welches Ober- 
kérper von K ist. Man kann nun aber, indem man die Elemente einer Basis 
von U/w iiber K irgendwie reprisentiert, stets additionstreue Reprisentanten- 
systeme angeben, die dazu noch die Eigenschaft haben, daB die Restklassen 
der Elemente von K durch eben diese Elemente selbst repriisentiert werden. 
Unter ,,Repriisentantensystem‘ wollen wir in der Folge stets nur ein System 
mit diesen Eigenschaften verstehen, was uns speziell auch dazu berechtigt. 
der Kinfachheit halber die Elemente von R mit den entsprechenden Elementen 
von K zu identifizieren. Die Willkiirlichkeit in der Wahl der Reprisentanten 
einer Basis von U/w iiber K benutzen wir nun dazu, die Verletzung der 
Multiplikationstreue auf ein Mindestma8 zu beschriinken. Es sei 


(3. 1) U/w = K (a,, ..., a,) 


eine ausgezeichnete Darstellung (§ 1, Satz 4). Wir bestimmen a, irgendwie 
als Repriisentanten von a, und nehmen dann a/' ... a} als Reprisentanten 
des Elementes ajt...af¢ (0S i, <q,) der durch diese Produkte ge- 
bildeten Basis von UM/mw. Ein solches Repriisentantensystem, das also nur 
noch von der Wah! der a, abhingt, wollen wir normal nennen. Diese Eigen- 
schaft hingt aber, wie man sich leicht klarmacht, durchaus von der Wahl der 
ausgezeichneten Darstellung (3.1) ab. Wir wollen daher, um die folgenden 
Untersuchungen von der in der Wahl dieser Darstellung liegenden Willkiir 
unabhangig durchfiihren zu kénnen, unter R ein nicht notwendig normales 
Reprisentantensystem verstehen. Das fiir ein beliebiges Element a von & 
eindeutig bestimmte, zu a mod w kongruente Element von R bezeichnen wir 
im folgenden mit R (a). Es sei nun n, der Rang von w'/w'*! (¢ = 1,...,7—1), 
r der Index von w, der auf Grund der Indexdefinition fiir beliebige Algebren 
(Wedderburn, a. a. O., 8. 87) auch Index von YW ist, und n = os n,also der 
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Rang von w, wahrend N den Rang von U/w bezeichne. Wir setzen nun 
7; =m, m = 7 = m, und definieren das Symbol (k) wie in §2, nur 
daB hier an Stelle der n,n, die m, m, treten. Dann behaupten wir 

Satz 2. Die m, sind ganz, und es gibt in w m Elemente w,,.. ., w,, 
so dag 

1. jedes Element von w auf eine und nur eine Weise in der Form 5 a; w; 

(a; € R) dargestellt werden kann, 

2. in der Darstellung w,w, = La! , w, (at, € R)diea! , mit (i) + (k)>(l) 

verschwinden. 

Da Rmod w ein Erweiterungskérper vom Grade N iiber K ist, kann 
wegen R-w' = w' der K-Modul w'/w'*! als R-Modul vom Range +; auf- 
gefaBt werden. Da w'/w'*! iiber K den Rang », hat, ist n; = r,N, also 
r; = m;, womit die Ganzheit der m,; nachgewiesen ist. Eine Basis des R-Moduls 
w'/w'*! kénnen wir dann durch w, mit (k) = ¢ bezeichnen. Wir behaupten, 
daB das so entstandene System #,...,#,, die Eigenschaften 1. und 2. be- 
sitzt. Da sich jedes Element von w' mod w'*? als Linearkombination der w, 
mit (k) = i mit Koeffizienten aus R darstellt, zeigt man durch Induktion 
nach r — i leicht, daB sich ein Element von w* stets als Linearkombination 
der w, mit (k) = i darstellen 148t. Es gibt daher speziell fiir jedes Element 
von w eine Darstellung  a,w, (a, € R). DaB es nur eine solche Darstellung 
gibt, sehen wir so: Sei im Gegenteil Y’ a,w, = 0 und ax, mit (ko) = i das 


> 


erste nicht verschwindendea,, so folgt 2 a,w, = 0 mod w'*!, was wegen 
=i 


ay, + 0 ein Widerspruch gegen die Konstruktionsvorschrift der w, ist. 
Damit ist die Eigenschaft 1. als erfiillt nachgewiesen. Um 2. zu beweisen, 
bedenken wir, da8 w, in w, w, in w", also w,w, in w+ liegt. Nach 
dem bisher Bewiesenen wird also w,w, als Linearkombination nur der w, 
mit (l) = (i) + (k) dargestellt, woraus sofort die Eigenschaft 2. folgt, 
w. z. b. w. 

Ein den Bedingungen 1., 2. geniigendes m-tupel w,,..., w,, wollen wir 
R-Basis nennen. Man sieht leicht ein, daB die beim Beweis von Satz 2 an- 
gewandte Konstruktionsvorschrift wirklich alle R-Basen liefert. , ..., Wm» 
ist also dann und nur dann R-Basis, wenn die w, mit (k) = % eine Basis 
von w' mod w'*?! bez. R bilden. Auf Grund dieser Bemerkung beweisen 
wir den 


Hilfssatz. Notwendig und hinreichend dafiir, daB die w, =~ G; Wy 
=1 
(i= 1,...,m), wo w,,..., w,, R-Basis ist und die a,;, in R liegen, wieder 
eine R-Basis bilden, sind die Bedingungen: 
T. |a,,| = Omod w, 
11. Qa, = 0 fiir (t) = (k). 
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Denn die w,; mit (i) = A bilden dann und nur dann mod w**! eine Basis 
von w* bez. R, wenn sie alle in w* liegen, also a, , = 0 fiir (k) < hist, und — 
nach den bekannten Gesetzen der linearen Abhangigkeit — 


A, = IQ rlge aan += 0 mod w 


ist. Da nun aber |a,;,| = 4,...4,_, gilt, ist damit alles bewiesen. 

Ist nun eine bestimmte R-Basis mit der Multiplikationstafel a}, vor- 
gegeben und ist aj, die Restklasse von a},, so wird durch W,W, = 5 a, W, 
eine Algebra YB iiber UA/w mit der Basis W,,..., W,, definiert. Die so ent- 
stehenden Algebren bezeichnen wir als zu YU zugeordnet. Es gilt der 

Satz 3. Die zugeordneten Algebren sind kommutativ-halbassoziativ und 
nilpotent vom Geschlecht (m,, . ..,m,— 4). 

Die Kommutativitat ist trivial. Um den Rest des Satzes zu beweisen, 
gehen wir so vor: Da die Elemente von w* als Produkte von Elementen aus 
w*-! mit Elementen aus w darstellbar sind, lassen sich die w, mit 
(l) = h mod w**? als Linearkombinationen der Produkte der w, ((i) = h — 1) 
mit den ,,.. ., Wm, darstellen. Deshalb hat die Matrix (4) iy = b- 1, =, md 
den Rang m,. Dasselbe gilt daher auch fiir die Matrix 

A,, = (ai iy =h—1,k)=1;0=h° 
Nach §2, Satz 1 ist also YW halbassoziativ und nilpotent vom Geschlecht 
(m,,..., M,_,), W. Zz. b. w. 

Den nach diesem Satz durch & allein bestimmten Defekt 6 = m, 
der zugeordneten Algebren bezeichnen wir als Defekt von U und kénnen den 
bisher nicht definierten Fal] 6 = 0 sinngeméB dahin deuten, daB YW kein 
Radikal besitzt. Fiir die Strukturtheorie von & haben nun die zugeordneten 
Algebren nur dann wesentliche Bedeutung, wenn ihr Typus durch & allein 
schon eindeutig bestimmt ist. Auskunft dariiber gibt der 

Satz 4. Der Typus von Y/V* ist durch U eindeutig bestimmt, withrend 
dies fiir T/Y* im allgemeinen nicht der Fall ist. 

Beim Beweis beachten wir, daB im allgemeinen YB bei vorgegebenem YA 
noch von zwei Faktoren abhingt: von R und der R-Basis. Wir zeigen zu- 
nachst die Invarianz des Typus von 98/%B* bei der Ersetzung von R durch 
ein anderes Repriisentantensystem R’, wobei wir die R-Basis w,,.. ., W,, 
als R’-Basis beibehalten wollen. Zunichst ist hierzu zu zeigen, daB die 
,,...,W, auch wirklich eine R’-Basis bilden: Da R mit R’ mod w iiberein- 
stimmt, bilden die w, mit (k) = i auch bez. R’ eine Basis von w' mod w‘*?, 
womit nach einer auf Seite 232 gemachten Bemerkung die Behauptung als 
richtig erkannt ist. Durch R’ und w,,...,w,, als R’-Basis werde nun eine 


Algebra 8’ mit der Multiplikationstafel b!, erzeugt. Ausw,w, “ 2. Bw; 
fiir (¢) + (k) =A” folgt nun w,w, = 2, R (b!,) w, mod w**}, also ai, = R(bi,) 
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und damit a}, = bj, fiir (i) + (k) = (I). Da es fiir die Struktur von 98/28 
und 9B’/93’* aber nur auf die aj, bzw. bj, mit (i) = 1, (k) = 1, () = 2 
ankommt, folgt 28/2B* ~ YW’ /W'*, w.z.b.w. Wir lassen jetzt das Re- 
prisentantensystem R ungedndert und nehmen statt w,,...,w,, mit der 
Multiplikationstafel a}, eine andere R-Basis #,, . . ., @,, mit der Multiplikations- 
tafel a!,, durch die die Algebra 9% mit der Multiplikationstafel a/, erzeugt 
werde. Hiangen nun die beiden R-Basen durch die Formel w,; = ¥ ¢;, w, 
zusammen, so erhalten wir mit 


Ai, = Jai, 6,1 <% 2 epee Mt 
die Beziehung XY Aj,w, = 0. Nun ist nach unserem Hilfssatz aber c;, = 0 
t 


fiir (i) > (k), und wegen aj, = aj, = 0 fiir (i) + (k) > (I) folgt daraus 
Ai, = 0 fiir (l) = 1. Aus = Aj,w, = 0 erhalten wir nun R(A!,) = 0 
mSe 


und daraus A!, = 0 mod w fiir (l) = 2, also fiir (i) = (k) = 1 (den einzigen 


t 


fiir (l) = 2 nichttrivialen Fall): 


(3. 2) ox att Cry of a fis Set Q),, 

wo die ¢;, wieder die Restklassen der c;, bezeichnen. Da nun nach unserem 
Hilfssatz | c;,| 4 0 mod w, also speziell 4, = 0 mod w und 4, + 0 mod w 
ist, haben wir |as eli <o, «<2 + 0, weswegen (3. 2) gerade die zu be- 
weisende Isomorphie von 98/¥B* und YW’ /WW"'* ausdriickt. 

Wir zeigen jetzt an einem Gegenbeispiel, daB 93/28 im allgemeinen nicht 
eindeutig bestimmt ist. & sei die durch 1, a, w,,w, mit den definierenden 
Relationen a? = a+,(a € K), w? = w,w, = w?, wi = wf =0 er- 
zeugte kommutativ-assoziative Algebra iiber einem Kérper K der Charak- 
teristik 2, in dem « kein Quadrat ist. Man rechnet leicht nach, daB & primar 
ist mit K (ya) als Radikalrestklassenkérper und (2, 1,1) als Geschlecht der 
zugeordneten Algebren. Fiir den Radikalrestklassenkérper nehmen wir die 
ausgezeichnete Darstellung 


U/w = K (a), a®—a=0 


und bestimmen, indem wir a als Repriasentanten von a angeben, ein normales 
Reprisentantensystem R. Offenbar bilden dann die w,, wg, w? (= ws), 
w} (= w,) eine R-Basis und das daraus entstehende YB besitzt die Multipli- 
kationstafel: 


W? = W,W,= Wi=W;, W,W,= WW; = W,?). 


*) Wie im folgenden bei derartigen Multiplikationstafeln sollen stets hier die nicht 
aufgefihrten Produkte verschwinden. . 
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Nach unserem Hilfssatz bildet auch w,, W», #3, W, mit 0, = aw,, W, = wg, 
W, = Ws, W, = w, eine R-Basis; diese fiihrt zu einem YB mit der Multipli- 
kationstafel : 


W? = aWs +W,, WW, => aW,, Ww? = W;, WW, — aW,, WW; can W,. 


Diese Tafel kénnen wir durch keine Transformation 


W, = 0,,W,+0,.W,+... 

Ww, = 42,0, + a,,W, ee 

W,= a’W,+a"W, 
der Basiselemente von 8 erreichen, denn aus 

Wi = (af, +af2) (a°W3+a"W,), Wz = (az,+ 32) (a W,+a0" W,) 
ergeben sich die nichtauflésbaren Bedingungsgleichungen 
a’:a”’ =a:l, a’:a” =1:0. 

Also ist 28 nicht isomorph zu YB, womit wegen It = Wt = 0 das Gegen- 
beispiel geliefert ist. 

Fiir die Algebren mit r S 3 ist also der Typus von YB eine Invariante. 
Nach einer Bemerkung von § 2 ist YB in diesen Fallen trivialerweise assoziativ. 
Fiir r => 4 ist YB, wie wir gesehen haben, im allgemeinen keine Invariante 
mehr, selbst nicht in dem Spezialfalle 6 = 1. Betrachten wir nimlich einmal 
die durch 1,a,# mit den definierenden Relationen a? = « +- w (a € K), 
w* = 0 erzeugte kommutativ-assoziative Algebra UM iiber einem Kérper K 
der Charakteristik 2, in dem « kein Quadrat ist. Man zeigt leicht, daB & 
primar, (1,1,1,1,1) das Geschlecht der zugeordneten Algebren und 
U/w = K (a), a? — « = 0 eine ausgezeichnete Darstellung des Radikalrest- 
klassenkérpers ist. Bez. des durch a als Repriisentanten von a bestimmten 
normalen Reprisentantensystems R ist dann w, w*, w*, w*, w® eine R-Basis; 
die dadurch erzeugte Algebra YB, ist also assoziativ. Nach unserem Hilfs- 
satz ist nun aber auch ,,...,w, mit w, = aw, w, = w' (i = 2,..., 5) 
eine R-Basis, und fiir die hierdurch erzeugte Algebra Y3 mit der Basis 
W,,..., W, gilt unter anderem W7W, = «W,+W,, W,(W,W,) = «W,, 
d. h. Y% ist nicht assoziativ und daher auch nicht zu YB, isomorph. 

Dieses Gegenbeispiel weist uns aber auch den Weg, wie wir im Falle 
6 = 1 zu einem Analogon des im Falle r S 3 invariant bestimmten Typus 
von 98 kommen: Wir beweisen ohne Miihe, daB, wenn w ein beliebiges nicht 
in w* liegendes Element von w ist, w,...,w’-1 fiir jedes Reprisentanten- 
system R eine R-Basis darstellt. Es existiert also eine eindeutig bestimmte 
ausgezeichnete zugeordnete Algebra YW), nimlich die Potenzalgebra’?) vom 


7) Bei Scorza [1], S. 322 findet sich die Bezeichnung ,,algebra potentiale“. 
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Index r. Dieses Y, im Falle 6 = 1 und gleicherweise das allgemeine 98 im 
Falle r S 3 wollen wir nun zur konstruktiven Erfassung der Typen von & 
mit vorgegebenem Radikalrestklassenkérper benutzen. Zu diesem Zwecke 
gehen wir (vorliufig ohne die Einschrankung r S 3 oder 6 = 1) so vor: 
In der ausgezeichneten Darstellung (3. 1) wollen wir nach §1, Satz 4 
aft = a, (af, ..., af) 

setzen, also a, als Polynom mit Koeffizienten aus K auffassen, und zur Ab- 
kiirzung dafiir «, (a) schreiben. R sei dann das normale Repriisentanten- 
system mit a, als Reprasentant von a; und w,,..., w,, eine R-Basis, die die 
zugeordnete Algebra YB erzeugen mége. Nach Definition von a, gilt dann 
mit f; (a,) = af — a, (a"): 


(3. 3) f; (a) = 2 fix (@) wy, 


wo die /,;,(a) Polynome in den a,,..., a, mit Koeffizienten aus K bedeuten. 
Aus %, dessen Multiplikationstafel durch 
a}, = di,(a) 
gegeben sei, und dem f (a)-System (so wollen wir das System der durch die 
Polynommatrix (f;,) bestimmten Ausdriicke (3. 3) nennen) konstruieren wir 
uns nun eine Algebra, die wir mit (f (a), YW) bezeichnen, auf folgende Art: 
Die Elemente af! ...aj* und af ...afhw,(0 Si, << q; k=1, 

..,m) bilden eine Basis von (f(a), ¥8) iiber K; ihre Multiplikationstafel 
ergibt sich durch Anwendung von Kommutativ-, Assoziativ- und Distri- 
butivgesetz aus den Beziehungen 


afi = a, (a%) + X fix () 0,0, = 2 di, (a) + 


Man erkennt sofort, da8 bei Identifizierung gleichbezeichneter Elemeate 
WU = (f (a), W) gilt. Die Bildung (/ (a), W) la8t sich nun natiirlich genau so 
fiir jedes formal gegebene / (a)-System und jede in kanonischer Form vor- 
gegebene nilpotente Algebra YB iiber gegebenem K (a,,...,a,) ausfiihren. 
Sie ist nach Konstruktion kommutativ, und, wenn sie noch dazu assoziativ 
ist, erkennt man sofort, da8 sie primar mit dem Radikalrestklassenkérper 
K (a,,..., @,) ist und QB als zugeordnete Algebra besitzt. Fiir die Fille, auf 
die wir uns weiter oben beschrankt hatten, la8t sich nun die Assoziativitat 
nachweisen : 

Satz 5. Ist YW als Potenzalgebra gegeben (5 = 1) oder vom Index r S 3, 
so ist fiir jedes { (a)-System die Algebra (f (a), YW) assoziativ. 

Man erkennt ganz allgemein, daB der durch die ait...a,' w, auf- 
gespannte Modul eine nilpotente invariante Unteralgebra w von (f (a), 28) 
ist, die denselben Index wie YB besitzt. Wegen (/ (a), Y)/w ~ K (aj, . . ., a,) 
ist YB sogar die maximale nilpotente Unteralgebra, also das Radikal von 
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(f (a), W). Nach § 2, Satz 1 (siehe den Beweisgang!) bilden die a‘! . . . a; W, 
mit (k) = h eine Basis fiir w*. Im folgenden bezeichnen wir mit A, B,C 
drei Basiselemente von (f(a), 98). Hat nun % den Index r < 3, so wird, 
falls alle drei Basiselemente A, B, C in w liegen, die Assoziativitatsbeziehung 


(3. 4) (A B)C = A(BC) 


trivial. Liegen nur zwei in w, so gilt (3. 4) ebenfalls, weil ja (f (a), 2B) mod w 
assoziativ ist. Ferner zeigt man leicht, da8, wenn A ein nicht in w liegendes 


Basiselement und X ein beliebiges Element von (f(a), Y) bedeutet, die 
Beziehung 


(3. 5) A(Xw,) = (AX)w, 


gilt. Liegt von den obengenannten Basiselementen nur eins, etwa C, in w, 
so kann C = C’w, geschrieben werden, wo C’ ein nicht in w liegendes Basis- 
element ist, und nach (3. 5) folgt: 


A (BC) = A(BC'w,) = (A(BC’))w,, 


d. h. aber, die Giiltigkeit von (3. 4) wird auf den Fall zuriickgefiihrt, wo alle 
drei Basiselemente von der Form a‘...a," sind. In diesem Falle aber 
ist die Giiltigkeit von (3. 4) offenbar erwiesen, wenn wir nur die Formel 


(3. 6) (aia*)a' =ai(ata') fir 29, 5i+k+I1<3yq, 


(fir i+ k+1<24, ist die trivialerweise erfiillt!) bewiesen haben. Genau 
dasselbe gilt nun aber auch fiir 6 = 1, wo YW als Potenzalgebra vorgegeben 
ist; denn die Fille, wo zwei oder drei Basiselemente aus (3. 4) in w liegen, 
reduzieren sich wegen der einfachen Multiplikationsvorschrift w,w, = ;, » 
auf den Fall, wo alle drei von der Form a‘'...a,’ sind. Ebenfalls wegen 
w;W, = w;,, gilt auch hier die Relation (3.5). Nach diesen Vorbereitungen 
zeigen wir durch vollstandige Induktion nach h, daB in beiden betrachteten 
Fallen (f(a), YB) mod w* assoziativ ist. Fiir h = 1 ist unsere Behauptung 
richtig. Sie sei fiir A bereits bewiesen. Nach dem oben Bemerkten geniigt 
es nun, die Giiltigkeit von (3.6) in (f(a), %B)/w**! nachzuweisen. Dabei 
lassen wir der Einfachheit halber den Index v an a und gq fort. Wir haben 
(a‘a*) a’ = (ata’**-¢) a’, und wenn wir a’ —a = J A,w, setzen, gilt 


(a‘ a*) a! = aatt*-ta' + Sa! (ai**-¢ (A, w,)) 
und nach (3. 5): 
(a'a*)a! = watai+#+!-24 S (al (ai+*-«A,)) w,. 
Nach Voraussetzung ist nun aber ; 
a! (ai+#-9A,) = ait+#+!-@ A, mod w' 


Mathematische Annalen. 116. 16 








238 G. Pickert. 


und daher 
(a‘a*)a! = a aataitk+i-2¢ 4 2 (ait *+!-4A,) w, mod wt, 
7 


Da dieser Ausdruck nun bei einer Vertauschung von i mit / unverindert 
bleibt, ist unsere Behauptung auch fiir h+ 1 bewiesen. Wegen w’ = 0 
ist damit die behauptete Assoziativitat gezeigt. 

Im allgemeinen hangt nun allerdings der Typus von (f (a), 28) noch wesent- 
lich von der Wahl der Basis W,,..., W,, von YB ab, d.h. der Typus von 
(f (a), YW) wird bei Ersetzung von YB durch eine isomorphe Algebra nicht 
unverindert bleiben. Im Falle 6 = 1 haben wir uns aber von vornherein 
auf Potenzalgebren YW, die also mit einer Basis W,..., W"~-* vorliegen, be- 
schrinkt, so daB (f(a), YBy) invariant bestimmt ist. Fiir unseren anderen 
Fall nun gilt der 

Satz 6. Fiirr < 3 folgt aus W  W fiir jedes System } (a) die Existenz 
eines Systems f (@) mit (f (a), W®) = (f (@), B). 

Das System f(a) sei durch (3. 3) gegeben. YB habe die Multiplikations- 
tafel d}, (a), 3 die Tafel d',(a). Die Beziehung Y3 ~ QW ist dann bekanntlich 


mit der Existenz einer regularen Matrix (9,, (a); ,— 1... m identisch, fiir die 
gx(a)=0 fir ()=2, (k)=1; 
(3. 7) ZX dix (Q)Ge1(0) = Iie (A) Gee (0) Ai (a) 
(r) = 2 @=(O=—1 


fir (i)=(k)=1, ()=2 


gilt. Fiir unser zu konstruierendes f (a)-System fordern wir nun die Giiltigkeit 
von 


1G) =, E foe (@) 9m (@) oy, 


wo 0,0, = J di, (@) w, gelten soll, und erkennen leicht, da8 sich durch diese 
Forderung / (a) eindeutig in der zu (3. 3) analogen Form fi @)= 2 fi .(@) @, 
bestimmen laBt. Setzen wir nun 29,, (@) 0, = w;, so folgt aus (3. 7) 
w,w, = 0 fir (i) + (k)> 2, wahrend sich fiir (i) = (k) = 1 gleichfalls 
nach (3.7) die Beziehung 


W; We oF es at 2 an fs (2) Jue (2) a, (2) w, 


= 2 Fix @ In (@) = 2 d}, (@) w, 
H=O= O=2 
ergibt. Unter Beachtung von /, (a,) = Df, , (@) w, folgt aus diesen Formeln, 
daB durch a, <—> a,, w;<—> w, ein Isomorphismus (f (a), 9B) = (f(a), BW) 
hergestellt wird, w. z. b. w. 
Wir kénnen also die Bildung (/ (a), 2) Sette aman’ machen, 
indem wir festsetzen: 
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Wird 28 durch ein isomorphes WW ersetzt, so soll f (a) durch das im Beweis 
von Satz 6 verwandte f(a) ersetzt werden. 

In dem Ausdruck (f (a), 98) kénnen wir dann fiir YB einfach den Typus 
von ¥8 einsetzen, den wir der Einfachheit halber wieder mit YB bezeichnen 
wollen. Unser System / (a) ist natiirlich durch seine f,, erst nach Vorgabe 
einer bestimmten Basis von YB, also einer bestimmten Realisationsméglichkeit 
des Typus YB, festgelegt. Unter Beachtung der eben fiir r S 3 gemachten 
Festsetzung und der Siatze 4 und 5 148t sich nun unser Strukturproblem der 
primiren Algebren mit vorgegebenem Radikalrestklassenkérper fiir r S 3 
oder 6 = 1 so aussprechen: 

Es sind die fiir die Giiltigkeit von (f(a), W) ~ (f(a), YW) notwendigen 
und hinreichenden Beziehungen zwischen den Systemen f(a) und f (a) fest- 
zustellen. 

Mit der Untersuchung des so reduzierten Strukturproblems werden wir 
uns nun, getrennt nach den Fallen r S 3 und 6 = 1, in den beiden anderen 
Kapiteln zu beschaftigen haben. Dabei wollen wir, um die Bezeichnung zu 
vereinfachen, bei der Untersuchung des Isomorphismus (f(a), YB) ~ (f(a), YB) 
die durch diesen einander zugeordneten Elemente der beiden Algebren gleich- 
setzen, den Isomorphismus also als Gleichheit schreiben. Das ist méglich, 
weil die beiden Algebren iiber K abstrakt definiert sind. Wir beweisen noch 
den fiir die folgenden Untersuchungen niitzlichen 

Satz 7. Aus (f(a), W) = (f(a), W) folgt a, = a, mod w'). 

Zum Beweis beachten wir, da8, wenn a; und a; mod w in der Restklasse 
a; bzw. a, liegen, durch a;<—> a; ein Automorphismus des Radikalrest- 
klassenkérpers bez. K definiert wird. Da nun der Radikalrestklassenkérper 
rein-inseparabel iiber K genommen wurde, ist der Automorphismus der 
dentische, also a; = a;, @; = a;mod w, w. z. b. w. 


II. Die Algebren mit » < 3. 


§ 4. 
Einteilung in Typenklassen; der Fall 7 = 2. 
Y habe das Geschlecht (6, 6’), wobei 6’ = 0 den Fall r = 2 bedeuten 
soll. Fiir die w; mit (i) = 2 schreiben wir wj,...,w}, und die Algebren 
(f (a), YW), (f (a), W) seien durch 


f(a) = z fix (@) @, + Za (a) w, 
(4.1) . 
i. (@,) = E fa(@)w We * Dy Gix (2) w, 


8) w bezeichnet wie immer das Radikal der identifizierten Algebren. 
16* 
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gegeben, worin die Produkte 


a ao 
wim = 2 dix (a) wi, 0, = Zz di. (aw; 
=1 sl 
dadurch bestimmt sind, daB W,,..., Wj, Wi,...,Wy und W,,..., Ws, 
Wi...., Wy zwei Basen von YW mit den bzw. Multiplikationstafeln 
7 i 
(4. 2) wee eee 


| w.¥,= Fd, W, 


darstellen, worin wie im folgenden stets / (a) durch f ersetzt ist. Der Iso- 
morphismus (f (a), 98) = (f (a), YW) wird nun nach den Entwieklungen des 
vorigen Paragraphen durch Beziehungen der Form 


(4. 3) é,=4,+5 Vanle)re mod w? 
(4. 4) (= LXix(a)ue + LV(a)we, |X| + 
! | taj = ZLerta)wi, |Zea = 


bestimmt. Durch die Transformation W; = Y X;,.We, W; = SZ,, W, 
werden dabei die Gleichungen (4.2) ineinander iibergefiihrt. Aus (4. 3) 


erhalten wir nun, wenn wir noch 7; = 6, a; ——t ae A) setzen®), die 


Peziehung 
a = q r 9 ke BY 
af =ait+n _ Vinx (a)? df, (a) w, 
und hieraus wegen 


hi (a,) _ a’ =a (a? +36 as), 
wenn wir die Ableitung von a, (z,,..., 2;_,) nach x, mit «,,(2) bezeichnen: 
(4. 5) f(a) = f(a) + "i x U; x(a) W,, 
worin 
(4. 5’) Uy. = x Vi, di, — 2 ain Vi %, 


gesetzt ist. Wir behaupten nun den 


Satz 1. Der Rang o der Matrix (f,),-1.a,4=1,..,0 Wt eme 
Isomorphieinvariante. Besitzt die Untermatrizx (f;,); ;,,..,i,; k=1,..,8 %™ 
Rang 0, so gibt es eine durch ? 


(4. 6) fine = Oni fix =O fir k>e 
ausgezeichnete Normalform. 


Aus (4. 5) ergibt sich namlich speziell /; (a4;) = /; (a;) mod w*, und wenn 
wir hierin die Ausdriicke (4. 1) unter Benutzung von (4. 4) und unter Beachtung 


*) d;, sei wie tiblich durch 6;, = 1 fir i = k, 6;, = 0 fiir i + k& erklart. 
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der aus (4.3) folgenden Beziehung /,, (@) == f,,(a) mod w einsetzen, er- 
halten wir 


X far(a) Xix(@) 1 as © fix (@) 7 mod w*, 


Daraus folgt nun bekanntlich x 1X te = fix, und diese Beziehung kénnen 


wir unter Benutzung der Vektoren F; = (/,,, ..., fig), F, = (fea pee hia) 
und der reguliren Matrix X = (X,,) so schreiben: 


(4. 7) F, = XF, (i = 1,..., A). 


Der Ramg des Vektorensystems F,, .. ., F,, der ja mit dem Rang o der Matrix 
(/;.) iibereinstimmt, ist also eine Invariante. Hat nun die Matrix 
(eidi = iy, 0m ig; = 1.048 Cbenfalls den Rang g, so bedeutet das fiir die Vek- 
toren: Die F,, sind linear unabhangig. Durch passende Wahl der regularen 
Matrix X lassen sie sich also in die Vektoren EF, = (0,...,0,4, 1,0,...,0 
iiberfiihren, womit /;,, = 4, erreicht ist. Da aber alle F; von den £, linear 
abhingen, folgt /;, = 0 fiir k > 0, womit unser Satz vdllig bewiesen ist. 

Eine zweite Invariante erhalten wir so: Wir ordnen die méglichen Kom- 
binationen (7,,.. ., i,) der Zahlen 1,..., 4 lexikographisch an, so daB also 
(1,..., @) am Anfang der Reihe steht. Die h-te Kombination sei die erste, 
fiir die die Matrix (fj,);-;,,.,i,;x=1,...,0 den Rang @ hat, also die Vek- 
toren F,, oa +» F linear unabhingig sind. Wegen (4.7) ist dieses h iso- 
morphieinvariant. Alle Typen mit gleichem h und 0 > 0 fassen wir in der 
h-ten Typenklasse s-ter Stufe zusammen, wo 


s = Min (A, 6)—0+1 


von | bis Min (A, 6) lauft. Die Typen mit 9 = 0, die ja durch f,;, = 0 aus- 
gezeichnet sind, bezeichnen wir als Typen letzter Stufe. Die Typen der h-ten 
Typenklasse s-ter Stufe wollen wir, unter (i,,...,%,) die h-te Kombination 
verstanden, immer in der nach Satz 1 vorhandenen Form (4. 6) annehmen. 
Offenbar sind dann die durch diese beiden Bedingungen noch nicht als 0 
oder 1 festgelegten /;, Invarianten. Durch Einfiihrung der Normierung (4. 6) 
sind nun die zulassigen Matrizen X nach (4.7) durch die Bedingungen 


(4. 8) Xie = Op fiir iso 


eingeschrinkt. Es geniigt daher zur Lésung unseres Strukturproblems nieht, 
die Invarianten von YB bez. beliebiger Basistransformationen zu kennen: 
Wir werden auch (siehe §§6, 7) die Aufgabe der Invariantenbestimmung 
bez. der durch (4. 8) eingeschrinkten Gruppe von Basistransformationen fiir 
behandeln miissen. Die so zu berechnenden Invarianten seien im folgenden 
kurz als die {B-Invarianten der betreffenden Stufe bezeichnet. Setzen wir 
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iiberall 6’ = 0, so erhalten wir aus den bisher gewonnenen Ergebnissen sofort 
den 

Satz 2. Im Falle r = 2 bilden fiir die h-te Typenklasse s-ter Stufe die 
fix(i + t,...,%; KS 0) ein vollstindiges Invariantensystem; die letzte 
Stufe enthilt nur den durch f,;, = 0 charakterisierten Nulltypus. 

Dadurch sind also die Algebren vom Index 2 erschépfend behandelt. 

Bei der folgenden Untersuchung des Falles r = 3 beachten wir, da8 man 
sich auf die Betrachtung der ersten Typenklasse jeder Stufe beschrinken kann, 
da die Behandlung der iibrigen dieser gegeniiber nichts wesentlich Neues 
liefert. Es soll im folgenden immer f; ,,(z) die Ableitung von f;, (2, . . ., Z,) 
nach z, bedeuten. Dann gilt wegen (4. 3): 


fix (@) = fix (@) + 2 fixr(@) Vin (@) w, mod w’, 


und da nicht nur * fe.(a) X,x(@) = fix(4) mod w, sondern sogar zufolge 
(4. 6) und (4. 8)  fir(2) X,x(4) = fx (a) gilt, erhalten wir aus (4.5) wegen 
9: x(@) = 9x (a) mod w als restliche Isomorphiebedingung: 
& fix(a) Y;1(@) w + ‘ fee) Vin (a) Xx; (2) qi, (a) w, 


+ 2 Gin (a) Zn (a) w, = 2 (9x (a) + ni Vin (a)) w;., 


also, indem wir die Glieder mit w, zusammenfassen und zu Elementen des 
Radikalrestklassenkérpers iibergehen: 


(4. 9) 2 ha Ynt+ . = hint Vie Xn sdk, + 2k = git nix. 
Da wir uns auf die erste Typenklasse beschrinkt hatten, folgt aus (4. 6) 
hex, = O fiir i S 0, und (4. 9) geht daher fiir i S 0 iiber in 

Yy.+ 292i = git i Uin, 
woraus wir entnehmen, da8 durch passende Wahl der Y,, bei beliebigem Z, , 
immer auf 
(4. 10) 9x =90 fir iso 


normiert werden kann. Nach dieser Normierung ergibt sich fiir die Y,, 
die einschrinkende Bedingung: 


(4. 11) Yor = 10 iy fiir is 0. 

Wegen (4.6) und (4.11) nimmt (4. 9) in den noch iibrig bleibenden Fallen 
«> eo die Gestalt 

(4. 12) ~, fins Vis Gy + 2 G12 =I t nn ~ mba Gin 

an. AuBer den /,, mit i > go und k S o und den nach einer weiter oben 
gemachten Bemerkung zu berechnenden Y8-Invarianten werden, wie sich aus 
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den bisherigen Entwicklungen ergibt, alle Isomorphieinvarianten unserer 
durch (4. 6) und (4. 10) normierten Algebra durch die Invarianten der Trans- 
formationsbeziehungen (4. 12) dargestellt. Es gilt also speziell der 

Satz 3. Im Falle 4S 6 bilden die W-Invarianten ein vollstindiges 
Invariantensystem fiir die Typen der einzigen Typenklasse erster Stufe. 

Wir kénnen nun ohne besondere Schwierigkeiten jede Algebra trotz der 
Einschrankungen (4. 8) stets auf eine ausgezeichnete kanonische Form bringen, 


in der w; (i = 1,..., 6’) das erste der von den w,,...,;_, linear unab- 
hangigen Produkte der Reihe 
W}?, W, Ws, + + +p Wy 104, WE, WeWs, . . ., WeW;, . . ., WH 


ist. Fiir das Folgende sei diese Normierung als bereits durchgefiihrt voraus- 
gesetzt. Es folgt dann offenbar aus X,;, = 6;, stets auch Z,;, = 6;,. Im 
Falle 9 = 6 geht also, wenn wir der Einfachheit halber noch g, > 2 annehmen, 
(4. 12) iiber in 


(4. 13) ~ hear Vis Gn t+ Ge = Geni = S+1,...,.4;% =1,..., 8). 
o 4d 


Um nun diese Gleichungen — und iiberhaupt Transformationsbeziehungen 
dieser Art — zwecks Aufstellungen von Invarianten auswerten zu kénnen, 
beweisen wir den 

Hilfssatz. Es gibt eime Matrizfunktion F, durch die jeder Matriz 
A= (a;); — 1,.-'.,m; k= 1,...,m eine Matrix (Fi (A))i pas, $0 zugeordnet 
wird, daB die 


n 


_ Fi(A)a, (i =1,...,n) 
=1 


ein vollstindiges Invariantensystem fiir die durch 


erzeugte Klasseneinteilung der Vektoren (x1, ..., ») bilden. 
Wir konstruieren uns F (A) so: Es gibt eine der Gleichung AX A = A 
geniigende Matrix von m-Zeilen und n Spalten; denn fiir A + 0 kann man 


immer drei regulire quadratische Matrizen S,, 7,4 mit S,AT,, = é “ 
finden, so daB also X = T,,(4 Q)S, die Gleichung befriedigt. Wir wahlen 


irgendeine Lésung X = G (A) aus und setzen F(A) = EF — AG(A) mit E 
als Einheitsmatrix. Mit z, = 2, + Da‘u, folgt daraus sofort Y F,z, 
= ¥ Fix, und umgekehrt hieraus mit «u, = YG (z,—2,) die Beziehung 
z,—a%, = Daju,, w.z.b.w. - 

Im folgenden werde unter F (A) immer eine auf diese Art herzustellende 
Matrixfunktion verstanden. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu 
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Satz 4. Fiir die erste Typenklasse erster Stufe wird im Falle 6 < i, 
q, > 2 ein vollstiindiges Invariantensystem gebildet durch 

1. fix(i = 941,...,4; E=1,..., 8), 

2. di, (i, = 1,...,6; = 1,..., 8), 

i=ajoe 
, pede je ADI = Ag ee 2. 2 we 
worin A = (aij) mit at} = Zhi, (i =6+1,..,A;k=—1,.., 0; 
C=l,....A4;f=l,..., 8) te 

Denn auBer den unter 1. verzeichneten Invarianten gehéren zum voll- 
stindigen System noch die ¥8-Invarianten und die sich aus (4. 12) ergebenden. 
Da nun ¢ = 4 ist, werden zufolge der oben eingefiihrten Normierung von 
die 93-Invarianten gerade durch die di, dargestellt, und (4. 12) geht in (4. 13) 
iiber, woraus sich nach unserem Hilfssatz aber genau die unter 3. aufgezahlten 
Ausdriicke als Invarianten ergeben, w. z. b. w. 

Als Erginzung zu Satz 3 formulieren wir noch 

Satz 5. Im Falle 1 = 4 bilden die d}, ein vollstindiges Invariantensystem 
fiir die Typen der einzigen Typenklasse erster Stufe. 

Aus diesem auf Grund der vorangegangenen Entwicklungen leicht ein- 
zusehenden Satze ergibt sich die Sonderstellung des Falles A = 6: Das Struktur- 
problem fiir die Typen der ersten Stufe ist hier explizit gelést, was, wie wir 
in den nachsten Paragraphen sehen werden, durchaus nicht immer méglich ist. 


§ 5. 
Ubersicht iiber die nilpotenten Algebren vom Index 3. 


Wie im vorigen Paragraphen bezeichnen wir die w,; mit (i) = 2 durch 
w,,...,y. Nach einer Bemerkung aufS.225 unten sind nun die nilpotenten 
Algebren vom Index 3 Diagonalalgebren. Auf sie finden daher die Siatze 2 
und 4 von §2 Anwendung: Die lineare Schar der Tensoren 7%, = aj, 
(1 = 1,..., 6’) bildet ebenso wie die Schar der quadratischen Fundamental- 
6(6+ 1) 

2 


formen f,(¢ = 1,..., — 6’) ein vollstandiges Invariantensystem. 


Nun ist aber ein zweifach kovarianter Tensor nichts anderes als eine nach der 
Gleichung 

(5. 1) XAX'=A 

zu transformierende Matrix, wo X die Transformationsmatrix der w,, .. ., 
bedeutet. Wir wollen daher statt von Tensoren von den Fundamentalmatrizen 


(ain), e—1,..,0(2 = 1,..., 6) reden. Es gilt nun in Spezialisierung der Be- 
trachtungen auf S. 228 der 
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Satz 1. Im Falle p + 2 werden die Typen eines Geschlechts einein- 
deutig auf die Typen des komplementiiren Geschlechts abgebildet, indem die 
Fundamentalmatrizen des einen als Koeffizientensysteme der quadratischen 
Fundamentalformen des anderen angesehen werden. 

DaB die Abbildung der Typen eineindeutig ist, erkennt man daraus, 
da8 in jeder Richtung isomorphe Algebren auf isomorphe abgebildet werden: 
Denn wahrend sich eine Fundamentalmatrix nach (5.1) transformiert, trans- 
formiert sich die symmetrisch gemachte Koeffizientenmatrix A einer qua- 
dratischen Fundamentalform nach X’AX = A, und es kommt in beiden 
Fallen nur auf die lineare Schar an. Da® aber durch die Abbildung wirklich 
alle Typen des einen auf alle Typen des komplementiren Geschlechts ab- 
gebildet werden, ergibt sich daraus, daB die nach § 2, Satz 1 fiir die Funda- 
mentalmatrizen notwendige und hinreichende Bedingung identisch ist mit 


] 
der Bedingung, daB die Formen 2) a/ 2x2, (J =1,..., 6’) quadratische 
Fundamentalformen einer Algebra des komplementiren Geschlechts sind; 
denn dann und nur dann, wenn die Matrix (a/,);.—,,...,9:1<1,...,0° den 
Rang 4’ hat, lassen sich aus den Gleichungen ¥ aj,w,w,=0 (l=1, ..., 6’) 
6’ der GréBen w,w, als Linearkombinationen der iibrigen berechnen. 
Wir kénnen uns also im Falle p + 2 auf die Behandlung des Struktur- 


problems fiir 6’ eft beschrinken, wobei wir dann zweckmaBigerweise 


die Methode der Fundamentalmatrizen benutzen werden. Nur im Falle 


p = 2 miissen wir auch die Fille 6’ > seen gesondert behandeln, wobei 


natiirlich die Methode der Fundamentalformen angewandt wird. 

Da nach Definition (S. 229) der reduzierte Defekt 5, gerade der um den 
Rang des annullierenden Ideals n: w verminderte Rang von w ist, erkennen 
wir 6, zugleich als kleinste Zahl, fiir die das allgemeine Element der Funda- 
mentalmatrizenschar auf die Form 

6, 








gebracht werden kann. 

Wir wenden uns jetzt der Betrachtung des Falles 6’ = 1 zu. Fiir p + 2 
kénnen wir nach (5. 1) und da es ja nur auf die Schar ankommt, also ein von 
Null verschiedener skalarer Faktor noch willkiirlich ist, die Fundamental- 
matrix auf die Diagonalgestalt 


A = (1, a9, ...,@,,0,..., 0) 
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bringen. Das Problem ist jetzt zu untersuchen, wann zwei solche Matrizen 
A, A durch eine Beziehung 
(5. 2) cA=XAX’, |X|/+0, c+0 
zusammenhangen. Fiir quadratisch-abgeschlossenen Grundkérper ist be- 
kanntlich 4) die einzige Invariante dieser Transformationsbedingung, und fiir 
die reell-abgeschlossenen Kérper tritt nur noch die mit dem Triagheitsindex ¢ 
(= Anzahl der negativen unter den ag, . . ., a),.) gebildete Invariante t (6, — t) 
hinzu. Im Falle des rationalen Zahlkérpers hat Hasse ([1], § 4) unser Problem 
unter dem Namen ,,Multiplikative Aquivalenz der Komplexe“ mit Hilfe der 
Henselschen Methode der p-adischen Zahlen gelést, speziell dabei auch fiir 
die p-adischen perfekten Hiillen des rationalen Zahlkérpers und (implizit) fiir 
die endlichen Primkérper von ungerader Charakteristik. Ferner kann man 
aus anderen Ergebnissen von Hasse [2] ein vollstindiges Invariantensystem 
der Transformationsbeziehung (5 2) fiir alle algebraischen Zahlkérper, deren 
p-adische Hiillen sowie simtliche endlichen Kérper von ungerader Charak- 
teristik herleiten. Damit sind aber auch die Fille erschépft, in denen der 
augenblickliche Stand der Theorie der quadratischen Formen eine explizite 
Lésung des Problems ohne Einschrinkung fiir 6, gestattet. Fiir 6, S 2 
wird das Strukturproblem gelést durch 
Satz 2. Zwei Matrizen (1,a,0,...,0) und (1,a,0,...,0) definieren 
dann und nur dann isomorphe Algebren, wenn a = a ist™). 
DaB a ya fiir das Bestehen einer Gleichung (5. 2) hinreicht, ist trivial. 

Im Falle a = 0, also 6, = 1, ist offenbar a = 0 notwendig. Fiir a +0 
ist (5. 2) gleichbedeutend mit 

vi, +az, =e 

1%, + 42,42,, = 0 

a3, +a23,=ca 


%1 Ty 
Tq, Loo 


+ 0, 








woraus wir x}, a = a}, a und im Ausnahmefall z,, = 2, = 0 die Beziehung 
xj,aa@ = x3, erhalten. In beiden Fallen ergibt sich a =@, w. z. b. w. 

Im Ausnahmefall p = 2 laBt sich im allgemeinen A durch eine Trans- 
formation (5. 2) nicht auf Diagonalgestalt bringen. Es miissen daher andere 
Normalformen entwickelt werden. Folgt aus ¥ a;, 2,7, = 0 stets z, = 0, 
so wollen wir sagen: Die symmetrische Matrix A = (a; ,) stellt die Null nicht 
dar. Unter Beachtung dieser Festsetzung nun gilt der von der sonst bei 
quadratischen Formen iiblichen Einschrankungen p + 2 freie 

Hilfssatz. Stellt eine symmetrische Matrix A die Null nicht dar, so gibi 
es eine regulire Matrix X, in der die Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen ver- 
schwinden, so daB X AX’ Diagonalmatriz ist. 


10) Wie in der Zahlentheorie iiblich, soll auch hier das Zeichen =} bedeuten: 
gleich bis auf ein nicht verschwindendes Quadrat als Faktor. 
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Wir beweisen ihn durch vollstindige Induktion nach der Zeilenanzahl n 
von A. Fiir » = | ist die Behauptung trivial. Sie sei fiir m = 1 richtig. Sei 
(a,,...,@,) die erste Zeile von A, so muB a, + 0 sein, da sonst A die Null 
darstellen wiirde. Mit 2,, = 4,, fir k>1, 2%, =1, %= -= fiir 
i> 1 bilden wir nun die regulire Matrix X, = (2,,) und haben X,4X! 
= (a,) + A"), wo A eine (nm — 1)-reihige symmetrische Matrix ist, die eben- 
falls die Null nicht darstellt. Es gibt also nach Induktionsvoraussetzung eine 
regulire Matrix X, in der die Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen ver- 
schwjnden, so daB X AX’ Diagonalmatrix ist. Wir erkennen sofort, daB 
X = ((1) + X) X,, dasselbe fiir A leistet und ebenfalls oberhalb der Haupt- 
diagonalen nur verschwindende Elemente besitzt, w. z. b. w. 

Wir beschrinken uns zunichst auf die Feststellung von Invarianzen 
bez. (5.1). Es gilt der 

Satz 3. Im Falle p = 2 lat sich jede symmetrische Matrix A durch eine 
Transformation der Form (5.1) auf eine Normalform 





























ml A, 6; 
& het 
| £; \s 0 





bringen, wo Ay = (ay, ..., G5) eine die Null nicht darstellende Diagonalmatrix 
01, . 2. ae . ~ ive : 
und B= ( l oi +..0¢ * | ist. Ein vollstéindiges Invariantensystem wird 
gegeben durch 
3 at 


II. die Invarianten der Form S a;2?, 


‘=1 
III. die Invarianten der Matrix (a,,...,a,). 

Wir machen uns zuerst einmal klar, daB, wenn es die behauptete Normal- 
form gibt, die aufgezihlten GréBen wirklich invariant gegeniiber (5. 1) sind. 
Fiir r, s, tsehen wir das am einfachsten, indem wir A — was ja, da wir 0.B.d.A. 
A + 0 voraussetzen kénnen, immer méglich ist — als Fundamentalmatrix 
einer Algebra w vom Geschlecht (6, 1) deuten, wenn 6 die Zeilenzahl von A 
ist. Dann erkennt man namlich sofort, daB — unter q das Ideal der Elemente 
von w, deren Quadrat verschwindet, verstanden — r + s der Rang von w/q. 


11) Wir benutzen bei Matrizen das Zeichen ; fiir die direkte Summation in dem 
bei Mac Duffee (a. a. O, S. 81) erklarten Sinne. 
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2¢ der Rang von q/D (n: q, q) = s der Rang von D (n:q,q)/n: w ist. 


r+e 
Die Invarianz von J a;z? = s Oia z, (A = (a,,)) ist trivial, und die 
i,k= 


i=1 


Invarianz der GréBen ITI folgt jc, daB eine zwei Normalformen ineinander 
iiberfiihrende Matrix X die Zerlegung X = X, + X besitzt, wo X, r-reihig 
ist. Wir zeigen nun, daB die behauptete Normalform existiert. Wir fassen 
wieder A als Fundamentalmatrix einer Algebra w auf und wiahlen die 
W,,..., Wy 80, daB jedes Ideal der Kette 

w>qZS> D(n:4,9) >: 





mod w? einen hinteren Abschnitt dieser Reihe zur Basis hat. A hat dann die 
Form 


A, DC @ 
D’ BOO 
4=lco 0 0 0 
0 000 


wo A, eine (n, n)-reihige, die Null nicht darstellende Matrix, B (m, m)-reihig 
regular mit verschwindenden Diagonalelementen und C (n, s)-reihig vom 
Range s ist. Es ist alo n—s=r=0O, und da B wegen p=2 als 
schiefsymmetrisch angesehen werden kann, gibt es eine ganze Zahl ¢ mit 
m-==2t. Ist D + 0, so erkennt man sofort, daB sich wegen |B] + 0 zu 
den Basiselementen von w mod q immer Elemente von q so hinzufiigen lassen, 
daB D = 0 wird. Da C den Rang s hat, gibt es eine (n, n)-reihige regulire 


Matrix X, mit X,C = » ), und da B schiefsymmetrisch ist, eine (m, m)- 
( ;) + + ( 5) (Mac Duffee, 
a.a.O., 8.52). Durch X = X,+ ¥+ E;_,_., gewinnen daher B und C 
die fiir die Normalform vorgeschriebene Gestalt. Da es nun nach unserem 
Hilfssatz eine (n, n)-reihige regulire Matrix X, mit oberhalb der Diagonale 
verschwindenden Elementen so gibt, daB X,A,X, Diagonalmatrix ist, und 
man zufolge der speziellen Gestalt von X, eine (s, s)-reihige regulare Matrix Z 
so finden kann, da8 die Transformation von A mit X = X,+E£,,+Z 
+ Es_»—m-—s die gewonnene Normalform fiir C nicht zerstért, ist der Existenz- 
beweis fiir die Normalform erbracht. Seien nun zwei Matrizen A, A in der 
Normalform mit Ag = (a;,...,@,,4,..-,@,), Ag = (G;,...,@, @,..., @,) 
und iibereinstimmenden Invarianten vorgegeben. Aus der Gleichheit der 
Invarianten II folgt die Existenz von vier Matrizen (2, x), (Y; x), (Zi x), (24%) mit 


(5. 3,) a,=2 Dip ty + 2 zh a, , 
(5. 33) a, =2 Zip % + px Ye a, 


reihige regulare Matrix Y mit YBY’ = 
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und aus dem Ubereinstimmen der Invarianten III folgt die Existenz einer 
regularen (r, r)-reihigen Matrix X, mit X,A,X, = A,, wenn wir (a;,..., a) 
= A, und entsprechend (@,,...,4,) = A, setzen. Durch Vergleich mit 
(5. 3,) ergibt sich daraus, da ja A, die Null nicht darstellt, (z,,) = X, und 
2;» = 0. Es ist also auch (y,,) = X, regular. Setzen wir noch (a,, . . ., a,) = A,, 
(@,,...,@,) = A, und (z,,) = Z, so folgt aus (5. 3,), daB in der symmetrischen 
Matrix X,A,X,+4-ZA,Z’ —A,=R die Diagonalelemente verschwinden 
und es daher eine (s, s)-reihige Matrix U, mit U,.X,+ X,U, = R gibt. Setzen 
wir noch X,A,Z’ X,-! = U, so rechnet man leicht nach, daB mit 


6 6 U 0 
\z i Ti 
X=ui0 © By, 0 0] A=b—1r—2(8+20) 
®e@e¢exz7* «@ 
0 0 0 0 &, 





die Beziehung XAX’ = A gilt, w. z. b. w. 

Zusitzlich bemerken wir noch, daB, wie leicht einzusehen, nur im Falle 
t= 0 A auf Diagonalform gebracht werden kann. Unser Algebrenproblem 
wird nun gelést durch 

Satz 4. Im Falle p = 2 sind zwei Algebren vom Geschlecht (4, 1), deren 
Fundamentalmatrizen in der Normalform durch Ay = (a,,...,4,+,5),t bzw. 
Ay = (@;, . . ., 4,4), t gegeben sind, dann und nur dann isomorph, wenn 

lr=fr,s=3,t=t gilt, 


rte r+s 
2. es ein c + 0 80 gibt, daB sowohl die Formen c+ 54;%2 und ¥ a; 2? wie 
i=1 i=1 
die Matrizen (und zwar im Sinne von (5. 1)) (ca,,...,¢@;) und (ay, . . ., @) 


diquivalent sind. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 3. Man erkennt ferner leicht die 

Giiltigkeit der Beziehung 

r+2(s+t) = 6 
und die Tatsache, daB der Elementarindex 7 dann und nur dann < 3 ist, 
wenn r = s = 0 gilt. 

Wir sind jetzt in der Lage, fiir 6 = 2 alle Typen aufzuzeigen. Um aus 
jedem Typus eine Normalform herausgreifen zu kénnen, betrachten wir im 
Grundkérper die durch a ==a erzeugte Einteilung in Quadratklassen und 
reprisentieren jede Klasse durch eins ihrer Elemente. Die aus den von Null 
verschiedenen Quadraten bestehende Hauptklasse soll dabei durch 1 repra- 
sentiert werden, und in Analogie zur Zahlentheorie wollen wir ein solches, im 
folgenden dauernd beibehaltenes Reprisentantensystem als System der 
quadratfreien Kerne bezeichnen. Nach Satz 2 werden nun im Falle p + 2 
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alle untereinander nicht isomorphen Normalformen des Geschlechts (2, 1) 
durch 


A. w? = w,, w,w,=0, w? = aw, 


dargestellt, wenn a alle quadratfreien Kerne durchlauft. Fiir p = 2 erhalten 
wir wegen r + 2(s +t) S 2 die Normalformen der Typen mit r = 3 zu 


= W 


lLr= « 


s=0@0, ¢=0: w w,v,=0, w, = 0; 


2 
2 
2 


a " 
3.7=0, s= 1, t=0: w? = ww. WW, = W 


as » ww, = 090; 


2 


3.r=2, s=0, t=0: w?=w, ww, =0, w; = aw,, 


wo a die quadratfreien Kerne mit Ausnahme der Werte 0 und 1 durchlauft. 
Fiir a = 0 geht 3. in 1. iiber, und fiir a = 1 erhalten wir nach einer Trans- 
formation die Form 2. Fiir r = 3 gibt es also keine Ausnahmetypen. Anders 
dagegen fiir r = 2: aus r= s = 0 folgt t = 1, also 


2 ’ 2 
B. w, =0, ww,=w,, w, = 0. 


Diese Ergebnisse lassen eine interessante Nachpriifung durch den von 
Scorza [4] behandelten allgemeineren Fall ,,Rang=Index‘‘ zu. Scorza hat 
dabei aber die Méglichkeit des Falles p = 2 nicht in Betracht gezogen, so 
da8 bei ihm der Ausnahmetyp B unter den nichtkommutativen Systemen als 
das ,,schiefsymmetrische Ausnahmesystem‘ erscheint. Um fiir p+ 2 die 
Normalformen des Geschlechts (2,2) zu erhalten, brauchen wir nach Satz 1 


10 
nur die Fundamentalmatrix (, a) von Typ A als Koeffizientensystem der 


quadratischen Fundamentalform zu nehmen: w} + aw? = 0. Vertauschen 
wir noch w, mit w, und ersetzen a durch — a, so haben wir: 


. ae Pe, ' 
C. OU, =U, WH,=—,, UW, = a), 


wo a die quadratfreien Kerne durchlauft. Um auch fiir p = 2 die Normal- 
formen aufstellen zu kénnen, beachten wir, daB eine binare quadratische 
Form bei p = 2 durch Transformation der Variablen und Multiplikation mit 
einer von Null verschiedenen Konstanten immer auf eine der beiden Formen 
az* — y*, ax* + zy — y* gebracht werden kann. Der erste Ausdruck liefert 
uns dieselbe Normalform wie C, nur durchlauft jetzt a ein Repriasentanten- 
system der durch 

_ Ata+ B? 
~ Qa + D®’ 


‘ A B 
(5. 4) ° p|*° 





erzeugten Klasseneinteilung (der Repriasentant der aus allen Quadraten be- 
stehenden Hauptklasse sei 0). Die restlichen Typen betrachten wir, um 
formale Schwierigkeiten zu umgehen, nur fiir den Fall eines quadratisch- 
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separabel-abgeschlossenen Grundkérpers”). Dann lat sich nimlich az? 
+a2y—y’ in cy — y* transformieren, und wir erhalten: 


D. wi = wi, W\W,=—w,, w? = w;. 


Da das Geschlecht (2, 3) nur den bekannten Typ ,,maximalen Ranges‘ ent- 
halt, haben wir damit alle nilpotenten Algebren vom Defekt 2 und Index 3 
dargestellt. 


Gehen wir nun zur Betrachtung des Falles 6’ = 2 fiir 6 > 2 iiber. Die 
Isomorphie zweier Algebren mit den Fundamentalmatrizen A, B bzw. A, B 
driickt sich dann in Gleichungen der Form 
aA+bB=X'AX |a b 


5.5 a 
= cAtdB=xX'Bx |e d 





+0, .|X| +0 





aus. Wir bendétigen also fiir das Folgende eine Invariantentheorie der Paare 
symmetrischer Matrizen. Eine solche ist aber explizit nur fiir algebraisch- 
abgeschlossene Kérper mit von 2 verschiedener Charakteristik und fiir Paare 
A, B, bei denen B denselben Rang wie die mit den Unbestimmten u,v ge- 
bildete Matrix «A + vB hat, entwickelt (Dickson [3], 8. 109f.). Wir wollen 
daher auch bei unserem Problem den Grundkérper als algebraisch-abge- 
schlossenen mit p + 2 annehmen, und — was nach (5. 5) stets méglich ist — 
das Fundamentalmatrizenpaar so normiert denken, daB B den Rang von 
uA +vB hat. Unter Benutzung der Elementarteiler (A — A,)13) und der 
Minimalgradzahlen (Dickson [3], 8.127) eines Matrizenpaares formulieren 
wir dann den 

Satz 5. Zwei durch ihre Fundamentalmatrizen A, B bzw. A, B definierten 
Algebren vom Geschlecht (5,2) tiber einem algebraisch-abgeschlossenen Grund- 
kérper K mit von 2 verschiedener Charakteristik sind dann und nur dann iso- 
morph, wenn die Elementarteilerexponenten und Minimalgradzahlen der Paare 
A, B und A,B iibereinstimmen und die Elementarteilerwurzeln 2, und i, 
durch eine projektive Transformation 


- ai,t+6 
5.6 A= =, 
(5. 6) J cA,+d 


a 
c 





b 
a see 
on hit en. 


74 





Zusatz. Hat das Paar A, B nicht mehr als drei verschiedene Elementar- 
teilerwurzeln, so bilden die Elementarteilerexponenten zusammen mit den Minimal- 
gradzahlen ein vollstindiges Isomorphiei rantensystem. 





12) Das ist offenbar damit gleichwertig, daB im Grundkérper zu jedem a eine 
Wurzel von 2* + z + a = 0 existiert. 

18) Wobei 4; als Hlementarteilerwurzel, e; als Elementarteilerexponent bezeichnet 
werden soll. 











252 G. Pickert. 


Die Invarianz der Minimalgradzahlen ergibt sich daraus, daB sie allein 
durch die Schar uA + vB definiert sind. Um das Verhalten der Elementar- 
teiler festzustellen, beachten wir, daB in (5.5) c und d so beschaffen sein 
miissen, daB fiir jede Elementarteilerwurzel A, von A, B 
(5. 7) ch, +d+0 
gilt; denn sonst hatte — wie sich mit Hilfe der bei Dickson ((3], 8. 131) auf- 
gestellten Normalformen sofort ergibt — B einen kleineren Rang als B, 
wihrend doch «A + vB nach (5.5) denselben Rang wie uA + vB hat. 
Man erkennt ferner, daB die als Quotienten von gréBten gemeinsamen Teilern 
von Unterdeterminanten der in K [u,v] gebildeten Matrix uA + vB ein- 
gefiihrten invarianten Faktoren (Dickson [3], 8. 88 und 102) in der Form 
J (u,v) = I (u A, + v)” zerfallen, wo die (A, — A)” gerade die Elementar- 


teiler von A, B sind. Die invarianten Faktoren von A, B bestimmen sich 
nun auf dieselbe Weise aus der Matrix 


(aA + b6B)u+ (cA +dB)v = (au+cv)A + (bu +dv)B 
zu J (u,v) = I] (uA, + v)", wo die (Ay — 4)” die Elementarteiler von A, B 
sind. Mit einem konstanten Faktor C + 0 ist also 
J (u, v) = C-J (au+cv, bu+dbv), 

und daraus folgt wegen (5.7) g;=g, und die Gleichung (5.6), w. z. b. w. 
Stimmen umgekehrt die Paare A, B und A, B in Elementarteiler- 
exponenten und Minimalgradzahlen iiberein und gilt eine Beziehung (5. 6), 
so stimmen nach dem eben Bewiesenen die Paare A, B und aA + bB, 
cA + dB in Elementarteilern und Minimalgradzahlen iiberein, woraus sich 
(Dickson [3], 8. 131) die Existenz einer reguliren Matrix X ergibt, mit der die 
Beziehung (5. 5) gilt, w.z.b.w. Die Richtigkeit des Zusatzes folgt daraus, 
daB8 einmal die Tatsache ,,A, B besitzt héchstens drei verschiedene Elementar- 
teilerwurzeln‘‘ isomorphieinvariant ist, und zum anderen bekanntlich jedes 
Tripel von verschiedenen Elementen durch eine passende projektive Trans- 
formation in ein beliebig vorgegebenes anderes Tripel verschiedener Elemente 
iibergefiihrt werden kann. 

Das Problem unseres Satzes ist schon bei Hazlett (a. a. O., § 18) behandelt, 
doch umfaBt das dort gewonnene Ergebnis — obwohl] Hazlett diese Tatsache 
nicht erwahnt — nicht den Fall |uwA + vB] = 0, in dem im allgemeinen die 
bei Hazlett gar nicht in Betracht gezogenen Minimalgradzahlen durchaus 
wesentliche Invarianten sind. 

Die schon zum Beweis von Satz 5 notwendige Voraussetzung der alge- 
braischen Abgeschlossenheit des Grundkérpers laBt eine Untersuchung der 
Fille 6’ > 2 fiir allgemeines 6 als wenig aussichtsreich erscheinen. Da ein 
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algebraisch-abgeschlossener Kérper iiber jeden Unterkérper. iiber dem er 
endlich ist, separabel sein muB, reichen aber schon unsere fiir 6’ = 2 gewonnenen 
Ergebnisse nicht mehr zu der gemiB § 4 vorzunehmenden Untersuchung der 
Algebren mit 2 > 0 hin, fiir die wir ja die Strukturtheorie der nilpotenten 
Algebren iiber dem Radikalrestklassenkérper benétigen. Wir miissen uns 


daher im folgenden auf die Behandlung der Faille 6’ = : oe a, 1, ales 4 





beschrinken. 





§ 6. 
Handhabung der Methode in den Fallen 
s — $(6 + 1) 1. 6(6+1) 1. 


2 2 


Wegen der verhiltnismaiBig komplizierten Bauart des Ausdruckes (4. 5) 
beschrinken wir uns auf den Fall g, > 2 (d.h. e, >1, wenn p = 2), fiir 
den also 4; = 0 (¢ = 1,..., A) gilt. In den folgenden Siatzen erwihnen wir 
diese Voraussetzung gar nicht mehr besonders. 


Fiir 3 = 2et") nehmen wir YB in ausgezeichneter kanonischer Dar- 
stellung an, d.h. die w, (J = 1, ..., 6’) werden durch die w,w, (( Sk; 
i,k = 1,..., 6) gebildet. Es gibt also keine Y8-Invarianten. Ersetzen wir 
in den Gleichungen von § 4 iiberall den von 1 bis 6’ laufenden Index durch ein 
Indexpaar (ik) mit i S k(i,k = 1,..., 4), so erhalten wir ohne Miihe 


dé» —1 fir l=i, h=k und l=k, h=i; di? =0 sonst; 
Zin dh) = Xj X yy i Xi, Xp, fir 1<h, Ziwnan = Xj, Xp 
Aus (4.12) wird daher (wieder mit 7 > 9): 
x (fisx Vit + fitx Vis) +2 Jitur) (XusXve + XuiXvs) = Jiist) | 
fir s<t, (6. 1) 
= hese Vis + 2 Swe XusXee = Jitss)- 


Die Strukturtheorie der ersten Typenklasse erster Stufe (und damit der ersten 
Stufe iiberhaupt) ergibt sich nun in aller Vollstindigkeit aus den Satzen 3 
bis 5 von § 4. Fiir o = 0 nehmen die Gleichungen (6. 1) die Gestalt an: 

XJ itu) (XusXort+ XurXee) = Gin fiir s<t, 


(uv) 


Py Iu XusXos = Giiss)> 


(uv) 
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woraus sich die Beziehungen 


= Gitar) Zu Ze = p Ji(st) Vs Ve (¢ = 1, s*%9 6) 
Se sat 


% = 2 Xan (6 = 1, ..., 8) 

ergeben. Es gilt also der 

Satz 1. Im Falle & =°@+) bilden die Simultaninvarianten der 
quadratischen Formen 2 iin x, x, (l = 1, . . ., A) ein vollstdindiges Invarianten- 

is 

system fiir die Typen der letzten Stufe. 

Das Problem der Aquivalenz von 4 quadratischen Formen in 6 Variablen 
ist fiir allgemeines A und 46 nicht explizit gelést. Fiir Spezialfille, z. B. 6 = 1, 
dagegen lat sich die Lésung ohne weiteres hinschreiben. Lassen wir fiir 


6 = 1 iiberall den von 1 bis 6 laufenden, also iiberfliissig gewordenen Index 
fort, so gilt der 


Satz 2. Die h-te Typenklasse erster Stufe der Algebren vom Defekt 1 
wird durch das aus den 

1. f, mit i> h, 

2. g mit i<h, 

i 
3. 2 Fi(A)g, @=h+1,..., a) 
k=h+1 
mit A= (fy)ongs,..djked nd 
gebildete vollstindige Invariantensystem beschrieben. Fiir die h-te durch g, = 0 
fiir i<h, gn + 0 definierte Typenklasse letzter Stufe bilden 

1. der quadratfreie Kern von gp, 

2. die = mit i>h 
ein vollstiindiges Invariantensystem, und aufer diesen 4 Typenklassen gibt es 
in der letzten Stufe nur noch den durch g; = 0 (i = 1, .. ., A) gekennzeichneten 
Nulltypus. 

Die Behauptung des Satzes ergibt sich fiir die erste Typenklasse erster 
Stufe sofort aus Satz 4 von § 4, und fiir die iibrigen Typenklassen gewinnen 
wir sie, indem wir beachten, daB die genaue Ubertragung der zu Satz 4 fiihren- 
den Entwicklungen auf die h-te Typenklasse neben den /, (¢ + h) als einzige 


EE 
Invarianten die ¥ F, (B)g,(i=1,....4-—1,h+1,..., a) liefert, wo 
keh 


B= (fixdics,..h—1,8 + 1-044 =1,...218t: Da fy=0 fiir iA gilt, verschwinden 
in B die ersten h — 1 Zeilen, weshalb wegen F (B) = E — BG (B) (siehe 
S. 243) in F} (B) die ersten h — 1 Zeilen gerade die h — 1 ersten Einheits- 
vektoren sind, woraus man sofort die Behauptung erkennt. Die fiir die letzte 
Stufe ausgesprochene Behauptung folgt direkt aus Satz 1. 
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Fiir spitere Anwendungen leiten wir noch eine Folgerung aus (6.1) her: 
Im Falle 6 = Agehen diese Gleichungen fiir die zweite Typenklasse (0 = 6 — 1) 
iiber in 
9i(st) + Xi 9: (89) + x, 98) + 2X, Xt 94 (0) 
+ 2 (fis Viet fete Ves) = Gen fir 8s <Ct< 4, 


(6.2) \ Gees) + Xs Gites) + XP HH + x fier Ves = Yi(en fir 8s < 4, 


X53 Gites) +2 XIX, HH + LZ free Vie = Gives fiir s < 4, 
X3} Gian = HEH, Xe~O (i =4,..., A). 


Man braucht nur X;; = X, zu setzen, um unter Beachtung von (4. 8) und 
der aus (4. 6) folgenden Beziehung f;; = 0 die Identitaét sofort einzusehen. 
In den Falien 6’ = 1 und 6’ = soe — 1 bilden im Gegensatz zu dem 


bisher behandelten Fall die ¥8-Invarianten einen durchaus wesentlichen Teil 
des aufzustellenden Invariantensystems. Fiir jedes Wertsystem der ¥B-In- 
varianten nun wahlen wir eine Normalform von %3 — und zwar eine aus- 
gezeichnete kanonische Form von der auf 8. 243 oben beschriebenen Eigen- 
schaft — aus und normieren auf diese. Dadurch ist das Problem der Be- 
stimmung der ¥8-Invarianten zuriickgefiihrt auf die Aufgabe, diese Normal- 
formen aufzustellen. Bei 6’ = 1 ist, — wir setzen d},—d,,— in der s-ten 
Stufe (s = Min (A,6)—@+1) die Matrix (d,,);,~, .., invariant bis 
auf einen von Null verschiedenen skalaren Faktor. Da nun das erste nicht 
verschwindende der lexikographisch geordneten d,, auf 1 normiert ist, haben 
wir den Teil 





D, = (Gin)i, x=, ..0¢ 


der aufzustellenden Normalform bereits bestimmt. In einem Sonderfall 
kénnen wir auch iiber den iibrigen Teil der Normalform eine verhiltnismaBig 
erschépfende Aussage machen: 

Satz 3. Ist D, regulir, so werden die Normalformen der Multiplikations- 
tafel von YB durch D, + A angegeben, wo A ein Reprisentantensystem der durch 
(5. 1) erzeugten Klasseneinteilung der (6 — @)-rethigen Matrizen durchliiuft. 


~~ 
Denn mit D = (¢ 4} und X = (0! ve 9 


C D 
und aus (7 r) % 3) (‘ y] = e( 3) folgt c = 1, Z = 0 und 

Y’ = B, womit alles bewiesen ist. 

Ist |D,| = 0, so laBt sich keine allgemeine Aussage mehr machen. Wir 
beschranken uns daher darauf, fiir 6 = 2 und g = 1 ein vollstiandiges Normal- 
formensystem anzugeben. Die Aufstellung gelingt leicht unter Anwendung 
17* 


erhalten wir D = D, + B, 
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von Satz 3, und auch der Ausnahmefall | D,| = 0 bietet, da ja dann d,, = 0 
ist, keine besondere Schwierigkeiten. Fiir p + 2 erhalten wir so: 

IL wi = wi, w,w,=0, w? = aw, 


wo a alle quadratfreien Kerne durchliuft, 


ll 


II. wi=0, w,w,=—w;, wi = 0, 


Il. wi=0, w,w,=0, w? = w}, 
wahrend bei p = 2 noch die Ausnahmeform 

IV. wi=0, ww, = wv, wz = wv; 
hinzutritt. 

Zufolge der Normierung der Multiplikationstafel gilt nun mit Z,, = Z + 0 
(siehe 8.240) und (X,,) = X’: X’ (d;,) X = Z(d,,). Dadurch wird also 
sowohl der Bereich der zulissigen X;, wie der der Z eingeschrankt. Die Z 
bilden nun offenbar eine multiplikative Gruppe, die wir als die zu der be- 
treffenden Normalform gehérige Multiplikationsgruppe 3 bezeichnen wollen. 
Es gilt nun der 

Satz 4. Im Falle 6’ = 1 bilden fiir die erste Typenklasse s-ter Stufe bei 
vorgegebener Normalform fiir UW die bis auf einen gemeinsamen Faktor aus der 
Multiplikationsgruppe invarianten Ausdriicke 


= Fil(A)o (6 =e4+1, ..., a), 
i ted q 


. . . i 
wortn A = (4); =o 4+1,...,4k=1,..,4t=1,...,0 MU A, =X hine din gesetzt 
ist, zusammen mit den 
feG=et+1,...,4; &=1,...,@) 


ein vollstindiges Invariantensystem. Fiir die letzte Stufe wird ein solches durch 
die ebenfalls bis auf einen gemeinsamen Faktor aus der Multiplikationsgruppe 
invarianten g; (i = 1, ..., A) gebildet. 

Denn aus (4. 12) folgt 2 hinedinVae + ZG: = 4 (0 = 0 + 1,..., A), und 


daraus ergibt sich nach dem Hilfssatz von §4 und auf Grund der Tatsache, 
daB f;,, = 0 fiir 0 = 0 gilt, sofort die Behauptung. 

Die einzige noch zu lésende Aufgabe ist also die explizite Bestimmung 
von 3. Offenbar besteht 3 fiir g@ = 6 nur aus dem Einselement, wodurch die 
Behauptung von Satz 4 — wie es ja auch sein mu — in die von Satz 4, § 4 
tibergeht. Ebenso enthalt 3 nur die Eins, wenn D, + 0 (9 > 0) ist. Der ent- 
gegengesetzte Fall, nimlich da8 3 aus der vollen multiplikativen Gruppe des 
Kérpers K (a)™) besteht, tritt, wie man leicht einsieht, in der letzten Stufe 


4) K (a) gebrauchen wir im folgenden als Abkiirzung fir K (q,,.. ., a,). 
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auf, wenn K (a) quadratisch-abgeschlossen oder der Elementindex r = 2 
ist. Eine allgemeine explizite Bestimmung von 3 ist ohne nahere Kenntnis 
simtlicher Normalformen unméglich. Wir beenden daher unsere Unter- 
suchungen des Falles 6’ = 1 mit der Angabe der Multiplikationsgruppen fiir 
die oben aufgestellten Normalformen im Falle 6 = 2, 9 = 1: 

3, besteht aus dem Einselement, 

3n besteht aus allen von Null verschiedenen Elementen aus K (a), 

31m besteht aus allen von Null verschiedenen Quadraten aus K (a), 

3ry besteht aus dem Einselement, 
und fiir die in § 5 aufgestellten Normalformen des Falles 6 = 2, 9 = 0: 

3, besteht aus allen von Null verschiedenen Elementen der Form 

z+ ay" aus K (a), 

3, besteht aus allen von Null verschiedenen Elementen aus K (a). 

Wir wenden uns nun dem Falle 6’ =r —1(6 = 2) zu, wo die 
Multiplikationstafel von YB am einfachsten durch die quadratische Funda- 
mentalform f(w,,...,#;) = 0 dargestellt wird. Die X,, werden dann 
dadurch eingeschrankt, daB f(z,,..., 2) = cf (Z,,..., Zs) sein soll mit 
a, = YX,,.r, unde +0. Die Z,, bestimmen sich offenbar eindeutig aus 
den X;,. In (4.12) nimmt nun das Glied * 9:11:21, keine so einfache Gestalt 
an wie bei 6’ = 1. Eine weitere Behandlung des Strukturproblems ist hier 
ohne die nahere Kenntnis der Normalformen und der fiir eine Normalform zu- 
lissigen X,;, unmédglich. Um im nichsten Paragraphen dieses Problem 
wenigstens fiir 6 = 2 behandeln zu kénnen, bestimmen wir noch die Normal- 
formen nebst den zulassigen Transformationsmatrizen fiir 6 = 2, 9 = 1: 
I. wi=w,, w,0,=,, w? = aw, 
wo a fiir p + 2 alle quadratfreien Kerne und fiir p = 2 ein Reprisentanten- 
system der durch A*a+ B? =a(A +0) erzeugten Klasseneinteilung 
(Repriisentant der aus allen Quadraten bestehenden Hauptklasse sei 0) 
durchlauft. 


Zulassige Matrizen: (; =i) fiir a + 0, (, ’) mit z + 0 fira=0 


- 2 wy’ 
w,w, = 0, w, = ,. 


- ’ 
II. wi=w,, w, 


10 
Zulassige Matrizen: ( ) mit « + 0 
z 
III. wi=0, w,w,=w,, w2 = w,. 


10 
Zulassige Matrizen: it 0. 
ulassige Matrizen () ) mit 2 + 
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Im Falle p = 2 gibt es noch Ausnahmeformen, die wir aber wieder nur 
fiir quadratisch-separabel-abgeschlossenes K (a) betrachten. Dann gibt es 


nur noch: 
“ee wk 5 of 
IV. w=, 0,0,=W,, Ww) = w,. 


on : 10, /1 0 

Zulassige Matrizen: ( i) . 1): 

In I und IV erkennen wir die in § 5 hergeleiteten Normalformen C und D 
wieder. Die Aufstellung der zulissigen Matrizen fiir diese beiden (Fail 9 = 0) 
ergibt fiir C, und zwar unabhingig vom Wert der Charakteristik: 

x y “a zy . 2 at 
head + ) mit 2 ay’ +0 fir a+0, (5%) mit 2+0, 2-+0 fir a =0, 


z 


und fiir D: 


( 7 ( a mit z+ 0, y + 0. 


§ 7. 
Die Algebren vom Defekt 2 und Index 3. 


Wie im vorigen Paragraphen beschranken wir uns auch hier auf den Fall 
q, > 2. Fiir jeden Wert von 6’ = 1, 2, 3 ergibt sich nun die Strukturtheorie 
der Typen erster Stufe sofort aus den Sitzen 3 bis 5 von § 4, denn die Uber- 
tragung der dort fiir die erste Typenklasse gewonnenen Ergebnisse auf die 
h-te Typenklasse ergibt weder Komplikationen noch nennenswerte Verein- 
fachungen. Wi¢ brauchen also nur noch fiir jeden der Werte 5’ = 1, 2, 3 die 
Fille 0 = 1(A=} 2) und 0 = 0 zu behandeln. Dabei beachten wir, daB die 
h-te Typenklasse zweiter Stufe auBer durch f/,, = 1, /,, = 0 (¢ = 1,..., A) 
noch durch 


(7.1) fy =0 fir i<h 


gekennzeichnet ist. Im folgenden fiihren wir die Invarianten /,, (i > h) 
nicht mehr besonders an. Multiplizieren sich die nicht sémtlich verschwinden- 
den GréBen A,, ..., A, (n > 1) bei einer Transformation mit demselben von 
Null verschiedenen Faktor, so kénnen wir diesen Tatbestand auch so aus- 
driicken: Die Verhiltnisse A,:...:A, sind invariant. Fiir das Folgende 
ist es zweckmaBig, diese Formulierung auch auf die Fille A; = 0(¢ = 1, . . ., ») 
und m = 1 auszudehnen. In diesen beiden Fallen bedeutet sie einfach, daB die 
Beziehungen A, = 0 (i = 1,...,”) invariant sind, bzw. daB man A, auf 
die beiden Werte 0 und 1 normieren kann. 
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@ = 1. Nach §6, Satz 4 erhalten wir — fiir die h-te Typenklasse tritt 
hier wegen (7.1) eine ahnliche Abanderung auf, wie in § 6, Satz 2 —, wenn 
a 


G, = 2% (A) Gx (0 =h + 1, eee 4) mit A = (fiawdimnss, oop 4; bol,...,4 
gesetzt wird, fiir die auf S. 256 aufgestellten Normalformen die vollstandigen 
Invariantensysteme : 


Poe a oe eee 


Ill: 8 93 = --- =%-, = 9. 





Wenn G, das erste nicht verschwindende G, ist, der quadratfreie 
G 
Kern von G, und die a (k < 4). 
o 
2.9 =0 ((<k<h), gy + 0. 





G, 
Der quadratfreie Kern von g, und die a (k<i< h), e (i > h). 
k k 
o = 0. Fiir die in §5 aufgestellten Normalformen A und B erhalten 
wir die vollstandigen Invariantensysteme: 


A: Wenn g, das erste nicht verschwindende g, ist, der Reprisentant 
von g, aus einem Repriisentantensystem der durch 


(7. 2) (A#+ay*)g=9, 2+ay*? + 0 
erzeugten Klasseneinteilung und die ; (§ = &+1,..., A). 
k 
B: Die Verhiltnisse g,:...:9 


a 


@ = 1. In der A-ten Typenklasse erhalten wir unter Anwendung des 
Hilfssatzes von §4 nach (4.12), worin wir i die Werte 1,...,h —1, 
h+1,..., 4 annehmen lassen, und (7.1) mit den Bezeichnungen 

a 


Gir = 2 ws (A) ger (@} = h+1,..., 4; 1 = 1, 2), 


A= (fiasdimn+ en oe Rae 
fiir die auf 8. 258, aufgestellten Normalformen die vollstandigen Invarianten- 
systeme 


I: la+0. 





9, (1 <h), G;, (¢ > A) und die bis auf einen gemeinsamen Vor- 
zeichenfaktor invarianten g ; (i < h), G,, (t > A). 
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2.a= 0. 
Gy (i <h), G;,(¢ > A) und die Verhiltnisse 
ea- +++ Gams, 9° Faaae-+ +> 2 Gay. 


II: g,, («<< A), G@,, (¢ > A) und, wenn es ein erstes nicht verschwindendes 
9.» gibt, der quadratfreie Kern von g,, und die m2 (k < i+h). 
k2 
III: 1. Alle g,, = 0 





die Verhiltnisse g,,:... 29,312 @aau3----2@,. 

2. guy das erste nicht verschwindende q,,. 
Jia (t = k, ..., 4), mnachdem g,, auf seinen quadratfreien Kern 
normiert ist. Die weiteren Invarianten sind von Fall zu Fall 
verschieden : 
p = 2: 9, (@<h), G,, (i> A). 


9 
p+ 2: a) k<h. 





Bis auf einen gemeinsamen Vorzeichenfaktor g,, (t< k), 

[9 Ji 2 | (k<i< hy, G,, Gis | 

\9e1 Yee 1Jer Gke| 
b) k>Ah. 

Wenn / das gréBte 7 S A+ 1 mit G,, = 0 (i <9) 

ist, die bis auf einen gemeinsamen Vorzeichen- 

faktor invarianten g,, (t < h), G,, (h< i < J), 


Gi, Gio| ,. 
la G,,| @> 9 


(i > h). 





IV: 9i2 (Gir + 9iads Giz (© <A); Gy (Gy + Gia), Gig (@ > A). 
o = 0. Fiir die in §5 aufgestellten Normalformen C und D erhalten 
wir nach (4. 12) unter Benutzung der am Ende von § 6 stehenden Ergebnisse: 
C:la+0. 





Die Transformationsformeln lauten: 
gir =(P+ay)Kit 2aryKHe, 
Jia = 2rygit(@t+ay) Hs, 
Daraus ergeben sich die vollstaéndigen Invariantensysteme in den 
Fallen 


p = 2: a) Alle g,, = 0. 


(= 1, ..., a). 


Wenn es ein erstes nicht verschwindendes g,, gibt, 
der Repriasentant von g,, aus emem Repriisentanten- 





Strukturtheorie der kommutativ-assoziativen Algebren. 261 


system der durch (7. 2) erzeugten Klasseneinteilung 
und die %2 (§ =k +1,..., a). 


Ix 


b) g,, das erste nicht verschwindende g,,. 





Der Reprisentant von g,, aus dem unter a) be- 


91 G=k+1,..., a) und 


ki 


schriebenen System, 





9s — 
i. (¢ = 1,..., 4). 
p + 2: K(a) sei quadratisch-abgeschlossen (fiir allgemeines 
K (a) la8t sich das Invariantensystem in keinem Falle 
explizit anschreiben). 


a)a=1. a) gf = gf, (¢=1,..., A). 





Wenn, falls es ein erstes nicht verschwindendes g,, 
gibt, auf g,, = Jy. = 1 und, falls es ein erstes k > h 
mit 9, + 9. + O gibt, auf g,, = 1 normiert wird, 
Jia Ji, (0 FA, 1 + Rk). 

B) 93, — G25 (¢ < hy), Gi - Gio: 

Nachdem auf g,, = 1, 9,. = 0 normiert ist, g,, (+=h) 
und bis auf einen gemeinsamen Vorzeichenfaktor die 
Gio ( + h). 

b) a + 1. 








Wenn, falls es ein erstes nicht verschwindendes Paar 
Ini Ing Qibt, auf g,, = 1, g,, = 0 normiert wird 
(was wegen a + z* méglich ist), 

Ii (¢ P h), 
und bis auf einen gemeinsamen Vorzeichenfaktor die 


IJi2 (0 > h). 
2.a = 0. 





Wenn, falls es ein erstes g,, += 0 gibt, auf den quadratfreien Kern 
von g,, normiert wird, 


9;, (& = h). 
Die weiteren Invarianten sind von Fall zu Fall verschieden: 
p = 2: die Verhiltnisse g,5:...: 9), 
p + 2: die Verhiltnisse 


Je+1,2 GYe+i,1 
Jk 2 Jer 


Jae Jar 
9x2 Jir 


Jigi +++? Je—1,2: 
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D: Die Transformationsformeln lauten 
i. = PY, oder = ¥ Gis + 92) 
Gio = (+ YP I +P He 
Sie lassen sich ohne Miihe umformen zu 
G1 + 9x92 = (Y)? Gis + Ger Ge) 
(2 + 98 Gis +9Ger 9:2) = Gia + (2+ YH 29a + (ZY)? Gie- 
Wir setzen zur Abkiirzung g/, + g,,9,, = G, und erhalten in den 
verschiedenen Fallen die vollstandigen Invariantensysteme: 
1. alle G; = 0. 
Wenn es ein erstes nicht verschwindendes g,, gibt, der quadrat- 
Vis 


freie Kern von g,, und die rw. (¢> A). 
aa 


2. G, = 0 (i <h), G, + 0. 





Nachdem G, auf seinen quadratfreien Kern normiert ist, 
as % 


Die weiteren Invarianten berechnen sich von Fall zu Fall ver- 


schieden: 
a) Jpg =O (i KE<A), g,, + 0. 





Nachdem g,, auf seinen quadratfreien Kern normiert ist, 


Ie2> o.0 0% 9ia- 
b) gia = 0 (i < A). 
Nachdem g,, auf seinen Reprisentanten aus einem die Null 
enthaltenden Repriasentantensystem der durch 


(Ye, =¢+ (=) oa+%, z+0 


\ x 











erzeugten Klasseneinteilung normiert ist, 


Jno» +++» Jie 
Denn aus der zufolge der Normierung geltenden Beziehung g,, = 9,;, 
folgt im Falle G, + 1: z = 1, woraus sich die Behauptung sofort ergibt. 


Im Falle G, = 1 dagegen erhalten wir daneben noch a 2 Ir Diese 


z 
Gleichung ist nun wegen G, = g}, + 9n19,9 = 1 immer nach z auflésbar. 
Durch Verwendung der so berechneten drei Werte fiir x erhalten wir fiir g,, 
die kubische Gleichung 


27 + (ghe + 1)9iz 2+ (9? (ghe +1)+ ghoG,)z + Gi2 (Gia + ghaG,) = 0. 
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Daraus folgt aber offenbar die Invarianz ihrer Koeffizienten. Da nun 
zufolge der bei der Behandlung des Typus D in §5 vorausgesetzten qua- 
dratisch-separablen Abgeschlossenheit von K (a) 1 und 0 in einer Klasse 
liegen, also sicher g,, + 1 ist, ergibt sich aus der Invarianz des Koeffizienten 
von 2* die Invarianz der g,,,, ---; 9ro- 


Bei Anwendung der Entwicklungen zu Anfang von § 6 ersetzen wir die 
Indexpaare (11), (12), (22) durch die bzw. Indizes 1, 2, 3. 


i 
o =1. Setzen wir (siehe Hilfssatz von §4) G,, = 2 Fi (A) ger 
_ =h+i1 
(@#=hk+1,..., A; t = 1, 2, 3) mit A= Ga ditss,..ch bo 1,..0% so 
erhalten wir fiir die h-te Typenklasse unter Benutzung von (6.2) — worin 
der Index i die Werte 1,...,2h — 1, A+ 1,..., A durchlauft — und (7. 1) die 


volistandigen Invariantensysteme: 
l. g,, =0(i <h), G,, = 0 (i> h). 
a) Jp =O <h), G,, = 0 (6 >A) 
Gi (6 < h), G,, (¢ > A). 
b) Jo = 0. <A), G,, = O(h< i<h), G,, + 0. 











Nachdem auf G,, = 1, G,, = 0 normiert ist, 
Gia(k <i), 9,46 <A), Gy (h<i+h). 
C) Fg =O(TCECKA), Hy + 9. 





Nachdem auf g,, = 1, g,, = 0 normiert ist, 
9, (RIA), G,, (6 >A), Gig (RI <h), G, (i > A) 
2. 9, =O(i< h), G,, = O(h< i < h), G,, +0. 





Nachdem G,, auf seinen quadratfreien Kern normiert ist, 


Gn+ayer +++» Jase 
Die weiteren Invarianten sind von Fall zu Fall verschieden: 
p = 2: Nachdem G,, auf seinen Reprisentanten aus einem Re- 
priisentantensystem der durch G — @ = XG,, + X*G,, er- 
zeugten Klasseneinteilung normiert ist, 








Go \9i2 G 
gia» 911 (gx + a. n @..|) (i < h) 
und die ; 
G,. |Gie G 
Gra, Gis (Gis t+ ge |g? gi’|) G>¥. 
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p + 2: Nachdem G,, auf Null normiert ist, 
Gi, (6 <A), G,, (h < 4) 


und die bis auf einen gemeinsamen Vorzeichenfaktor in- 
varianten g,, (¢ << h), G,, (kh <i + k). 


3. Gis =0(¢< k<h), Is + 9. 





Nachdem g,, auf seinen quadratfreien Kern normiert ist, 


Is» eee 9is- 
Die weiteren Invarianten sind von Fall zu Fall verschieden: 


p = 2: Nachdem g,, auf seinen Reprisentanten aus einem Reprisen- 
tantensystem der durch g — g = Xg,, + X*g,, erzeugten 
Klasseneinteilung normiert ist, 








g r 
Jia, Gir (9 + af m = ) (i < h) 
und die 
: ; 9a Gis Je 2 ° 
Gis, Gir (Ge, T 53, Gi re (¢ > A). 








p + 2: Nachdem g,, auf Null normiert ist, 
9:1 (6 <h), G,, (6 > A) 
und die bis auf einen gemeinsamen Vorzeichenfaktor in- 
varianten g,,(k + i < h), G,, (¢ > A). 
¢ = 0. Um das Ergebnis von Satz 1, § 6 explizit auswerten zu kénnen, 
nehmen wir K (a) als quadratisch-abgeschlossen an, wozu p + 2 notwendig 
ist. Auf irgendeine Weise zeichnen wir einen der beiden Werte a, — a aus 
und nennen ihn den absoluten Wert von a. Ferner fiihren wir die abkiirzende 
Bezeichnung 
496:913 — Gis = A, 

ein. Es ergeben sich dann, wenn wir den trivialen Fall g,, = 9,. = g,, = 0 
(¢ = 1,..., A) fortlassen, die vollstandigen Invariantensysteme: 


1. Alle A, = 0. 


Das erste nicht verschwindende Tripel g,,, 9,., 9,; kann dann auf 
Gn. = 1, Ing = Jus =O normiert werden. 


a) Alle g,, = 9,, = 0 





Gr+azae +> Gar: 
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b) Yess 3 das erste nicht verschwindende Paar. 





Nachdem auf. gx; = Jeg = 0, 9x3 = 1 normiert ist, 
Ji» Jis 
und bis auf einen gemeinsamen Vorzeichenfaktor die g,, (i + h, i+ k). 
2. A; = 0(t< h), A, + 0. 





Es wird auf g,, = 9,; = 1, 9,, = 0 normiert. 
8) 9, = 9s: Jp = 9 (6 = 1,..., A) 
Gir» is (0 + h). 
b) k das gréBte 7 S A mit g,, = 95, Gio = O16 < J). 


Nachdem g,, auf Null und g,, — g, auf seinen absoluten Wert 
normiert ist, 








Gir» Jia (t+ A) 
und bis auf einen gemeinsamen Vorzeichenfaktor die g,, 
(kK t+ h). 
Damit haben wir, von einigen Einschrinkungen bez. K (a) und der 
Bedingung q, > 2 abgesehen, das Strukturproblem der primiren Algebren 
vom Defekt 2 und Index 3 explizit gelést. 


Ill. Die Algebren vom Defekt 1. 
§ 8. 
Einteilung in Typenklassen. 
GemaiB den Entwicklungen von §3 werden die Algebren (f(a), 98), 
(/ (a), YW) durch 


f(a) = +3 fix (a) w* | 


(8. 1) (§ =1,..., a) 





falda) = "ES fun aio 


bestimmt. Der Isomorphismus (f (a), Y8) = (f (@), YW) driickt sich nach § 3, 
Satz 6 unter Beachtung der dort gemachten Festsetzungen durch die Be- 
ziehungen 
a pe | u*, 
(8. 2) | @% = éx (@) 
lw= is (a) wt, X, +0 

aus. Wegen f, (a,) =a; — a, (af , «++, as ,) folgt aus (8. 2): f; (as) = fi (@) 
mod w”. Aus f; (a,) = 0 mod w* (i = 1,..., A) folgt daher im Falle h S q, 
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dasselbe fiir die /,(@,), also wegen (8. 2): /, (@,) =0 mod w*. Das bedeutet 
nun aber nichts anderes, als daB die Aussage™) 


isomorphieinvariant ist. Das gréBte h S Min (q,, 7), fiir das diese Aussage 
Giiltigkeit besitzt, ist also eine Invariante: Alle Algebren mit gleichem h 
fassen wir in der h-ten Typenklasse zusammen. Offenbar gibt es genau 
H = Min (q,, r) Typenklassen, und wir bemerken nebenbei, daB diese Typen- 
klasseneinteilung unabhaingig von der Darstellung (3.1) des Radikalrest- 
klassenkérpers ist. Denn sei K (a;, . . ., a,) eine andere Darstellung, so stellen 
sich, wie man leicht nachrechnet, die /,(a;) als Polynome in den /; (a,) mit 
verschwindendem konstanten Gliede dar; aus /,;(a,) = Omodw* fiir alle i 
folgt also, ebenfalls fiir alle i, /; (¢;)=0modw*. Da aus Symmetrie- 
griinden auch das Umgekehrte gelten muB, ist in Anbetracht der Definition 
der Typenklassen damit die behauptete Unabhingigkeit gezeigt. Da, wie wir 
im folgenden sehen werden, die Typenklassen mit durch p teilbarem h << r 
der Untersuchung wesentlich schwerer zuginglich sind als die iibrigen, wollen 
wir sie die singulédren und die mit pt h oder h = r als die reguléren Typen- 
klassen bezeichnen. Ehe wir auf die Untersuchungen der letzteren naher ein- 
gehen, machen wir noch folgende Festsetzung: Wir betrachten in K (a) 
die Klasseneinteilung, die entsteht, wenn zwei sich nur um eine nicht ver- 
schwindende A-te Potenz als Faktor -unterscheidende Elemente zur selben 
Klasse gerechnet werden. Wir wahlen nun ein Reprisentantensystem fiir diese 
Klassen aus, und zwar so, daB die aus den nicht verschwindenden h-ten 
Potenzen bestehende Hauptklasse durch 1 reprisentiert wird. Jedem 
Element x von K (a) ist dadurch ein Element dieses im folgenden in der einmal 
gewahlten Form beibehaltenen Systems, nimlich der Reprisentant der 
Klasse von x, den wir als h-Kern™) von x bezeichnen, zugeordnet. Wir be- 
weisen nun den 


Satz 1. Fiir die reguliren Typenklassen mit h << H sind die h-Kerne k, , 
der {,, Invarianten, und zu jedem j mit nicht verschwindendem k,,, gibt es eine 
Normalform mit f,(a;) = k;,(a)w,, im der die f,, (i+ 9) Invarianten 
sind. 

Zusatz. Ist die H-te Typenklasse regulir, so enthdlt sie nur den durch 
f, (a) = 0 (¢ = 1,..., 4) charakterisierten Nulltypus. 


Zum Beweis greifen wir ein /,;(a,;) heraus und lassen der Einfachheit 


halber im folgenden den Index j fort. Setzen wir in /; (a) die Ausdriicke aus 





15) Wie in §4 schreiben wir wieder { als Abkirzung fiir / (a). 
*6) Verallgemeinerung des auf S. 33 eingefiihrten Begriffes des quadratfreien Kerns 
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(8. 2) fiir die a, ein, so erhalten wir, wenn wir formal nach Potenzen von w 
ordnen, 


(8. 3) f(a) = f(a) +TZnw*, 


wo die Z,;, nur von den Y;,, nicht aber von den X, abhingen. Setzen wir zur 
Abkiirzung 





(8. 4) Fy, = Di A sl@)®... Xs (a), 
Li, =t, Fpi, =e *o r—2 

so folgt nach (8. 2): 

(8.5) Faw F Fw. 

Da nun — 

(8. 6) {(@)=f(@)+w%-A 


gilt, erhalten wir wegen (8.1), (8.3) und (8. 5) 
(8.7) f(a) = Lhe) Fyewtt* + SZ yi Pee ttt * — wd. 
ke k,le 


Die rechte Seite dieser Gleichung ordnen wir formal nach Potenzen von w 
und schreiben sie in der Form J A,w*', wo also die A; noch keine Elemente 
unseres normalen Reprasentantensystems R zu sein brauchen. Da nun aber 
nach (8. 4 
(8. 8) F,, = X, (a), 
| F,, = iX,(a'—*X,4:(a) + Fi(X,-...X,) fir s>1 
gilt, erhalten wir fiir h < q, (was fiir die reguliren Typenklassen mit h < H 
bestimmt der Fall ist) aus (8. 7): 
A Ay = f(a) X, (a), 
Ans = hh (a)X, (a)'—? X141(a) + G,(X,,...,X,) fir 1D 1. 
Da wegen Df, (a)w'= YA,w' f,(a) = R(A,) + H,(Ay,..., Ag_3) ist, 
folgt aus diesen Beziehungen, wenn wir gleich zu den Elementen von K (a) 
iibergehen, 
(8. 9) | ” fr —_ frX ; 
| foar = AA X48? Xi4,4+F(X,....X,) fir 1S 1. 
Daraus ergibt sich nun erstens, daB der h-Kern k, von /, eine Invariante ist, 
und zweitens, daB fiir k,+ 0 f(a) auf die Normalform k, (a) w* gebracht 
werden kann, sobald h + 0 mod p ist. Wir brauchen zu diesem Zweck nur 
Y,, = 0 zu setzen und die X, aus dem offenbar auflésbaren Gleichungssystem 
kp = i, X*, (hf, X*—*)Xi5, = — F,(X,,...,X), l> 1 


zu bestimmen. 
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Da unsere bisherigen Uberlegungen fiir jedes j gelten, haben wir nach 
(8. 9) fin = fen? X* (6 =1, ..., 4) und daher, wenn wir auff,;, = f;, = k,,+0 


normiert haben: /;, = f;, (¢ #9), Ww. z. b. w. 


Aus dem Beweisgang erkennen wir nebenbei noch, daB man in jeder 
Algebra den f,; , (k = h) abgesehen von der Bedingung /;, = k;, X* (X + 0) 
beliebige Werte vorschreiben kann. In der ersten Typenklasse speziell bleibt 
als einschriinkende Bedingung nur /;, + 0, da aus k,, + 0 stets kj, = 1 
folgt. 

Da Gleichung (8. 9) fiir alle Typenklassen mit h < q, gilt, kénnen wir 
fiir die singularen Typenklassen die schwiichere Aussage machen: 

Satz 2. In den singuliren Typenklassen mit h< H sind die h-Kerne 
der },, Invarianten. 


Man sieht leicht, dab, wenn die letzte Typenklasse singular ist, /,, in 
keinem Falle invariant bleibt. In diesem Falle wird die letzte Typenklasse 
auch im allgemeinen mehr als einen Typus enthalten. Wir zeichnen den auf 
die Form f,(a,) = 0 (¢ = 1,..., 4) normierbaren als Nulltypus aus. Dann 
und nur dann, wenn & vom Nulltypus ist (einerlei, ob die H-te Typenkiasse, 
der er angehért, regular oder singulir ist), la8t sich M/w relationstreu durch 
einen Oberkérper K von K in & reprasentieren: Es gilt MW = K+ Kw+... 
+ Kw’-*. In Anbetracht der Bedeutung dieser Bildung fiir spitere Unter- 
suchungen (§ 11) wollen wir & in diesem Falle als die Grundalgebra vom Index r 
iiber K bezeichnen. 

Im Hinblick auf die schon fiir r = 3 aufgetretenen formalen Schwierig- 
keiten (siehe §6) erscheint eine iiber das Bisherige hinausgehende Unter- 
suchung fiir allgemeines 2 wenig aussichtsreich. Wir wenden uns daher im 


folgenden Paragraphen dem Sonderfall 4 = 1 zu. 


§ 9. 
Der Fall 4 = 1. 
Wir iibernehmen die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen, indem wir 
iiberall den iiberfliissig gewordenen Index i = 1,...,4 fortiassen. Setzen 


wir dann noch im Falle r Sq: k, = 0, so gilt der 

Satz 1. Fiir die reguliren Typenklassen bildet k, ein vollstindiges In- 
variantensystem. 

Denn nach § 8, Satz 1 kann die Algebra auf die Normalform f (a) = k,(a) w* 
gebracht werden, die also durch die Invariante k, eindeutig bestimmt ist. 
Zwei Algebren mit gleichem k, sind also isomorph, w. z. b. w. 

Fiir die erste Typenklasse erhalten wir ein besonderes einfaches Ergebnis: 
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Satz 2. In der ersten Typenklasse gibt es nur einen Typus. 

Denn da, wie schon im vorigen Paragraphen bemerkt, k, = 1 ist, gibt 
es nur den in der Normalform durch f (a) = w dargestellten Typus, den wir 
Einstypus nennen wollen. Wegen der zu Anfang des vorigen Paragraphen ver- 
merkten Invarianz der Typenklasseneinteilung ist dieser Typus unabhangig 
von der Wah] der Darstellung des Radikalrestklassenkérpers definiert. 

Bei den singularen Typenklassen geniigt selbst bei h < H die Invariante k, 
nicht zur vollstandigen Beschreibung der Typen. Eine neue Invariante liefert 
uns der 


Satz 3. Ist die h-te Typenklasse singuldr, so gibt es ein einziges, nicht 
durch p teilbares, positives e S r — h, das den Bedingungen 


lL. f, = 0 fir hci<ch+e, pti, 
Il. f, = 0 firhkh Si<h+e—l, p|t, 
TI. fxn. + 0, wenn h+e<r und f,,, , +0 
gentigt. Dieses e ist isomorphieinvariant. 
Dabei bedeutet /; die an der Stelle z = a genommene Ableitung von 
/,;(z) nach z DaB es nur ein den aufgezihiten Bedingungen geniigendes e 
gibt, erkennt man sofort. Es ist also nur noch die Invarianz von e zu zeigen. 


Wir benutzen zu diesem Zwecke die Bezeichnungen und Formeln von § 8. 
Firginzend bemerken wir noch, daB das A in (8.7) sich zu 


A =F Y,(a)ewet—» 
i=1 


berechnet. Da (8. 8) fiir p|t keine wesentliche Aussage macht, erginzen wir 
es durch die ebenfalls leicht aus (8.5) herzuleitenden Beziehungen 
(9.1) | F,, = 0 fiir p*|i, pts, 

Pax, to = 1X, (a)'—»**X,, (a) + bik, tok (Ay, + 0p Ay). 
Zur Auswertung von Z,, soll uns die aus (8.3) mit Hilfe von (8. 2) zu be- 
rechnende Formel 
(9. 2) Sn =f (a) ¥,(0), 

Zie+1 = fila) Ye+i (2) + W,(Y,,..., ¥,) fir k>1 

dienen. Es seien nun die Bedingungen I, II, III fiir die /,; und ein durch p 


nicht teilbares positives e S r — A erfiillt. Dann smd I und III auch fiir 
die A, erfiillt; denn auf den Wert von A, mith<iSh+e, p ¢ i haben 


erster und letzter Term in (8. 7) wegen (9. 1) und der fiir die /, erfiillten Be- 
Mathematische Annalen. 116. 18 
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dingung I keinen Einflu8, der zweite Term wegen der Bedingung II nur fiir 
i = h+e, und awar wegen (9. 2) nur mit einem zu f, 4+ e—1 Proportionalen 
Gliede. Unter Beachtung der nun fiir die A, erfiillten Bedingung I zeigen wir 
leicht, daB /, (a) = R(A,) fir h [i Sh+e gilt, womit die Giiltigkeit 
der Bedingungen I und III auch fiir die /,; nachgewiesen ist. Wire nun Be- 
dingung II fiir die /,; nicht erfiillt, so folgt aus (8. 7), daB man das f (a)-System 
in ein f (@)-System transformieren kann, fiir dessen /, die Bedingung I nicht 
erfiillt ist. Das ist aber unméglich, denn das f (@)-System entsteht aus dem 
f (a)-System durch Transformation, und fiir diese Systeme haben wir ja eben 
die Giiltigkeit von Bedingung I nachgewiesen. Damit ist nun aber die 
Invarianz von e gezeigt. 


Alle Typen mit gleichem e bezeichnen wir als Typen e-ter Gattung. Da 
in den nach (8.7) zu berechnenden Ausdruck fiir /, ,,_, (a) im Falle pje—-1 
(sonst gilt ja invariant f,,,_, = 0 wegen Bedingung I), abgesehen von dem 
fh, 4e—1 (@) und den wegen Bedingung II von a? allein abhangenden f;, (a) 
nur p-te Potenzen eingehen, ist auch die Frage, ob f,,,_, = 0 oder + 0 ist, 
invariant zu beantworten. Je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, 
sprechen wir von T'ypen erster oder zweiter Art. Typen zweiter Art kénnen 
offenbar nur im Falle pje — 1 auftreten. Wir beschrinken uns im folgenden 
auf den Fall h << H, h +e<_r, und normieren {, = f, = ky, was ja nach 
(8. 9) méglich ist. Es ist also X, eine h-te Einheitswurzel, und da bei f, , ,_ , = 0 
die Gleichung fiir f,, , sich zu f,,, = X***},,, berechnet, ist f, , , fiir die 
Typen erster Art bis auf eine als Faktor hinzutretende e-te Potenz einer 
h-ten Einheitswurzel invariant. In diesem Sinne betrachten wir /,,, als 
neue Invariante. Zum Unterschied von k,, das wir als Hauptinvariante be- 
zeichnen, nennen wir sie Nebeninvariante. Bei den Typen zweiter Art lautet 
die in Frage stehende Bedingung: f,,,—= X'**f,,,+X****f,.._,Y,, 
die wegen f, ,,_ , + 0 immer durch ein passendes Y, befriedigt werden kann 
und daher zu keiner Invarianten AnlaB gibt. Speziell erkennen wir daraus, 
da8 wir immer /,,, + 0 erreichen kénnen, was ja bei den Typen erster Art 
nach Bedingung III schon von vornherein der Fall ist. In dieser Tatsache nun 
liegt die Bedeutung der Invariante e: Vernachlassigen wir namlich einmal 
in (8.7) den Einflu8 der f; mit hS i<h+e, pli, so erhalten wir die 
Gleichungen fiir f,,..;(1 = 1) in der Form 


faeeti= etna eX +¢-1X, 4, + G,(X,, ...,X), 


die wegen e + 0 mod p und faae +0 immer rekursiv nach den X,, X3,..- 
auflésbar sind. Die Schwierigkeiten kommen nun dadurch hinein, da8 erstens 
in den Gleichungen fiir die /, mith <i < h +e, p|t etwadie GréBen X,, ...,X, 
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schon auftreten, und zweitens erst fiir 1 > / in den Gleichungen f,4.41=..., 
die durch die /, mith < i < h + e, p|i veranlaBten Terme keine der GréBen 
X,,,,-..- mehr enthalten. Wir miissen also simtliche Gleichungen f/f; = .. . 
fir h<i<h+e, pli und fir ht+e Si Sh+e + Max (l,g — 1) auf- 
stellen und haben erst fiir 1 > Max (1, g — 1) die zu keinen Invarianten mehr 
Veranlassung gebende Rekursionsformel 


faoe+t = fn, eX*+*-1X,4,4+H,(A,,...,X). 


Nun sind im allgemeinen die noch aufzustellenden Gleichungen so kompliziert, 
daB eine allgemeine Diskussion uniibersichtlich wiirde. Wir beschrinken uns 
daher auf einige leicht zu iibersehende Spezialfille. 


Satz 4. In einer singuliren Typenklasse mit h << H bilden Haupt- und 
Nebeninvariante fiir die Typen e-ter Gattung erster Art ein vollstindiges In- 
variantensystem, sobald e< p und im Falle e = p — 1 pjh gilt. 

Um diesen Satz zu beweisen, beachten wir, da Gleichungen f/f, =... 
mit h<i<h+e, p|i wegen e<p iiberhaupt nicht vorhanden sind: 
Unser oben eingefiihrtes g ist also = 0 zu setzen. Wie steht es nun mit dem ? 
Unter Benutzung von (9.1) finden wir, da8 nur fiir e +-1 = kq, wo q die 
héchste in A aufgehende Potenz von p ist, der Term mit /, nach (8. 7) einen 
Beitrag zu /,,,,,liefert, indem X,., , bestimmt, sonst aber nur die X,,..., X, 
vorkommen. | ist nun so definiert, daB aus | >] folgt: k <1. Da nun hier 
k= a =I— tance wegeng — 1 >e(esgiltfiire< p—lauche<g — 1, 
und fiir e = p — 1 ist p< p* S q) schon fiir 1 > 1 kleiner als | ist, haben 
wir] = 0. Aus Max (I, g — 1) = 0 folgt dann die Behauptung unseres Satzes. 


Satz 5. In einer singuliren Fypenklasse mit h << H sind die Typen 
erster Gattung zweiter Art bereits durch die Hauptinvariante tollkommen charak- 
teristert. 


Offenbar ist eine Algebra der h-ten Typenklasse dann und nur dann von 
erster Gattung und zweiter Art, wenn k, + 0 ist. Wir benutzen in unserem 
Spezialfall statt der oben skizzierten und beim Beweis von Satz 4 angewandten 
Methode eine Rekursion nach Y,: Nach (9.2) folgt auf die bekannte Art 
aus (8.7) die Beziehung f,,,; = X*?,Y,+ 2,(Y¥;,..., Y:-,) fir 121, 
die wir fiir , + 0 stets rekursiv nach den Y, auflésen kénnen. Fiir Isomorphie 
geniigt also das Ubereinstimmen in der Hauptinvarianten, w. z. b. w. 


Zum SchluB betrachten wir noch ein einfaches Beispiel fiir eine singulire 
Typenklasse mit h = H: Wir setzen h = g = r—1 und haben, wie man 
sofort sieht, als einzige Isomorphiebedingung die Gleichung f, = X%, — Y¢ 
mit X + 0. 


18* 
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§ 10. 


Restklassenringe von Funktionenkérpern. 


Wir beschranken uns auf Kérper algebraischer Funktionen einer Ver- 
anderlichen: ,,Funktionenkérper iiber K‘‘ soll im folgenden eine endliche 
algebraische Erweiterung einer einfachen transzendenten Erweiterung von K 
bedeuten. Fiir den Funktionenkérper LZ gibt es also eine Darstellung 


(10. 1) L = K (a; yy, ..., Ym) 


worin z transzendent iiber K als unabhangige Veranderliche fungiert und die y; 
algebraisch iiber K (x) sind. Umgekehrt ist jeder auf diese Art erzeugte Kérper 
in dem oben erklarten Sinne Funktionenkérper iiber K. Das Minimum der 
bei allen Darstellungen (10.1) eines Funktionenkérpers ZL auftretenden m 
nennen wir die Vielfachheit von L. Der Begriff .,Funktionenkérper der 
Vielfachheit Null‘ fallt offenbar mit dem Begriff ,,Kérper der rationalen 
Funktionen einer Verinderlichen‘‘ zusammen. Unter dem Restklassenring 
von ZL nach einem ganzen Divisor’’) db = p,’, .. ..P," wollen wir den Rest- 
klassenring des Integritiitsbereiches der d-ganzen Elemente von L (in deren 
Divisordarstellung die p,; (¢ = 1, . . ., ») also nicht mit negativem Exponenten 
vorkommen) nach dem Ideal der durch » teilbaren Elemente verstehen. 
Es gilt dann bekanntlich der 


Satz 1. Der Restklassenring eines Funktionenkérpers L/K nach dem 
Divisor d = pi"... p," ist eine in n Primédarkomponenten zerfallende Algebra 
iiber K; die i-te Primérkomponente ist isomorph zum Restklassenring von L 
nach p; und hat den Index r,. 


Es taucht nun die Frage auf, wann eine Algebra Restklassenring eines 
Funktionenkérpers ist. Nach Satz 1 braucht diese Frage nur fiir die primiren 
Algebren beantwortet zu werden, die, wenn sie Restklassenring eines Funktionen- 
kérpers sind, nur als Restklassenring nach einer Primdivisorpotenz dargestellt 
werden kénnen. Eine Antwort gibt der 

Satz 2. Eine primére Algebra vom Defekt 5 und Inseparabilitiétsrang 4 
ist dann und nur dann Restklassenring eines Funktionenkorpers von der Viel- 
lachheit m, wenn 6 1, 2S m+ 1 und im Falle 6=1, A= m+1 die 
Algebra von der ersten Typenklasse ist. 

Wir betrachten den Restklassenring des Funktionenkérpers L/K mod p’, 
der nach Satz | eine primire Algebra U/K darstellt. Hat L eine Vielfachheit m, 
so gibt es eine Darstellung (10. 1), in der wir noch z und y, so wahlen kénnen, 
daB sie p-ganz sind. Identifizieren wir nun die zu den Elementen von K ge- 


17) Zum Divisorbegriff siehe F. K. Schmidt (a. a. O., § 4) und van der Waerden [3]. 
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hérigen Restklassen mod p mit eben diesen Elementen, so ist der Restklassen- 
kérper von L mod p eine endliche algebraische Erweiterung K von K. Es 
seien Z, y, die Restklassen von z, y;. Dann gilt K = K (Z, 9;,..., ¥»), also 
hat K einen Inseparabilitatsrang A= m +1. Mit 2 als Primelement von p 
ist nun offenbar (2) mod 2’ das Radikal von UY, also K Radikalsrestklassen- 
kérper von &. Wir erweitern nach §1, Satz 2 den Grundkérper K zu K’ 
und identifizieren noch K’ mit seinem in K gelegenen isomorphen Bild. 
Dann gibt es gemiS Satz 4 von §1 eine ausgezeichnete Darstellung 
K = K’ (a;,...,@,), und wir bestimmen nun noch ein normales Repriisentanten- 
system R mit a, als Reprisentant von a,;. Man sieht nun sofort, daB jedes 
p-ganze Element von L sich mod x durch ein Element aus R darstellen laBt. 
Daraus ergibt sich fiir jedes Elementdie Darstellung f, + af, + ...+2°-"f,_, 
mod x’ mit /; aus R, womit gezeigt ist, daB U einen Defekt = 1 hat. Soll 
nun aber 2 = m + 1 gelten, so miissen die irreduziblen Polynome F (z), F(z) 
aus K [z] mit F(z) = 0, F;(y,) = 0 samtlich inseparabel sein. Ist nun 
6 = 1 (also r >} 2) und sei M nicht von der ersten Typenklasse, so gilt 
f, (a,) = O mod x? (i = 1,..., A) und daraus folgt, da die F (z), F,;(z) ja nur 
Potenzen von z mit durch p (&2) teilbarem Exponenten enthalten, 
F (x) = F,(y)=0mod 2*. Daraus wiirde aber folgen, daB jedes in (2) 
enthaltene Element von L durch 2? teilbar ist. Da dies einen Widerspruch 
darstellt, mu8 U im Falle A = m + 1, 6 = 1 von der ersten Typenklasse sein, 
w.z. b. w. Sei nun umgekehrt eine Algebra U/K vom Defekt 6 S 1 und dem 
Inseparabilititsrang 4 vorgegeben. Es sei wieder K’ der erweiterte Grund- 
kérper, und zwar wollen wir K’ = K (a) mit f(a) = 0, f(x) irreduzibel aus 
K [2], schreiben, waihrend 

K’ (a;,...,@;) mit a —a,(a;a,...,a%,)=0 (i =1,...,a) 


eine ausgezeichnete Darstellung des Radikalrestklassenkérpers sein soll. 
Die Algebra mége nun durch das / (a)-System 


f(a) = Z fevlasa,...yai)w! (§ = 1,...,4) 


bestimmt sein. Dann bilden wir den Kérper L = K (2; y, y;,..., y,) mit 


f(y—2z)=0 
(10. 2) 


r— 


1 
yfi —aly—asyfi,..,yf ) — £ hly—asy,,.--.y)2*+G,2" =0, 


k=1 

wo G; irgendeine ganze rationale Funktion der z, y, y, sei. Wir betrachten 
in der algebraischen Hiille von K die Nullstellenmannigfaltigkeit des durch 
die linken Seiten der Gleichungen (10.2) erzeugten Polynomideals in den 
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Veriinderlichen y, y;,..., y, fiir allgemeines z. Da diese Mannigfaltigkeit 
fiir den speziellen Wert z = 0 offenbar den Transzendenzgrad Null besitzt, 
mu8 ihr Transzendenzgrad auch fiir allgemeines x Null sein, woraus sich aber 
ergibt, daB die y, y;,..., y, simtlich algebraisch iiber K (x) sind. Da die 
Anzahl der Gleichungen (10. 2) gerade gleich der Anzahl dieser algebraischen 
Elemente ist, erkennen wir, da8 x transzendent iiber K ist: LZ stellt einen 
Funktionenkérper dar, der, da y separabel iiber K (z) ist, eine Vielfachheit 
SA besitzt. Sei nun p irgendein die Funktion z teilender Primdivisor von L, 
so wird offenbar durch a <> y — 2, a, «—> y,, w «— & ein Isomorphismus 
zwischen der Algebra MU und dem Restklassenring von LZ mod p’ hergestellt. 
Wir brauchen also nur noch zu zeigen, daB ZL im Falle 6 = 1, A= 1 eine 
Vielfachheit S A — 1 besitzt, sobald & von der ersten Typenklasse ist. Es 
sei in diesem Falle j so gewahlt, daB /, (a,;) = 0 mod w* gilt, und nach einer 
Bemerkung von § 8 kénnen wir dann den /,, bis auf /,, + 0 beliebige Werte 
erteilen. Wir kénnen also die /,, speziell so wahlen, daB bei passender Wahl 
von G, die Gleichung (10. 2) fiir i = j die Form yj? — a, (y; yf’,..., yf4,)=2 
annimmt. Es ist also L = K(y,y,,...,y;). Weil y separabel iiber 
K (y;, .. ., y,) ist, gibt es A Elemente z,,...,z, mit L = K (z,,...,2). Da 
aber L iiber K den Transzendenzgrad 1 hat, erkennt man daraus, da8 die 
Vielfachheit unseres Funktionenkérpers S A — 1 ist, w. z. b. w. 


Da sich jedes in bezug auf den Primdivisor p ganze Element des rationalen 
Funktionenkérpers K(z)modp durch ein Element von K [z] darstellen 
laBt, ist der Restklassenring von K (x) mod p’ isomorph zum Polynomrest- 
klassenring K [x]/f(x)’, wo f(x) das bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmte durch p teilbare irreduzible Polynom bedeutet. Setzen 
wir in Satz 2 daher m = 0, so erhalten wir unter Beachtung von § 9, Satz 2 
den 

Satz 3. Eine primédre Algebra vom Defekt 5 und Inseparabilititsrang A 
ist dann und nur dann Polynomrestklassenring, wenn 6S 1, 4S 1 und im 
Falle 6 = 1, A = 1 die Algebra vom Einstypus ist. 


Die in unseren Satzen auftretende Forderung 6 < 1 laBt iibrigens noch 
folgende leicht zu verifizierende Umformung zu: 


Jedes von Null verschiedene Element der Algebra laBt sich eineindeutig 
in der Form ew* (0 k <r, w® = 1) darstellen, wo e eine Einheit 
und w ein multiplikativ unzerlegbares Element des Radikals oder im 
Falle r = 1 das Einselement ist. 


Nach bekanntem SchluBverfahren leiten wir hieraus den Satz her: 


Die primaren Algebren vom Defekt 6S 1 sind genau die primiren 
hyperkomplexen Hauptidealringe ; 
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oder, indem wir die idealtheoretische Terminologie (Krull, a. a. 0O., Nr. 30) 
benutzen: 

Satz 4. Die primédren Algebren vom Defekt 61 sind genau die zer- 
legbaren priméren hyperkompleren Ringe. 

Im niachsten Paragraphen werden wir uns von anderen Gesichtspunkten 
aus noch genauer mit der Charakterisierung der Algebren im Bereich der zer- 
legbaren primiren Ringe beschiiftigen. 


§ 11. 


Zusammenhang mit der Theorie der diskret bewerteten perfekten Kérper. 


Aus Satz 2 des vorigen Paragraphen ergibt sich, daB jede Algebra vom 
Defekt 6S 1 mit dem Index r als Restklassenring eines diskret bewerteten 
Kérpers nach der r-ten Potenz des die Bewertung erzeugenden Divisors 
(d. i. genauer gesagt: Restklassenring des Bewertungsringes nach der r-ten 
Potenz des Bewertungsideals) dargestellt werden kann. Unter den diskret 
bewerteten Kérpern nehmen nun die perfekten insofern eine Sonderstellung 
ein, als sich jeder diskret bewertete K6érper in einen perfekten einbetten laBt. 
Es driingt sich daher die Frage nach der Charakterisierung der Restklassenringe 
der diskret bewerteten perfekten Kérper auf. Zur Untersuchung dieser Frage 
benétigen wir zwei der von H. Hasse und F. K. Schmidt bewiesenen Struktur- 
sitze: 

Satz 1. Jeder charakteristikgleich diskret bewertete perfekte Kérper- ist 
analytisch isomorph zu einem Potenzreihenkérper. 

Satz 2. Jeder verzweigte charakteristikungleich diskret bewertete perfekte 
Korper ist Eisensteinscher Oberkérper eines gewissen unverzweigten Unterkérpers. 

Wir wollen, wie iiblich, einen unverzweigten Kérper als Kérper vom 
Verzweigungsexponenten ¢ = 1 auffassen. Dann gilt der 

Satz 3. Der Restklassenring eines diskret bewerteten perfekten Korpers K 
nach der r-ten Potenz tles die Bewertung erzeugenden Primdivisors ist, wenn im 
charakteristikungleichen Falle r nicht gréBer als der Verzweigungsexponent ist, 
die Grundalgebra vom Index r iiber den Restklassenkérper von K. 


Im charakteristikgleichen Falle ist K nach Satz 1 isomorph zu dem 
Kérper der formalen Potenzreihen 2 a,x‘ (a, € Ky); Ky ist dabei isomorph 
i=a 


zum Restklassenkérper von K, und z entspricht einem Primelement der 
Bewertung von K. Der Restklassenring nach der r-ten Potenz des Prim- 
divisors ist also isomorph zu K, + Kyw+...+ Kow’-*(w" = 0), und 
das ist isomorph zur Grundalgebra vom Index r iiber den Restklassenkérper 
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von K, w.z.b.w. Im charakteristikungleichen Falle sei e der Verzweigungs- 
exponent. Es sei K, der nach Satz 2 existierende unverzweigte Unterkérper 
(Primelement p), tiber dem K Eisensteinsch ist. Fiir das Primelement 2 
e—1 

von K gilt also eine Gleichur ; x* = ~ pa, x‘ (a,€ Ky) mit pt ag. Wegen 
r Se folgt aus dieser Gleichung p = 0 mod x’. K, ist also mod 2” isomorph 
zu seinem Restklassenkérper, der nun wiederum isomorph zum Restklassen- 
kérper R von K ist. Der Restklassenring von K nach der r-ten Potenz des 
Primdivisors ist also isomorph zu R + Rw + ... + Kw’! (w” = 0), womit 
die Behauptung auch im charakteristikungleichen Falle bewiesen ist. 

Erweitern wir nun den durch p bewerteten Funktionenkérper L, der 
gem&B § 10, Satz 2 mod p’ zur primiren Algebra & vom Defekt 6S 1 und 
Index r isomorph ist, zu seiner perfekten Hiille L’, so kann man offenbar 
mod p und damit auch mod p’ jedes Element von L’ durch ein Element von L 
ersetzen. Es ist also L’ mod p’ ebenfalls isomorph zu & und der Restklassen- 
kérper von L’ isomorph zum Radikalrestklassenkérper von &. Nach Satz 3 
ist aber andererseits, da L’ durch p charakteristikgleich bewertet ist, der 
Restklassenring von L’ mod p’ isomorph zur Grundalgebra vom Index r 
iiber dem Restklassenkérper von L’, Verstehen wir nun einmal einen Iso- 
morphismus zwischen Algebren nicht in dem sonst iiblichen engeren Sinne 
eines Isomorphismus bez. des Grundkérpers, so gilt also der 

Satz 4. Jede Algebra U vom Defekt 61 und Index r ist isomorph zur 
Grundalgebra vom Index r tiber dem Radikalrestklassenkérper von XU. 

Fiir diesen Satz gibt es auch einen direkten, den Umweg iiber die diskret 
bewerteten perfekten Kérper vermeidenden Beweis. Krull hat nimlich 
(a. a. O., Nr. 30) fiir die zerlegbaren primiren Ringe, zu denen nach § 10, 
Satz 4 ja auch die Algebren vom Defekt 6 S 1 gehéren, zu den aus der Theorie 
der diskret bewerteten perfekten Kérper bekannten die analogen Begriffe 
eingefiihrt und in seinen beiden Hauptsitzen die den Hasse-Schmidtschen 
Struktursitzen entsprechenden Siatze aufgestellt. Die fiir uns wesentliche, 
unserem Satz 1 entsprechende Folgerung aus dem zweiten Krullschen Haupt- 
satz ist 


Satz 5. Jeder charakteristikgleiche zerlegbare primédre Ring Z enthiilt einen 
zum Restklassenkérper von Z isomorphen Unterkérper. 

Aus diesem Satz erhalten wir ohne Miihe sofort die Behauptung von Satz 4, 
wenn wir noch beachten, daB eine Algebra trivialerweise niemals von Prim- 
zah|potenzcharakteristik sein kann, was ja fiir einen charakteristikungleichen 
Ring nétig wire. 

Krull hat nun seine beiden Hauptsiatze nur fiir vollkommene Ringe, 
d.h. Ringe mit vollkommenem Restklassenkérper bewiesen. Er bemerkt 
aber (a.a.O., Nr. 31), daB das Hasse-Schmidtsche Beweisverfahren wohl die 
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Méglichkeit biete, die Beweise auch fiir unvollkommene Ringe durchzufiihren. 
Nun haben inzwischen Teichmiiller ([2], [3]) und Witt (a. a. O., § 4) einfachere 
Beweismethoden fiir die Hasse-Schmidtschen Struktursitze gefunden, und 
diese Methoden lassen sich in der Tat sehr einfach auf die zerlegbaren primaren 
Ringe iibertragen. Wir zeigen dies an Satz5. Ein charakteristikgleicher 
Ring Z hat entweder die Charakteristik 0 oder p. Ist die Charakteristik = 0, 
so wenden wir nach Teichmiiller [2] die Hasse-Schmidtsche Methode der 
Transzendenzbasen an: Offenbar kénnen wir den Primkérper von Z mit dem 
Primkérper P des Restklassenkérpers K identifizieren. X sei eine Transzendenz- 
basis von K iiber P. Zu jeder Restklasse z € X wahlen wir einen beliebigen 
Reprisentanten z € Z. Diese z sind dann iiber P gleichfalls algebraisch unab- 
hangig. Da der Polynomring P [X] (wo X die Menge der Z bedeutet) vom 
Nullelement abgesehen, nur Einheiten von Z enthalt"*), liegt auch der Kérper 
P(X) in Z. P(X) ist Repriasentantensystem fiir P (X). Nun sei K der Kérper 
der iiber P(X) algebraischen Elemente von Z, d.h. der Elemente von Z, 
die Nullstelle eines irreduziblen Polynoms mit Koeffizienten aus P ¢X) sind. 
Irgendeine Restklasse a aus K geniige nun der irreduziblen Gleichung { (a) = 0 
mit Koeffizienten aus P(X). Da z = a einfache Wurzel von f(z) = 0 ist, 
gibt es nach dem Wurzelexistenzsatz (Krull, a.a.0., Nr. 29) ein Element 
@ €a mit {(@) = 0, wo f(z) das dem f(z) vermége des Isomorphismus 
P(X) ~ P(X) cugeordnete Polynom mit Koeffizienten aus P(X) sei. 
Es gibt also in K zu jedem a aus K einen Repriisentanten. Umgekehrt kénnen 
zwei Elemente von K nicht in derselben Restklasse liegen (siehe den Beweis 
bei Teichmiiller [2]). K ist also isomorph zu K, womit die Behaupturig von 
Satz 5 bewiesen ist. Hat Z die Charakteristik p, so gehen wir so vor: Es sei 
@1, @,... eine p-Basis von K, a, ein beliebiges Element der Restklasse a,. 
Da eine einfache regulare algebraische Erweiterung eines zerlegbaren primaren 
Ringes (Krull, a. a. O., 8. 84 unten) einen iiber diesem unverzweigten zerleg- 


baren primiaren Ring ergibt, ist auch die unendliche algebraische Erweiterung 
Z, =Z(a?", a? ",...) ein iiber Z unverzweigter zerlegbarer primirer 


Ring, und ebenso die Vereinigungsmenge Z’ der ineinandergeschachtelten 
Ringe Z, < Z,< .... Offenbar hat Z’ den kleinsten vollkommenen Ober- 
kérper K’ von K als Restklassenkérper, denn dieser ist die Vereinigungsmenge 
der K,< K,<..., wo K, =K (a? ", at"... .) der Restklassenkérper 
von Z,, ist. Es sei nun r der Index™) von Z und k die durch 


Po<rsp 
16) In einem primaren Ring ist jedes nicht im Radikal liegende Element Einheit. 


19) So wollen wir in Ubertragung der entsprechenden Definition bei den Algebren 
die von Krull (a. a. O., 8. 84 oben) ,,Exponent“ genannte GréBe bezeichnen. 
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bestimmte Zahl. Ist dann a ein Element von K’ und a ein Element der Rest- 
klasse a” » so ist a” ein nicht mehr von der besonderen Auswahl des a ab- 
hangendes Element von a. Dieses wahlen wir als Repriisentanten und zeigen 
leicht die Relationstreue dieses Reprisentantensystems, daB also einen zu K’ 
isomorphen Kérper K’ bildet. Die Repriisentanten der in K liegenden Rest- 
klassen bilden nun einen Unterkérper ‘K von K’. Ist nun a eine Restklasse 
aus K, so liegt a” * in K,, ein Element a dieser Restklasse also in Z,. Das 
Element a", das nach Definition der Reprisentant von a ist, liegt also in Z: 


K ist Unterkérper von Z, womit auch in diesem Falle die Behauptung be- 
wiesen ist. 


Man macht sich auf ahnliche Weise leicht klar, da8 auch der erste Krull- 
sche Hauptsatz und der unserem Satz 2 entsprechende Rest des zweiten durch 
Ubertragung des von Teichmiiller und Witt angewandten Verfahrens ge- 
wonnen werden kénnen. Fiir die Durchfiihrung dieser Ubertragung ist 
wesentlich, daB, wenn wir den zerlegbaren primaren Ring als durch sein 
Primideal ,,bewertet“ auffassen, jede konvergente Folge fast-konstant ist 
und daher einen Grenzwert besitzt: In diesem Sinne ist also jeder zerlegbare 
primare Ring ,,perfekt“. 

Aus Satz 5 gewinnen wir noch eine interessante Charakterisierung unserer 
Algebren vom Defekt 6S 1: 


Satz 6. Die priméren Algebren vom Defekt 6S 1 sind genau die charak- 
teristikgleichen zerlegbaren primiren Ringe. 

DaB so eine Algebra stets ein charakteristikgleicher zerlegbarer primarer 
Ring ist, haben wir schon oben bemerkt. Das Umgekehrte ergibt sich daraus, daB 
nach Satz 5 jeder charakteristikgleiche zerlegbare primaire Ring Grundalgebra 
iiber einem zu seinem Restklassenkérper isomorphen Kérper ist. 


Durch Satz 4 ist offenbar das Strukturproblem der primaren Algebren 
iiber K vom Defekt 1, dem Index r und dem Radikalrestklassenkérper L/K 
auf die folgende Aufgabe zuriickgefiihrt : 

Es sind alle Isomorphismen o,; aufzusuchen, die den in der Grundalgebra U 

iiber ZL vom Index r enthaltenen Kérper K in einen Kérper K,;< U 

so iiberfiihren, da8 isomorphe Elemente bez. des Radikals von & kon- 

gruent sind. Die so entstandenen K;, sollen derart in Klassen eingeteilt 
werden, daB K, und K, dann und nur dann zur selben Klasse gehéren, 
wenn sich o,o, ' zu einem Automorphismus von & erweitern laBt. 


Nachdem jeweils die Elemente von K, nach MaBgabe des Isomorphismus 


o, mit den Elementen von KX identifiziert worden sind, kommt namlich jeder 
Algebrentypus der oben beschriebenen Art unter den &/K, vor, und zwei 
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dieser Algebren gehéren offenbar dann und nur dann zum selben Typus, wenn 
die zugehérigen K, in der gleichen Klasse liegen. 

Da dies neue Problem nun keineswegs einfacher, ja infolge begrifflicher 
Komplikationen eher noch schwieriger erscheint als das urspriingliche, ist 
durch diese Zuriickfiihrung fiir die Lésung des Strukturproblems nichts ge- 
wonnen. Unser Satz 4 ist also nur als theoretische Einsicht zu werten und 
vermag keine bessere Methode als die von uns zur Untersuchung der Algebren 
vom Defekt 1 eingeschlagene aufzuzeigen. 
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Beitrige zur Theorie der Zépfe. II. 


Die Lésung des Transformationsproblems fir eine 
besondere Klasse von Viererzépfen. 


Von 


W. Frohlich in Prag. 





§ 1. 
Einleitung. 


Um rasch einen Uberblick iiber die folgenden Untersuchungen zu geben, 
beginnen wir mit einem Beispiel: Wir betrachten in der Ebene drei Punkte 
a,b,c, welche in den Ecken eines gleichseitigen Dreieckes p, p, p; (Fig. 1) 
angebracht sind, und eine orientierte, geschlossene Kurve. K, welche die drei 
Punkte umschlingt (Fig. 2). Unter S;! bzw. S; } (i = 1, 2,3) verstehen wir 


cm 


at b-2 a= bt 
Fig. 1. Fig. 2. 





einen vollen Umlauf der Kurve K um den Punkt p, in mathematisch positivem 
bzw. negativem Sinne. Dann kann die Fig. 2 durch das Potenzprodukt 


(1) S? S, Sz" 


oder durch eine seiner zyklischen Permutationen beschrieben werden. Nun 
lassen wir den Punkt a auf der Symmetrale von be eine kontinuierliche Be- 
wegung ausfiihren, bis er nach a’ gelangt. Das ist in der Fig. 1 durch die 
gestrichelte Linie mit dem Pfeil-angedeutet. Die Kurve K wird kontinuierlich 
so mitdeformiert, daB sie keinen der drei Punkte a, b,c iiberschreitet. So 
entsteht die Fig. 3. Wird jetzt das Dreieck abc mit der Kurve K als starres, 
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ebenes System angesehen und so bewegt, da8 a auf p,, b auf p, und ¢ auf p, 
zu liegen kommt, so entsteht die Fig. 4, die durch 


S? S,S;*8;* 
oder durch eine der zugehérigen zyklischen Permutationen beschrieben werden 


kann. 


Wenn statt der Bewegung des Punktes a nach a’ die Bewegung des 
Punktes 6 nach 6’ (auf der punktierten Linie in Fig. 1) ausgefiihrt wird, so 
entsteht aus der Fig. 2 die Fig. 5 und daraus durch eine der vorigen analoge 
Bewegung des starr gedachten Systems die Fig. 6, die durch 


S?S;15, 


oder durch eine der zugehérigen zyklischen Permutationen beschrieben werden 
kann. 


Allgemeiner als bisher werden wir den Punkten a,b,c erlauben, sich 
irgendwie kontinuierlich in der Ebene zu bewegen, bis sie wieder in irgendeiner 


@ » 


a-Py 
Fig. 5. 





Reihenfolge auf die Ecken p,, pp, ps zu liegen kommen. Die Kurve K ist 
wie friiher zu behandeln. Auf diese Weise kénnen aus Fig. 2 unendlich viele 
neue Figuren erzeugt werden, oder arithmetisch gesprochen: Aus dem Potenz- 
produkt (1) kénnen unendlich viele von (1) und seinenzyklischen Permutationen 
verschiedene Potenzprodukte erzeugt werden. 


Und nun kommen wir zum eigentlichen Problem, das in roher Form so 
lautet: ,,Wie kann man bei zwei vorgelegten Figuren von je drei Punkten und 
einer Kurve entscheiden, ob sie sich durch die eben geschilderten Verdinderungen 
ineinander iiberfiihren lassen oder nicht ?“ 


Dieses Problem genau zu formulieren und dabei als ein Transforma tions- 
problem der Zépfe zu erkennen und dann das Problem zu lésen, das ist der 
Inhalt der folgenden Untersuchungen. 
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§ 2. 


Operationen und Substitutionen. 


Wir kniipfen jetzt an den ersten Teil*) dieser Arbeit an: Dort wurden im 
§ 2 Operationen an einem GrundriB gy”) zeichnerisch erklart und die Symbolik 
©”) x (T) eingefiihrt, im § 5 wurde Ox o% fiir die Rechnung brauchbar ge- 
macht. Mit Ausnahme des letzten Paragraphen wurden alle Rechnungen in 
den o, (¢ = 1, 2,3,..., — 1) ausgefiihrt. Es lassen sich aber die Operationen 
mit gewissen Substitutionen in Verbindung bringen, wenn man die S, an 
Stelle der o, einfiihrt. Wir hatten (ZépfeI § 9): 


= 871 at 2 
G = @ G5) - GG’... 2,5. 
= § p= § 
n—29n—1 


_ 3,-1 
Be Gang 0s Ge 0G 


(2) 


Die S; kénnen als Fundamentalkurven angesehen werden, d. h. als orientierte, 


geschlossene, doppelpunktfreie Kurven, welche alle durch einen festen Punkt p 





Ss 


Fig. 7. Fig. 8. 


gehen. Fiir n = 5 z. B. sind sie in der Fig. 7 dargestellt. Die Wirkung der 
Transformationen . 


S! = 6;1S,0, (i = 1,2, 3, 4) 


kann aus Fig. 8 unmittelbar abgelesen werden: 


8, = 8), 
S, = 8, 8, 87", 
83 _ S,, 
S, = &,. 


1) W. Fréhlich, Beitrage zur Theorie der Zépfe I. Uber eine besondere Klasse 
von Zépfen, Math. Annaien 115 (1938), S.412—434. Diese Arbeit wollen wir im 
folgenden mit ,,Zépfe I‘ zitieren. 
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Allgemeiner gelten fiir S; = o;* S,o,; (j = 1, 2,..., — 2) die Formeln 


S, = 8, (§+5,5+1), 
(3) S, = 8,8,,, 55, 
Si.) = 8; 


und fiir S| = o,S,0,* (j = 1,2,..., — 2) die Formeln 


S, = &, (@+5,9+)), 
(4) S; =Si, 
| ia S77, 5,8; 4. 


welche natiirlich auch mit Hilfe der Relationen?) 


o wy (k+i—1,i+)), 


49,419 =F 419,% 4, (6 = 1,2,...,—2) 
nachgepriift werden kénnen. 


Ist nun W,,.)*) irgendein Kurzwort der S,, so findet man 
Ws) = Wis 9; (j= 1,2,...,% — 2), 


indem man die Formeln (2) anwendet und dann zum Kurzwort iibergeht. 
Das gleiche Resultat, erhalt man aber auch, wenn man statt der Formeln (3) 
die Formeln 


S; = YS, eh ((+9,9+1), 
(6) S; = YS,8,,,8>"¥-', 
84. = ¥8,¥-" 


verwendet, in denen Y ein unbestimmtes Potenzprodukt von S,, S,,..., 8,_, 
bedeutet. Ahnliches gilt fiir die Formeln (4). Und wenn wir mit a, und o;? 
die Substitutionen bezeichnen, welche zu den Transformationen 


—§ —1 
G; Wis, G; und 0; Ws G; 


*) Vgl. E. Artin, Theorie der Zépfe, Hamburg. Abh. 4, S. 52, Formeln (7) und (8). 
Diese Arbeit wird im folgenden immer gemeint sein, wenn wir den Namen E. Artin 
zitieren. 

3) K. Reidemeister, Einfiihrung in die kombinatorische Topologie (Die Wissen- 
schaft, Bd. 86), S. 34. 


| 
' 
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gehéren, so haben wir in der iiblichen Schreibweise *) 


fz 8; S;., 

(7) 6; = = 4 bates. 7 
4 lysy * YS8S,,,57'Y"" YS Y ) 

(j=1,2,....m—2) (6 + 9,9 +1), 

(8) a" =| ey eS 
J YS,Y" Y&,,Y"" Y8?},8&8,,,Y~ 
Die Operation 
@” x (T) 


kann jetzt rechnerisch dadurch ausgefiihrt werden, daB man mittels (2) den 
Ubergang von ®” zu $” macht, hierauf die Substitutionen (7) und (8) 
wiederholt anwendet, so wie es durch (7') verlangt wird, und schlieBlich wieder 
zur Klasse der Kurzworte iibergeht. Statt der wiederholten Anwendung 
von (7) und (8) kann man auch mit einer einzigen Substitution (T) auskommen, 
namlich mit jener, die zu (7) gehért. Sie hat die Gestalt 


aid S, 
(1) = freee ee 
worin Y wieder ein unbestimmtes Potenzprodukt von S,, S,, ..., S,_, 


bedeutet, wahrend die Q, bestimmte Potenzprodukte von S,, S,, ..., 8,_; 
sind. Der Index | hingt natiirlich von ¢ ab. 


Schreibt man (T) in der Form 
& = Y2,8,0°Y-, 


so laBt sich folgende Gleichung 5) leicht beweisen: 


(9) &S,...8,_, = Y8&,8,...8,.,¥-* 
Und fiir 
(10) (T) = (o,02...G,—2)"~* 
lauten die Gleichungen von (7): 
(11) S = Y8,Y-! (¢ = 1,2,...,” — 1). 
Die Substitutionen von (7') bilden eine Gruppe, bei der (11) als Identitat 
anzusehen ist. Die ° 
g; (j = 1,2,...,98—2) 


4) Die Formeln (7) und (8) stimmen fiir Y = 'l mit den Formeln (26) und (25) 
von E. Artin, S. 61, im wesentlichen iiberein. 
5) Wie bei E. Artin, S. 68, die Formel (37). 
Mathematische Annalen. 116. 19 
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bilden ein System von Erzeugenden, aber die Gruppe ist mit 3, nicht 
isomorph. Aus (10) und (11) folgt namlich 


(12) (6, 5,...Gaay"-? = 1, 


wahrend die entsprechende Relation fiir 3,,_, nicht gilt. 


§ 3. 
Dreiecksgrundrisse. 


In diesem und in allen folgenden Paragraphen soll n = 4 sein. Die 
Formeln (1) lauten dann 


S, = 030,040; * 05", 
(13) S, = o30§ 05", 
8; = o?. 
Die Grundrisse von S,, S,, 8, sind in Fig. 9 gezeichnet. Da liegen die 
drei Punkte p,, pg, p, mit p in einer Geraden. Um zu einem Dreieck p, pops, 





Fig. 10. Fig. 11. 


wie wir es in § 1 hatten, zu kommen, bewegen wir in Fig. 9 den Punkt p langs 
der punktierten Linie nach p’ und nehmen dabei die Kurven S,, 8S, und S, 
mit. So entsteht die Fig. 10, in welcher wir nur noch den Punkt p, lings der 
punktierten Linie nach p, zu bewegen und die Kurve S, dabei mitzunehmen 
brauchen, um auf die Fig. 11 zu kommen. Lassen wir in ihr den Punkt p 
weg, so haben wir volle Ubereinstimmung mit den Festsetzungen iiber 
Si", 87", py = 4, pp = 6 und p, = ¢ im §1. 
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Durch diese Umwandlung der geradlinig angeordneten Punkte p, pps 
in ein Dreieck entsteht aus jedem GrundriB y™ eine neue Figur, die wir 
Dreiecksgrundrif xy nennen wollen. Man erkennt leicht, daB die Beziehung 
zwischen g™ und y™ umkehrbar eindeutig ist, und daraus folgt der 

Satz 1. Jedem der fiinf Begriffe BD”, y™, o™, BP und y™ sind die 
anderen vier eindeutig zugeordnet. 

Als Beispiel zu diesem Satze wihlen wir die Klasse ®”, die aus den 
zyklischen Permutationen von 


0303 ' of 0305 °) 
besteht: Die zugehérige Klasse y™ enthalt dann genau vier Elemente, 
namlich 


a eee =) phn’ ae 
039, 9,9» Oy 9, Oy 93, 
ofoz*o}o,", a, ofa;*of, Ce) 


und der GrundriB g™ ist die Fig. 127). 


a- b-y; C=2y 
Die Klasse ®™ enthalt genau drei Ele- Mig. 12 
mente, namlich foe: 
S8?8,S>', 8, Sy? 83, Sy 838,, 


und der Dreiecksgrundri8 y™ ist die Fig. 2, der man sofort ansieht, wie sie 
aus der Fig. 12 entstanden ist. 


§ 4. 
Dreiecksoperationen. 
Gehéren PY und O zu x, PY und OY zu y”, und ist 
0 = 0? x(T), 
so wollen wir sagen: 7“) ist durch die Dreiecksoperation 
BP = Bx (7) 


aus 7” entstanden. Aber auch die Substitutionen (T) wollen wir, da ja kein 

MiBverstandnis zu befiirchten ist, als Dreiecksoperationen bezeichnen. Dann 

bilden nach § 2 die Dreiecksoperationen eine Gruppe D mit den Erzeugenden 
z, und @,, 

zwischen denen unter anderem die Relation 


(ud Ta,7, = 75,5, 


*) Vgl. die Fig. 2 von Zépfe I auf S. 412. 
7) Vgl. °). 
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besteht. Wir wollen nun zeigen, daB die in § 1 geschilderten Veranderungen 
Dreiecksoperationen sind. Zu diesem Zwecke fiihren wir die zwei neuen 
Elemente *) 


(15) D=co,0, wd B=<a,4,4, 
ein und berechnen aus (14) miihelos 

(16) B= Ds. 
Umgekehrt errechnet man aus (15) 

(17) , = BD- 

und og, = D*B-', wofiir man wegen (16) auch 

(18) 7, = DB 


schreiben kann. SchlieBlich folgt aus (15) und (16) sofort wieder (14). Jetzt 
sind wir sicher, da8 B und D Erzeugende der Gruppe © von Dreiecks- 
operationen sind und berechnen uns aus (7) und (8) die Substitutionen 


D 8, 8, 8S; 

cs rs Y— YS,S8,S8;?Y~ va.r-) 

2 S, S, 8; 
we lve ae areey- YS,8,8;? Y— var 


wofiir wir wegen der Unbestimmtheit von Y auch schreiben diirfen: 


19 D 8, 8, 8S; 
(19) =\ys,y-" Ys,Y— vi.2-+ 


(20) o ( 8, 8, S; ) 


YS,S8,S;'Y-' YS,Y¥" YS8,Y 

Die Relation (16) zerfallt wegen (12), (14) und (15) in die Relationen 
(21) BP=1 wd B=, 

und wenn wir noch zwei Erzeugende 

(22) A=DBD"' wd C=D'BD 


8) Die Formeln (15) bis (18) werden auf die gleiche Weise gewonnen wie die 
Formeln (38) und (40) bei E. Artin auf 8. 70. 


































Theorie der Zépfe. II. 


einfiihren, so ergibt sich aus (19) und (20) 


8, S, S; 
(23) in ye . ae 
YS,Y~" YS,Y-? YS,S,S;?Y— 
s 0 8, S, Ss 
aa “(yep YS,8,S; ¥—* ys, ¥-} 


Wir merken noch die zwei Relationen 
(25) A? = | und C* = 1 


an, die sich sofort aus (22) und aus der zweiten Gleichung (21) ergeben, und 
wenden uns jetzt zur geometrischen Deutung von A, B, C, D: 

Die Dreiecksoperation D bedeutet, daB das Dreieck abc mit der Kurve K 
als starres System um den Dreiecksmittelpunkt gedreht wird, und zwar in 


mathematisch positivem Sinne um den Winkel *t. so daB der Punkt a 


auf ps, 6 auf ps und ¢ auf p, zu liegen kommt. Fiir die Dreiecksoperation B 
gilt nach (15) 
B=a,D, 

sie setzt sich also aus o, und der darauffolgenden Dreiecksoperation D zu- 
sammen. Jetzt erkennt man, daB B dieselbe Verinderung ist, durch welche 
wir die Fig. 6 aus der Fig. 2 gewonnen haben. Und ebenso ergibt sich aus der 
ersten Gleichung (22), daB die Fig.4 aus der Fig. 2 durch die Dreiecks- 
operation A gewonnen wurde, daB also wirklich alle in §1 geschilderten 
Verinderungen Dreiecksoperationen sind. Und damit ist auch gezeigt, daB 
das am Ende von § | aufgestellte Problem identisch mit dem Transformations- 
problem unserer besonderen Klasse von Viererzépfen ist. 

Wir wollen noch einen Satz iiber die Gruppe © aufstellen und entnehmen 
dazu den Gleichungen (22), daB 
(AD = DB, BD =DC, CD =DA, 
| AD? = D°c, BD? = DPA, CD? = PB 


gilt, was auch anschaulich ganz klar ist. Wenn nun eine Dreiecksoperation (7) 
als Potenzprodukt von o,,¢, vorgelegt ist, so kénnen wir sie mittels (17) 
und (18) in ein Potenzprodukt von B, D iiberfiihren und mittels (21) kénnen 
wir bewirken, daB die D-Potenzen alle nur mit den Exponenten + 1 oder + 2 
vorkommen und die B-Potenzen iiberhaupt nur mit dem Exponenten ~- 1. 
Hierauf kénnen wir durch Anwendung von (26) alle D nach links an den 
Anfang des Produktes bringen. Dabei kommen vielleicht auch A- und 
C-Potenzen herein, die sich aber mit (25) reduzieren lassen. Es gilt also der 

Satz 2. Jede Dreiecksoperation (T) kann so als reduziertes Potenzprodukt 
von A, B,C, D dargestellt werden, daB der erste Faktor D** oder D** ist, 
wihrend alle folgenden Faktoren A**, Bt} oder Ct? sind. 


(26) 








290 W. Frohlich. 
§ 5. 


Einteilung der Dreiecksoperationen. 


Wir gehen wieder von einem Dreiecksgrundri8 7” aus und betrachten 
jene Stiicke der Kurve K, die von p, direkt nach p, oder von p, direkt 
nach p, verlaufen. Sie entsprechen den Termen 


S2S? und S#S2 (e,e=+1,+2,...), 


welche in der zu 7 gehdrigen Klasse $8” vorkommen, und ihre Anzahl 


sei a,. Unter £, bzw. y, verstehen wir die entsprechenden Anzahlen von 
Stiicken der Kurve K zwischen den Punkten p, und p, bzw. p, und pg. 
Geht nun 7 durch eine Dreiecksoperation in 7 iiber, so werden die zu- 
gehérigen Zahlen «,, 8, y_ im allgemeinen von «,,f,,y, verschieden sein. 
Ist insbesondere A diese Dreiecksoperation, so definieren wir: 


I. A ist eine g-Operation (gebotene Operation) fiir ¥”, wenn a, > «, ist. 


II. A ist eine e-Operation (erlaubte Operation) fiir 7”, wenn a, = «, ist. 


III. A ist eine v-Operation (verbotene Operation) fiir 7, wenn a, < «, ist. 


Fiir B und C sollen die entsprechenden Definitionen gelten, die Dreiecks- 
operationen D und D* sind ganz anderer Art, denn sie drehen den Dreiecks- 
grundri8, ohne ihn sonst zu verindern. Wir setzen fiir sie und fiir die e-Ope- 
rationen den gemeinsamen Namen E-Operationen fest. Damit ist eine Ein- 
teilung der Dreiecksoperationen A, B,C, D fiir einen vorgelegten Dreiecks- 
grundriB geschaffen. — Es gelten nun folgende Siatze: 

Satz 3. Entsteht y aus x” durch die Dreiecksoperation O (O = A, B, C) 
und ist O eine g- bzw. e-, v-Operation fiir 7, 80 ist O eine v- bew. e-, 
g-Operation fiir 7. 

Satz 4. Ist fiir einen vorgelegten Dreiecksgrundrif eine der Dreiecks- 
operationen A, B,C eine g-Operation, so sind die anderen beiden notwendig 
v-Operationen. 

Satz 5. Ist fiir einen vorgelegten DreiecksgrundriB eine der Dreiecks- 
operationen A, B,C eine e-Operation, so kann keine der beiden anderen eine 
g-Operation sein. 

Der Satz 3 folgt mittels (21) und (25) sogleich aus den Definitionen I, II 
und III. Zum Beweise der Sitze 4 und 5 andern wir die Indizes der 7 ein 
wenig ab: Der vorgelegte DreiecksgrundriB sei 7”, er werde durch die Dreiecks- 


0 


operation A in y‘”, durch B in 7” und durch C in 7{” verwandelt., Dann 


entnehmen wir der Anschauung die folgenden Ungleichungen 


{ By => 4%, Yo =} %, 


27 
ail la =P, %~2Ys 
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die man auch aus der Betrachtung der zu a, «,, By, Be, Yo, 73 gehdrenden 
Terme von BP”, P”, BP und P gewinnen kann. 
Was nun den Satz 4 anlangt, so kénnen wir uns auf den Fall beschrianken, 
daB A die g-Operation ist, daB also 
a, > XM 
gilt. Dann folgt daraus und aus (27) 


Bs < Bo und ¥3 < Yo 
womit B und C als v-Operationen erkannt sind. 
Beirh Satz 5 kénnen wir uns auf den Fall beschriinken, daB A die e-Ope- 
ration ist, daB also 
a, = X% 
gilt. Jetzt folgt daraus und aus (27) 


By Ss Bo und Y3 — Yo: 


womit der Satz bewiesen ist. 


§ 6. 
Die Normalklasse. 


Wir betrachten jetzt wieder eine Klasse $\” und unterwerfen den zu- 
gehérigen DreiecksgrundriB 7” allen méglichen Operationen. Da werden im 
allgemeinen unendlich viele verschiedene 7“ entstehen. Wir greifen jene 7” 
heraus, fiir welche keine der Operationen A, B,C eine g-Operation ist, und 
fassen sie in einer Klasse {Mt} zusammen, die wir Normalklasse nennen. Den 
Beweis, da8 immer Elemente von {9} existieren, wollen wir jetzt erbringen: 

Wir ordnen jedem %” zwei ganze, positive Zahlen Y und M zu, die wir 
so erkliren: Z ist die Summe der absoluten Werte aller in ®™ vorkommenden 
Exponenten und M ist die Summe aus 2 und der Anzahl der Potenzen 
von $. Dann gilt zunichst der 

Satz 6. Entsteht B” aus P” durch die Operation A, so ist 


21 < My — a, + %. 
Zum Beweise verwenden wir die Substitutionen von A in der Form 
Ss, = S;, 
S, = Sz, 
| S; = 8, S, Sy", 
was ja erlaubt ist. Wir setzen in ein Kurzwort Wo von P™ ein und reduzieren 
zunachst nicht. Bei dem so entstehenden Wort W, ist die Summe der ab- 


(28) 
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soluten Werte der Exponenten von S, und S, gleich der entsprechenden 
Summe bei Wo, weil durch (28) die Indizes 2 und 3 vertauscht wurden, ohne 
daB dabei neue S, S, hinzugekommen oder alte in Wegfall geraten sind. 
Machen wir jetzt den Ubergang von W, zum Kurzwort W,, so kann diese 
Summe nur gleich bleiben oder kleiner werden. — Uber die S,-Potenzen 
lat sich folgendes aussagen: Erstens sind «, von ihnen mit den Exponenten 
+1 oder — 1 in Wegfall geraten. Zweitens sind a von ihnen mit den Ex- 
ponenten + 1 oder — 1 neu hinzugekommen. Drittens gilt fiir die iibrigen 
S,-Potenzen der Hauptsatz des 1. Teiles, und zwar in seiner zweiten Fassung *). 
Fiir ihre Exponenten gilt also, daB der absolute Wert eines jeden um héchstens 1 
gewachsen ist. — Vergréfert man bei allen Potenzen von W, den absoluten 
Wert des Exponenten um 1 und bildet man dann die Summe, so erhilt 
man M,. — Aus diesen Tatsachen folgt die Ungleichung des Satzes 6. Der 
Satz gilt natiirlich sinngemaB fiir die Operationen B und C und gestattet 
iiberdies noch eine Erweiterung: 

Entsteht nimlich P'” aus P durch die Operation B, weiter P“ aus PY 
etwa wieder durch die Operation A, dann P” aus P\” vielleicht durch die 
Operation C usw., so gelten die Ungleichungen: 


Pere + a» — By + B,. 
(29) 23 S My — % + % — Be + By — &3 + %, 
| 2S Mea + t — By + By —% +g — y+ 


usw., 


das ergibt sich miihelos aus der obigen Beweisfiihrung. 
Man kénnte diese Ungleichheiten avch noch verscharfen, z. B. erkennt 
man leicht, daB sogar 


ist, und vermutlich kénnen auch die Gleichheitszeichen von (29) weggelassen 
werden, doch geniigen schon die bisherigen Ergebnisse, um die Existenz 
von {M} nachzuweisen: Wenn nimlich alle ausgefiihrten Dreiecksoperationen 
g-Operationen sind, so folgt aus den obigen Ungleichungen 


Z,>2> 2.> 244>.:-+ 


und diese Reihe kann nicht unbegrenzt fortgesetzt werden, weil ihre Glieder 
ja ganzzahlig und positiv sind. Damit ist aber bewiesen, da8 mindestens ein 
Element von {9} existiert. 


*) Vgl. Zépfe I, S. 434. 
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§ 7. 
Eigenschaften der Normalklasse. 


Ist N ein Element von {M} und fiihren wir an ihm alle E-Operationen 
aus, die méglich sind (mindestens zwei mu8 es geben, namlich D und D*), 
so erhalten wir wieder Elemente von {®}. Fiir die Operationen D und D? 
ist das selbstverstiandlich, fiir allfallige e Operationen folgt es aus den Siatzen 3 
und 5. Die neuen Elemente nehmen wir mit 3” zusammen, streichen von 
zwei gleichen Elementen immer eines weg, bis wir lauter verschiedene Elemente 
vor uns haben, und fiihren dann wieder an jedem von ihnen alle E-Operationen 
aus, die méglich sind. Die jetzt neu entstehenden Elemente nehmen wir wieder 
mit den alten zusammen, streichen wieder wie oben, fiihren dann wieder die 
E-Operationen aus, usw., so lange, bis alle neu entstehenden Elemente schon 
unter den alten vorhanden sind. 

Da8 unser Verfahren wirklich nach endlich vielen Schritten diesen Ab- 
schlu8 findet, daB es uns also nur endlich viele verschiedene Elemente 


(30) RDN, RO RY 


liefern kann, beweist man, indem man zunichst die Definition II auf die 
Formeln (28) anwendet: Die Ungleichungen 


2; < My, 2; < M,, 23 < M,, 24 <. My, 


besagen, daB alle N™, die aus NR” durch Ausfiihrung von e-Operationen ent- 
standen sind, folgende Eigenschaft haben: Die Summe der absoluten Werte 
der Exponenten liegen unter einer festen Schranke M,. Daran andern auch die 
Operationen D und D* nichts. Es gibt aber iiberhaupt nur endlich viele 
Potenzprodukte von S,, S,, 8, mit dieser Eigenschaft. 

Wir fassen die Elemente (30) in einer Klasse {{9}} zusammen. Bei Aus- 
fiihrung von E-Operationen entstehen aus den Elementen von {{%}} immer 
nur wieder Elemente von {{9}}, und umgekehrt kann man alle Elemente 
von {{M}} aus einem von ihnen durch wiederholte Anwendung von E-Opera- 
tionen erhalten. Und nun kommt die Hauptsache: Wir behaupten, da8 {2} 
mit {{M}} identisch ist. Den Beweis fiihren wir indirekt: Wir nehmen an, daB 
es ein Element R” aus {M} gibt, welches nicht zu {{M}} gehért. Ist nun N” 
ein Element aus {{M}}, so existiert sicher eine Dreiecksoperation (7), welche 
R” in NR” iiberfiihrt. Wir denken wns (7) als reduziertes Potenzprodukt 
von A, B,C, D so dargestellt, wie es in Satz 2 beschrieben ist. Ist der erste 
Faktor D oder D* vorhanden, so fiihren wir diese Dreiecksoperation aus und 
erhalten aus MR” wieder ein Element von {{%}}. Daher kann die Dreiecks- 
operation, die durch den zweiten Faktor von (7) verlangt wird, nur eine 
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e- oder eine v-Operation sein. Ist sie eine e-Operation, so gilt der eben aus- 
gefiihrte Schlu8 auch fiir den dritten Faktor von (7), usw. Da aber RY 
nicht zu {{M}} gehdren soll, miissen wir einmal auf eine v-Operation kommen: 
Wir nehmen an, da8 die Dreiecksoperation, die durch den h-ten Faktor 
von (7) verlangt wird, eine v-Operation ist. Nach Ausfiihrung dieser v-Ope- 
ration haben wir ein Element, fiir welches der Satz 4 gilt. Und zwar ist die 
Dreiecksoperation, welche durch den (h + 1)-ten Faktor von (7) verlangt 
wird, eine der beiden v-Operationen. Diese SchluBweise gilt jetzt fiir alle 
folgenden Faktoren von (7), so daB sad aus dem vorhergehenden Element 
durch eine v-Operation entsteht. Dann aber ist nach Satz 3 eine der Dreiecks- 
operationen A, B, C eine g-Operation fiir R, und folglich gehért N” nicht 
zu {M}. Das steht im Widerspruch zur obigen Annahme. 


§ 8. 
Das finite Verfahren. 


Das am Ende des § 1 in roher Form ausgesprochene Problem kénnen wir 
jetzt genau formulieren: Von zwei vorgelegten Dreiecksgrundrissen y und 4 
ist durch ein finites Verfahren zu entscheiden, ob x durch eine Dreiecks- 
operation in 7 iiberfiihrt werden kann oder nicht. 

Wir sind jetzt imstande, das finite Verfahren anzugeben. Es besteht in 
der Aufstellung der Normalklasse: Zwei Dreiecksgrundrisse sind dann und 
nur dann ineinander tiberfiihrbar, wenn die zugehérigen Normalklassen identisch 
sind. 

Damit ist auch das Transformationsproblem fiir die Viererzépfe aus R 
gelést. Um nimlich zu entscheiden, ob zwei Viererzépfe Z, und Z, aus K 
durch Transformation ineinander iiberfiihrt werden kénnen, haf man so 
vorzugehen : 


1. Man bestimme, zu welchen Untergruppen U,, die Zépfe Z, und Z, 
gehéren. Sind dann 3, bzw. 3, die Anzahlen der Untergruppen, zu denen 
Z, bzw. Z, gehdren, so sind ftir 3, + 32 die beiden Zépfe nicht ineinander 
iiberfiihrbar. Fir 3, = 3, gehe man 

2. in jeder Untergruppe zur Darstellung %™ iiber und bestimme die 
zugehérige Normalklasse {Mt}. 

3. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dab Z, und Z, 
durch Transformation auseinander entstehen kénnen, ist, daB ihre Normal- 
klassen paarweise identisch sind. (Natiirlich ist dies der Fall, sobald nur 
irgendein Element einer Normalklasse von Z, mit irgendeinem Element einer 
Normalklasse von Z, identisch ist.) 
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An dem folgenden Beispiel wollen wir die Normalklasse wirklich berechnen: 
Der Viererzopf 


ait at Sa—-1 ad §42q2q-1 q—-1 
Z = 0;' 6,0} 0; ' 036,03 o} 20, * oF 


gehért zu , denn er wird zur Identitét, wenn man den vierten Faden weg- 
nimmt. Er gehért also zu U,,, aber zu keiner anderen Untergruppe. Machen 
wir den vierten Faden zur Raumkurve J, so stellt sich heraus, daB Z schon 
ein Element W,,. von © ist, so daB man alle anderen Elemente von 
durch zyklische Permutation erhalt. Die Fig. 13 zeigt den GrundriB o™ 


x 





von ©”. Wir gehen nun zur Darstellung in den Erzeugenden S,, S,, S, iiber: 
Die Klasse P” besteht aus den zyklischen Permutationen von 
Z, = 8, 8,8, 8,8, 85", 


und die Fig. 14 zeigt den Dreiecksgrundri8 7” von $. Fir $B” ist A eine 
g-Operation, B und C sind v-Operationen, das stimmt mit dem Satz 4 iiberein. 
Fiihren wir die Operation A aus, so gelangen wir zur Klasse $\”, welche 
aus den zyklischen Permutationen von 


Z, = 8,8, 8, Sj Sy* 


besteht und deren Dreiecksgrundri8 7” durch die Fig. 15 dargestellt wird. 
Fir $ ist B eine e-Operation, A und C sind v-Operationen, das stimmt mit 





Fig. 17. 


dem Satz 5 iiberein. Durch Ausfiihrung der Operation B erhalten wir die 
Klasse $\”, welche aus den zyklischen Permutationen von 


Zy = 8,8, 8,838; 
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besteht und deren 7\” die Fig. 16 ist. Fiir B{” sind B und C e-Operationen, 
A ist v-Operation. Durch Ausfiihrung von C kommt man auf $B” mit 


Z, = 8,838, S§3 Sy" 


und 7 in Fig. 17. Jetzt ist C eine e-Operation, A und B sind v-Operationen. 
Wir haben also die wesentlichen Formen von {8} schon beisammen und 
brauchen an ihnen nur noch die Operationen D und D® auszufiihren. Die 
Normalklasse von Z besteht somit aus den neun Elementen 


S, 8,8, S787", 8,8, S,SZSz*, 8,8, 8, S7Sz, 
S,8,8,S83S;1,  8,8,8,S82S8;>1, 8,8,8,8?S8;z, 
S,8,8,S828y1, 8S8,8,8,S2S8y*, 8,S8,8,82 Sz) 

und ihren sémtlichen zyklischen Permutationen. Das sind 1080 Elemente, 


und sie sind alle voneinander verschieden. 
Fiir sie alle ist 2 = 6, das zu Z, gehérige M, = 12. 


(Eingegangen am 23. 4. 1938.) 





Uber isotrope Mannigfaltigkeiten. 
Von 
Josef Lense in Minchen. 


§1. 
Bezeichnungen. 
Wir betrachten im euklidischen R, eine Mannigfaltigkeit V,, von der 
Dimension m, gegeben durch die Vektorgleichung 
=> (tu, Ue, «++, Um), 
in der Umgebung einer Stelle, wo x eine analytische Funktion der komplexen 
Veriinderlichen «,, %, ..., %, ist. Der Voraussetzung nach ist m der be- 
wegungs- und parameterinvariante Rang der Matrix 


fe, 8... El 
du,’ _  * ou, ¢ 





Das Bogenelement der V,, ist 


m 
Ox OZ 
dz? = 2 rd de, Juv = Gu, Ou,” 
r sei der ebenfalls bewegungs- und parameterinvariante Rang der Matrix 
\\9,,||. Mannigfaltigkeiten mit r < m pflegt man als isotrop zu bezeichnen. 
Insbesondere habe ich V,, mit r = 0 wegen dx* = 0 ametrisch genannt. Von 
anderer Seite wurde dafiir total- oder vollisotrop vorgeschlagen, weil simtliche 
Kurven der V,,, in diesem Fall isotrop sind. Ljneare V,, vom Rang r nannte ich 
(m —r)-fach isotrop'). Um die Bezeichnung zu vereinheitlichen, méchte 
ich vorschlagen, alle V,, vom Rang r isotrop vom Rang r zu nennen. Bei m = 1 
(isotrope Kurven) kann man den Rang weglassen, weil nur r = 0 in Frage 
kommt. 
Wenn fiir alle Kurven x = x(t) einer V,, 


g2=— 7/9— = xg? — 0 


ist, aber x*+” nicht fiir alle Kurven identisch verschwindet, so nennt M. Pinl*) 
eine derartige Mannigfaltigkeit k-fach totalisotrop. Ich méchte dafiir im 
1) J. Lense, Math. Annalen 112 (1935), S. 139—154 (im folgenden mit L, be- 
zeichnet), insbesondere 8. 152. 
2) M. Pinl, Compositio math. (1938), 8. 208—238 (im folgenden mit P bezeichnet), 
insbesondere 8. 210. 
Mathematische Annalen. 116 20 














298 J. Lense. 


Anschlu8 an E. Bompiani*®) die Bezeichnung isotrop k-ter Art vorschlagen. 
Projiziert man namlich eine derartige V,, gema8 der Gleichung 

(1) r=F+% 

in die Koordinatenriume (z,, Z, ..., Z,) und (%,,4, Z.9, ---+, Zp), 80 sind 
die beiden Mannigfaltigkeiten ¢ und 1x umkehrbar eindeutig so aufeinander 
abgebildet, da8 entsprechende Kurven nicht nur gleiche Bogenlangen, sondern 
in entsprechenden Punkten auch gleiche Kriimmungen bis zur Ordnung 
k —1 haben; die Mannigfaltigkeiten sind also nach der Bezeichnung von 
Bompiani aufeinander abwickelbar von der Art k. Fiir k +o kénnte man sie 
vollisotrop nennen. Solche Gebilde liegen in linearen isotropen Riumen vom 
Rang 0 (L,, 8. 153). Alle derartigen linearen Riume sind selbst vollisotrop. 


§ 2. 
Die Differentialform vierten Grades. 


M. Pin] hat insbesondere den Fall m = 2, r = 0, k = 1 untersucht*). Durch 
jeden Punkt einer solchen Flaiche gehen vier isotrope Kurven héherer als 
erster Art, die entsprechenden Richtungen werden durch das Verschwinden 
einer bewegungs- und parameterinvarianten Differentialform vierter Ord- 
nung geliefert (vgl. hierzu auch B, 8. 299, 316). Fiihrt man u und v als Flichen- 
parameter ein, so lautet diese Differentialform 


(d* x)? = a,du* + 4a, du dv + 6a,du?dv*® + 4a, dude + a,dv* 


mit 
a = < “? 
@ = Luu tu, 
(2) @, = Xun toe = Ey, (vgl. hierzu die Gleichungen (3)), 
a3 = fueo low 
6,= ,. 


Je nachdem, ob in jedem Flichenpunkt von diesen vier Richtungen alle 
vier, drei, je zwei oder nur zwei zusammenfallen, kann man bei passender 
Parameterwah| die Normalformen 


adv‘, advdv, adu'dv’®, dv?du(adu + bdv) 


herstellen. Die entsprechenden Typen seien mit I, II, III, IV bezeichnet. 
Sind die vier Richtungen in jedem Flaichenpunkt verschieden, so gibt es 
bekanntlich zwei weitere Richtungen, welche je ein Paar der ersten gleichzeitig 


’) E. Bompiani, Mem. R. Accad. Italia 6, I (1935), 8. 269—520 (im folgenden mit B 
bezeichnet). 





Uber isotrope Mannigfaltigkeiten. 299 


harmonisch trennen. Wahit man die beiden neuen Richtungen als Richtungen 
fiir die Parameterlinien, so erhalt man die Normalform adu* + bd? dv* 
+ edv‘(Typus V). Herr Pin] hat noch die beiden Sonderfialle herausgegriffen, 
in denen das Doppelverhiltnis der vier Richtungen harmonisch oder aqui- 
anharmonisch, also 6 = 0 oder b = 2 V— 3ac ist. Der Sonderfall des har- 


monischen Doppelverhiltnisses spielt eine ausgezeichnete Rolle und soll im 
folgenden mit VA bezeichnet werden. 


Es zeigt sich, daB im R, nur die Fille I, Il, VA auftreten kénnen. Die 
ihnen entsprechenden Flachen sind Torsen (I), windschiefe Regelflachen (II) 
und Filaichen mit zwei Scharen konjugierter Kurven (VA). Dieser Satz wurde 
von Herrn Bompiani nicht ausdriicklich ausgesprochen, la8t sich aber aus 
seinen Untersuchungen leicht erschlieBen (B, 8. 367--369, 377, 382). Es 
erheben sich nun folgende Fragen: Treten die sieben von Herrn Pinl aufge- 
stellten Typen schon im R, alle auf und welches sind dort die geometrischen 
Eigenschaften der entsprechenden Flichen? Di¢ erste Frage konnte Herr 
Pinl dadurch mit ja beantworten, daB er fiir die neu hinzutretenden Fille 
Beispiele angab (P, 8. 217—227). Die Beantwortung der zweiten Frage ist 
der Inhalt der vorliegenden Arbeit. Es zeigt sich, daB sich die einzelnen Fille 
aihnlich wie im R, geometrisch kennzeichnen lassen (vgl. die Zusammen- 
stellung im §9). Ich habe dazu die Untersuchungen von Herrn Bompiani 
erginzt und dabei neue Hilfsmittel verwendet. Es ist mir gelungen, das 
Ziel dadurch zu erreichen, daB ich die Dimensionen der Schmiegriume S, 
und S, untersuchte, die von den Ableitungen der beiden ersten bzw. der 
drei ersten Ordnungen des Kurvenvektors aufgespannt werden (§3). Der 
obenerwahnte Satz fiir den R, stellt sich dabei als Zwischenergebnis 
wieder heraus (§ 7). 

Im Sinne der Gleichung (1) wird dadurch auch die Aufgabe gelést: 
Es sind stimtliche auf eine Ebene abwickelbaren Flichen des R, aufzustellen und 
die Flichen des R, beziiglich ihrer Abwickelbarkeit auf Flicthen des R, einzu- 
teilen. Die Lésung der Aufgabe fiir den R, bedeutet in diesem Sinne: Saémtliche 
auf eine Ebene abwickelbaren Flichen des R, sind aufzustellen und die Flichen 
des R, beziiglich threr gegenseitigen Abwickelbarkeit evnzuteilen. 


§ 3. 
Die Schmiegriume zweiter und dritter Ordnung. 


Wir wollen zuerst einige Begriffe und Beziehungen zusammenstellen, 
die im folgenden gebraucht werden. Die Tangentialebene einer Flache 
x = x (u, v) im Punkte (wu, v) wird durch x, und x, aufgespannt. Der von den 
ersten und zweiten Ableitungen von x aufgespannte Schmiegraum zweiter 

20* 
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Ordnung mége mit S,, der von den ersten, zweiten und dritten Ableitungen 
aufgespannte Schmiegraum dritter Ordnung mit S, bezeichnet werden. 
o sei die Dinension von S,, t die von S,. Dann gilt 25055,0o21rS9. 

Die Fliche mége ©° Tangentialebenen haben (ge = 0, 1, 2). Diese Tangen- 
tialebenen erzeugen die Mannigfaltigkeit » = x + sx, + txz,, deren Tangen- 
tialraum im Punkte (s,¢, u,v) von den Vektoren p,, 0;, Dy, 0, aufgespannt 
wird. Ein beliebiger Punkt dieses Tangentialraumes ist also durch 
bY) + 6,0, + bet + bsDu + 4d, =z+ Cyky + Coke + C3kuu + CgkuotCgtoe 
gegeben, liegt daher im S, der Flache. Die betrachtete Mannigfaltigkeit 
der Tangentialebenen und somit auch ihr Tangentialraum haben die Dimension 
eo +2, infolgedessen ist 9 +20. Eine Ausnahme tritt ein, wenn eine 
Fliche mit 9 = 2 und daher auch ihre Tangentialebenen in einem R, liegen. 
In diesem Falle ist die erwahnte Dimension nicht vier, sondern drei. Dieser 
Fall ist infolgedessen immer gesondert zu betrachten. 

Man muB8 drei Fille unterscheiden: 


1. o = 2, die Ableitungen zweiter und héherer Ordnung von x hangen 
also linear von denen erster Ordnung ab, die Flache ist somit eine Ebene, 
t = 2, 0 = 0, jede dieser Aussagen zieht die anderen nach sich. 

2. o = 3. Dann ist entweder 9 = 1 wegen 90 + 2 Sco und 1., die Flache 
also eine Torse (einschlieBlich der ausgearteten Fille: Kegel, Zylinder), weil 
ihre Projektion in einen beliebigen R, eine Torse ist, somit x = 3 (u) + v3" (u), 
daher t S 4, oder die Flache liegt iri einem R,, dann kann auch g = 2 ein- 
treten, aber dafiir ist t= 3. Umgekehrt folgt aus @ = 1 (Torse) immer 
o=3,trS4 

3. o =} 4, die Flache kann also in keinem R, liegen, somit @ = 2 wegen 
1. und 2. Umgekehrt ist o > 4 fiir 9 = 2, wenn die Flache in keinem R, 
liegt. 


Aus dz* = 0 folgt in bekannter Weise 
) z= £,2,= 5 = 0, 


Zu Zuu = Fo Xun = Fu tue = Fv tue = tu tee = Fe koe = 0. 
Die Gleichungen (2) ergeben dann 


Xu Iuuu = — %, 
Bu luue = Fo luuu = — 4%, 
(4) Xu Xuov = fo lune = — Gg, 
Xu love = Ie luoe = — Gy, 


Zelove = —% 
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und 
1 @ 
Xuu 2uuu =352. 
1 da, 
Xuutuuv = Dd de’ 
da l da 
luutuee = 3p 3 De? 
3 0a da 
luuloov =F Op — Ge? 
da 1 da 
Nel = 3, - > Se: 
1 da, 
uo luue = F de’ 
5 
(5) 1 da, 
tuvtuev = J Gy’? 
da 1 da 
Luoleov = 5, —-F Ge? 
3 aA da 
Zoe uuu = - dee ay 





Zee tuur = Fy “ant 
1 

ZyvXuv0 = 2 Ou?’ 
1 

Zvv 2o0e = a 


Aus (2), (3), (4) folgt: 


uuu a = a, = 0, 
ot ae ; _, 4 =4,=0, 
Liegt “*° im Sq, 80 ist 
Zuvv a, = a, = 0, 
Lovr ag = a,= 0. 
§ 4. 


Flichen mit Asymptotenlinien. 


Wir betrachten nun eine Flache mit m = 2, r= 0, k = 1. 

Ist ¢ = 3, so ist die Fliche nach §3 eine Torse. Ware nimlich oe = 2, 
so miiBte die Fliche in einem R; liegen. Da jede Flaichentangente isotrop ist, 
miiBte der absolute Kegelschnitt dieses R, die ganze uneigentliche Ebene 
erfiillen, der R, daher vollisotrop sein. Dann wire aber die Flache ebenfalls 
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vollisotrop, also k + 1. Wie sich durch Rechnung ergibt*), ist r= 4 und 
(d* x)? vom Typus I. Die isotropen Kurven héherer als erster Art sind die 
Erzeugenden. Umgekehrt fiihrt jede isotrope Torse erster Art vom Range 9 
nach L,, 8. 182—183 auf den Typus I. 


Ist ¢ = 4, so besteht zwischen den ersten und zweiten Ableitungen von zx 
eine lineare homogene Gleichung 


(6) Ax, + Br, +Cx, + Dz, +Fx,, = 09. 


Ist diese partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir x parabolisch, 
so kann man sie bei passender Wahl von u und »v in der Gestalt. x,, = Ax, 
+ Bx, voraussetzen. In den neu eingefiihrten Parametern sind daher die 
Kurven « = const. Asymptotenlinien, die Fliche ist gemiB (2) und (3) vom 
Typus I oder II. 


Wir betrachten zuerst den Fall des Typus I und denken uns u und v so 
gewahlt, daB a, = a, = a, = a, = 0 ist. Die Differentialgleichung hat 
dann wieder die Form (6), wobei D*? — 4 CE = 0 ist. Multiplikation von (6) 
mit x,,,, liefert daher wegen (2) und (3) C = D = 0. Differenzieren wir nun 
die Gleichung nach « und multiplizieren dann mit x,,, so erhalten wir auch 
noch A = 0. Die Kurven u = const. sind also Gerade, die Flache ist somit 
eine Regelfliche, aber wegen o = 4 keine Torse. Im folgenden soll unter Regel- 
flache immer eine solche verstanden werden, die keine Torse ist. Die isotropen 
Kurven héherer als erster Art sind die Geraden der Fliche. Nach § 3 liegt t,4. 
nicht im S,, daher ist r=5. GemaS L,, 8. 185 ist tr 6, also 
5s 7rS6. 


Im Fall des Typus II denken wir uns u und v so gewahit, daB ay = a, 
= 4, = a, = 0 ist. Multiplikation von (6) mit x,, bzw. x,, gibt wegen (2) 


und (3) C = D = 0. Differenziert man jetzt die Gleichung nach u und multi- 


pliziert dann mit x,,, so erhalt man A = 0, also wieder eine Regelfliche. 
Aufer den Geraden gibt es hier noch eine zweite Schar von Kurven, die isotrop 
von héherer als erster Art sind. Der S, wird von den Vektoren £,, 5, uu, Xue 
aufgespannt, weil wegen A = C = D = 0 ¢,, proportional x, ist. Nach 
§ 3 liegen x,,,, und x,,, nicht im S,, auch besteht keine lineare Abhangigkeit 
zwischen %,, X», Xuu, Xue» tuuu» tuuv, Sonst wiirde die Multiplikation mit x,, 
wegen (3) und (4) a, = 0 ergeben. Es ist also t = 6. 


*) J. Lense, Monatshefte Math. Phys. 43 (1936), S. 177—186 (im folgenden mit L, 
bezeichnet), insbesondere S. 182—183. 


Sea 
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§ 5. 
Regelflichen. 


Wir haben noch die Existenz derartiger Regelflichen nachzuweisen. 
Nach Lg, 8. 185 setzen wir xs = 9 (uw) + 03 (u), wobei 


(7) y= 93 = 3727 = 9'3= 3 = 


sein muB. Hine isotrope Regelfliche erster Art vom Rang 0 ist darnach vom 
Typus I oder II. y” 3 = 0 kennzeichnet den Typus 1. Diese Gleichung kénnen 
wir wegen »’ 3’ = 0 auch durch yn’ 3” = 0 ersetzen. Im Falle I haben wir 
also die Gleichungen (7) in Verbindung mit y’ 3° = 0 zu lésen. 

Dies kann in folgender Weise geschehen: Wir lésen zuerst nach L,, 8. 143 
die Gleichungen 3? = 3'* = 0, so daB 3, 3’, 3 linear unabhangig sind, und mit 
dem so gewonnenen analytischen 3 = 3 () die iibrigen Gleichungen, nimlich 


(8) on 3=9'3 = 93" = 9? = 0. 


Die Méglichkeit, dieses System zu lésen, erkennen wir so: yj, Z, 21, 2, seien 
die Schnittpunkte der Richtungen der Vektoren 9’, 3, 3’, 3’ mit dem uneigent- 
lichen R,_, des euklidischen R,, in dem wir die Existenz der Regelfliche 
nachweisen wollen. A’, sei die absolute quadratische Mannigfaltigkeit des 
R,. Die Gerade 3 3, liegt auf der A®_,, weil 32 = 33’ = 3'? = 0 ist, z, auf 
den Tangential-R,_, von z und z,, weil 33” = 3’ 3° = 0, daher auf ihrem 
durch die Gerade zz, gehenden Schnitt-R,_,. Ebenso geht der Polar-R,_, 
von 2, durch diese Gerade, somit auch sein Schnitt-R,_, mit dem eben ge- 
nannten Schnitt-R,_;. y, muB auf deni Schnittgebilde dieses R,_, mit der 
A} _, liegen. Es ist eine quadratische Mannigfaltigkeit, welche die Gerade zz, 
enthalt und deren Dimension mindestens » — 5 betragt. Ist daher n = 6, 
so besteht diese Mannigfaltigkeit aus zwei Geraden, von denen eine 22, ist. 
Da y, zu z, 2, und sich selbst konjugiert ist, mu8 es sowohl mit z als auch 
mit z, je auf einer Geraden liegen, daher auf der Geraden zz,. Sollen daher 
Yi, 2, 2y, 2g linear unabhangig sein, so mu8 n=7 sein. Im R, kann man 
sonach die Gleichungen fiir festes u durch vier linear unabhingige Vektoren 
9’, 3,353 befriedigen, d.h. die Funktionaldeterminante beziiglich vier der 
Komponenten von »’ ist fiir dieses feste « von Null verschieden. Durch (8) 
sind daher diese vier Komponenten von y’ als analytische Funktionen der 
iibrigen und der Komponenten von 3, 3’, 3 definiert und damit ist nach dem 
Existenzsatz aus der Theorie der Differentialgleichungen die Existenz von y 
als analytische Funktion von u gesichert. Die Fliche ist keine Torse. Denn 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist die lineare Abhidngigkeit 
der Vektoren y’, 3, 3’, weil dann und nur dann die Tangentialebene von v nicht 
abhingt. Daraus folgt wegen (7) und (8) yn” 3’ = 0, d. h. in Hinblick auf die 
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eben nachgewiesene Existenz von Regelflachen mit dieser Eigenschaft ist die 
Bedingung y" 3’ = 0 fiir isotrope Torsen erster Art vom Rang 0 notwendig, 
aber nicht hinreichend. 

Die Existenz von Regelflachen des Typus II, also mit n” 3 + 0, wurde 
schon L,, 8. 185—186 nachgewiesen. Man hat nur in den eben durchgefiihrten 


Betrachtungen die Bedingung 9’ 3” = 0 wegzulassen. Solche Regelflichen 
sind fiir n =>6 méglich. 


§ 6. 
Flichen mit zwei Scharen konjugierter Kurven. 


Ist die Differentialgleichung (6) nicht parabolisch, so kann man sie bei 
passender Wahl von u und » in der Gestalt 


(9) tu, = Ax, + Bz, 


voraussetzen. Die Parameterlinien sind also korjugiert, a, = a, = a, = 0, 
der Typus ist somit I oder V h, je nachdem ob eine der beiden GréBen a, und a, 
verschwindet oder beide von Null verschieden sind. Indem wir gegebenen- 
falls u mit » vertauschen, kénnen wir immer a, + 0 voraussetzen. 


Umgekehrt fiihrt eine isotrope Fliche erster Art vom Rang 0 mit zwei Scharen 
konjugierter Kurven immer auf diese Differentialgleichung und damit auf T ypus I 
oder Vh. Die beiden Fille sind dadurch voneinander geschieden, da bei I eine 
Schar von isotropen Kurven hoherer als erster Art vorhanden ist (sie ist eine 
der beiden Scharen konjugierter Kurven), bei Vh dagegen vier Scharen solcher 
Kurven, von denen durch jeden Flichenpunkt vier gehen, deren Richtungen 
harmonisch liegen und die sich so in zwei Paare anordnen lassen, da jedes Paar 
gleichzeitig von den beiden durch den Punkt gehenden konjugierten Kurven 
harmonisch getrennt wird. 

Der S, wird wegen (9) von den Vektoren £,, %,, yy, Zp» aufgespannt, 
Zuu» und x,,, liegen im S,, 2,,, dagegen nicht nach §3 und im Falle VA 
auch x,,, nicht. In diesem Falle ist auch eine lineare Abhangigkeit zwischen 
Eu, 2%, Xuu Zee» tuuu» Zove UNMOglich, weil man sonst durch Multiplikation 
mit x, und x, nach (3) und (4) a, = a, = 0 erhalten wiirde. Es ist daher beil 
5S 1rSS6, bei VA t = 6. 

Beispiele fiir derartige Flichen liefern die Schiebflichen x = y (u) + 3 (v) 
mit n’? = »’ 3’ = 3% = 0 (Lz, 8. 186). Ist dabei yn”? + 0, 3? = 0, so hat 
man den Typus I, ist dagegen ny”? + 0, 3% + 0, den Typus VA. Will man 
z. B. den Fall I im R, verwirklichen, so nimmt man fiir 9 eine isotrope Kurve 
erster Art in einem euklidischen R, und fiir 3 eine Kurve einer vollisotropen 
Ebene in einem zu diesem R, senkrechten euklidischen R,. 
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§ 7. 
Fallunterscheidungen im R,. 


Der Normalraum des 8, ist ein R,_,, er enthalt zufolge (3) x, und z,, 
also ist n =o +2. Es erg.bt sich daher gemaB §3 bis 6: 


1. n = 4, o = 2, die Flache ist eine Ebene. 


2. n = 5. Es ist auch o = 3 (Torse) méglich. Nichtebene Flichen in 
vollisotropen R, sind hier unméglich, weil derartige R, erst im euklidischen R, 
auftreten (L,, 8. 153). 

3. n = 6,0 S4, daher sind fiir k = 1 nur die Typen I, II, VA méglich. 
Im Faile I enthalt der Normal-R,_ , des S, die Vektoren 2,, 2», tuo, Xoo, 
von denen mindestens o — 1 linear unabhingigsind. Somitist6 — ¢o2o0-—1 
oder 3. Man hat daher folgende Einteilung: Typus I, o = 3, t = 4, 
Torsen; Typus II, o = 4, t = 6, Regelflichen; Typus Vh, o = 4, ‘t = 6, 
Flichen mit zwei Scharen konjugierter Kurven. 

Im Sinne der Gleichung (1) fiir s = 3 erhalt man damit folgende Einteilung 
der Flichen des euklidischen R, beziiglich ihrer Abwickelbarkeit: 

I, Torsen; 

II, aufeinander abwickelbare Regelflichen, wobei die Erzeugenden in Er- 
zeugende tibergehen ; 

Vh, aufeinander abwickelbare Flichen, bei denen zwei Scharen konjugierter 
Kurven in ebensolche tibergehen. Durch jeden Flichenpunkt gehen vier Kurven, 
deren Kriimmungen bei der Abwicklung erhalten bleiben. Ihre Tangenten 
liegen harmonisch und lassen sich so in Paare anordnen, daB jedes Paar von 


den Tangenten der beiden durch den betreffenden Flichenpunkt gehenden kon- 
jugierten Kurven harmonisch getrennt wird®). 


4.” = 7. Hier ist zum ersten Male o = 5 méglich. Um zur vollen 
Fallunterscheidung hinsichtlich der sieben Typen zu gelangen, sind noch 
einige Vorarbeiten zu leisten. 


§ 8. 
Hilfssiitze fiir den R;. 


Wir betrachten im euklidischen R, das Quadrat der aus den Komponenten 
der sieben Vektoren £,, fo, Zuu, Euc, Eve, U, 0, (u, v beliebige Vektoren) 


5) A. Voss, Math. Annalen 46 (1895), S. 97—132. 








306 J. Lense. 


gebildeten Determinante D. Man erhilt fiir dieses Quadrat zufolge (2) 
und (3) 








a. a a 

uz.vi}|% 1 4s 
=| > oe, @& &- 

adiiogns Ps a & 


Fiir beliebige u und p ist D dann und nur dann Null, wenn die fiinf Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung des Kurvenvektors linear abhiangig 
sind, d.h. es ist o4, wenn 


la, a, a,| 
A=z|e, @ 4, 
qo %& % 


verschwindet und umgekehrt. Das ist gema8 den in § 2 aufgestellten Normal- 
formen gerade bei I, II, VA der Fall und sonst nicht. 


Setzt man in D? fiir u die dritten Ableitungen von x ein und beriick- 
sichtigt (4), so erkennt man, da8 sich der am Schlu8 von § 3 angegebene Satz 
im R, fiir o = 5 umkehren la8t. Wahlt man dagegen fiir u und p je ein Paar 
dieser dritten Ableitungen und setzt wieder o = 5, also A + 0 voraus, so 
erhalt man fiir den R, folgendes Ergebnis: Wenn z,,,,, und 2,,, zusammen 
mit den Ableitungen erster und zweiter Ordnung héchstens einen R, auf- 
































spannen, so ist m ~ 0 und umgekehrt. Ersetzt man in diesem Satz 
das Paar %,,.4, Xuu» der Reihe nach durch die Paare £,,., tu003 tuuu> Love; 
Zuue> Euves Zuuv> Zeee; Zuve> Zeve; 80 treten an die Stelle von ‘ . 
die Determinanten 
a, 4,| | 4, 4, a, @,| |@, a @, 
@, @s |’ a, a, |’ a, a, |’ a, a, |’ a, a, | 
§ 9. 


Fallunterscheidungen im R,. 


Jetzt sind alle Hilfsmittel vorbereitet, um die im R, auftretenden Fille 
zu untersuchen. Wir legen fiir die einzelnen Typen die in §2 angegebenen 
Normalformen von (d* x)* zugrunde. 


Typus I. Fiir o = 3 ist die Flache nach § 4 eine Torse, daher t = 4. 
Wenn o = 4 ist, haben wir drei Fille zu unterscheiden:. 
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a) S, wird aufgespannt von x,y, ¥, Xuu, Xue. Nach §3 liegt x,,, nicht 
im S,, wohl aber liegen %,4%, tuvv, tov» im S,. Der Beweis dafiir ergibt 
sich sofort, wenn man analog wie in §8 nach (2) (3), (4), (5) das Quadrat 
der aus den Komponenten der sieben Vektoren x,, %,, Xuu, Xue, U, D, W 
gebildeten Determinante berechnet und der Reihe nach w = £,,,,,, 
Xoo, setzt. Es ist also t = 5. 


Luvs 


6) S, wird aufgespannt von x,, ,, Xu, X»»- Ahnlich wie im Fall «) 
ergibt sich, daB x,,,,, nicht im S, liegt, wohl aber die Vektoren z,,,., tuo, 
Zev», also wieder t = 5. 


y) S, wird aufgespannt von 2,, 5, tue, Yeo. Zuu hangt daher linear 
von diesen vier Vektoren ab, man erhilt also nech (2) und (3) a, = 0, d. h. 
dieser Fall ist unméglich. 


Nach §4 sind die Flaichen fiir o = 4 Regelfliichen oder sie enthalten 
zwei Scharen von konjugierten Kurven. Ihre Existenz wurde in §5 und 6 
nachgewiesen. 


o = 5 ist nach §8 unmédglich. 


Typus Il. Nach §4 und 8 ist o = 4, t = 6, die Fliche ist eine Regel- 
fliche. Uber die Existenz derartiger Flichen vgl. § 5. 


Typus III. Nach §8 ist o = 5, x,,, und £,,, liegen im S,, d.h. die 
Schmieg-R, der Parameterkurven liegen im S,, 2,,, und x,,, liegen nicht 
im S, und es besteht auch keine lineare Abhangigkeit zwischen diesen Vek- 
toren und den Ableitungen erster und zweiter Ordnung, daher ist t = 7. 
Wir wollen eine Flichenkurve, deren Schmieg-R, in den S, der Fliche liegen, 
nach Bompiani eine Quasiasymptotenlinie nennen (B, 8. 286—287). Die Flachen 
des Typus III enthalten also mindestens zwei Scharen von Quasiasymptoten- 
linien. Diese Eigenschaft kennzeichnet bei o = 5 den Typus III. Denn 
wenn zwei derartige Scharen vorhanden sind, kénnen wir sie als Parameter- 
kurven einfiihren und erhalten nach §3 ay = a, = ag = ag = 0. Die iso- 
tropen Kurven hoherer als erster Art sind diese Asymptotenlinien. Ein Beispiel 
fiir diesen Typus findet sich bei P, 8. 217—221. 


Typus IV. Ahnlich wie im Fall III ergibt sich o = 5, x,,, liegt im Sg, 
Xuuu» Zuuv» Xuve Nicht, t= 7. Die Flaiche enthalt genau eine Schar von 
Quasiasymptotenlinien, und diese Eigenschaft kennzeichnet bei o = 5 den 
Typus IV. Die isotropen Kurven héherer als erster Art bestehen aus dieser 
Schar und noch aus zwei anderen Scharen. Ein Beispiel fiir diesen Typus 
‘indet sich bei P, 8. 221—222. 
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Typus V. Bei harmonischem Doppelverhiltnis (Typus Vh) ist nach 
§6 und 8o = 4, tr = 6, die Flache enthalt zwei Scharen konjugierter Kurven. 
Uber die Existenz derartiger Flichen vgl. § 6. 

Bei nicht harmonischem Doppelverhiltnis ist nach § 8 o = 5, die dritten 
Ableitungen des Kurvenvektors liegen nicht im S,, tr = 7. Es gibt keine 
Quasiasymptotenlinien, und diese Ligenschaft kennzeichnet bei o = 5 diesen 
Fall. Beispiele fiir solche Flachen bei P, 8. 222—227. 


Zusammenstellung der fiir die isotropen Flachen erster Art vom Rang 0 
im euklidischen R, kennzeichnenden Eigenschajften. 

















Dimension von 
Typus K ichnende Eig haf 
82 8, 
I 3 4 Torsen 
4 5 Regelflachen 
4 5 Zwei Scharen konjugierter Kurven 
II 4 6 Regelflachen 
Ill 5 7 Zwei Scharen von Quasiasymptotenlinien 
IV 5 7 Eine Schar von Quasiasymptotenlinien 
V 4 6 Zwei Scharen konjugierter Kurven 
5 7 Aligemeiner Fall, keine Quasiasymptoten- 
linien 




















§ 10. 
Mannigfaltigkeiten von der Dimension m. 


In L,, 8.177—180 habe ich ein Verfahren angegeben, worach man die 
allgemeinste isotrope Fliche vom Rang 0 im euklidischen R,, bestimmen 
kann. Darnach hangt eine solche Fliche von n — 5 willkiirlichen Funktionen 
von zwei Verinderlichen ab. Dieses Verfahren wurde von M. Pinl in der 
in FuBnote *) erwihnten Arbeit beniitzt, um Beispiele verschiedener Arten 
solcher Flachen aufzustellen. Es ist nicht ohne weiteres ersichtlich, ob man 
in 4hnlicher Weise die allgemeinste isotrope Mannigfaltigkeit vom Rang 0 
und héherer Dimensionszahl m bestimmen kann. Doch fiihrt hier ein anderer 
Gedankengang zum Ziel. Wir wahlen in Gleichung (1) ¥ = ¥ (t,, tg, . . ., Um) 


beliebig. Dann ist x so zu bestimmen, daB dx* = — d¥* ist, wobei jetzt 
—d¥* eine bekannte quadratische Differentialform in den Veranderlichen 
Uy, Ug, ..-, Um ist. Das ist aber nach dem sogenannten Einbettungssatz®) 


*) M. Janet, Ann. Soc. Polonaise Math. 5 (1927), S.38—43; E. Cartan, Ann. 
Soc. Polonaise Math. 6 (1928), S. 1—7. 
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bei willkiirlichem ¥ immer méglich, wenn s=™™1") ist, Bei der Be- 


stimmung von £ bleiben, wenn s = eter) ist, noch m Funktionen von 
m — 1 Veranderlichen willkiirlich. Da man m von den n — s willkiirlichen 
Komponenten von % durch passende Wahl der Parameter «,, tg, . . ., thm 
normieren kann, héngt die allgemeinste m-dimensionale isotrope Mannigfalt-g- 
keit vom Rang 0 im euklidischen R, von n —™""+) witthiirlichen Funk- 
tionen von m Verinderlichen ab. Fiir m = 2 ergibt sich die obengenannte 
Zahl n — 5. Gleichzeitig sieht man, daB diese Zahl von willkiirlichen Funk- 
ionen erst bei n a niet) auftreten kann. 


(Eingegangen am 25. 5. 1938.) 











Differential Invariants 
in a General Differential Geometry’). 


Von 
Aristotle D. Michal und Donald H. Hyers in Pasadena (Cal:, USA.). 


Introduction. 


The study of general differential geometries in which the “geometric 
space” is a Hausdorff topological space*), while the “coordinate space” is 
a Banach space *), has been initiated recently by one of us*). The theory 
includes as special cases not only the finite dimensional but also the infinite 
dimensional 5) Riemannian and Non-Riemannian geometries. 

Partly because of the formidable nature of the calculations in both the 
finite and infinite dimensional differential invariant theories, special coor- 
dinate systems known as normal coordinates *) play an important role in 
these theories. 

In a general differential geometry with Banach coordinates, a coordinate 
system z(P) is a homeomorphism mapping a Hausdorff neighborhood of 
the geometric space H onto an open subset of a fixed open set S of the Banach 
space E, where S is itself the map of some Hausdorff neighborhood by some 
coordinate system z,(P). The value of the function x (P) will be called the 
coordinate of the point P €H. The intersection of two Hausdorff neigh- 
borhoods induces a homeomorphism z = %(z), called a coordinate trans- 
formation, taking an open subset of S into an open subset of S. 


1) Presented to the American Math. Soc., Sept. 1936 and Nov. 1936. See Ab- 
stracts 348 and 456, Bulletin of Am. Math. Soc. 42 (1936), p.631 and p. 822. 

*) Alexandroff and Hopf [1). 

%) Banach [1]. A Banach space, called space B by Banach, is briefly a complete 
normed linear vector space with real number multipliers. 

*) Michal (1), [2], [3], [6], [7]. 

5) For the initial paper, see Michal [5]. See also Michal [4], [2]; Michal and 
Hyers [1). 

*) Normal coordinate systems in the classical Riemannian geometry were first 
considered by Riemann himself. See Riemann [1]. 


& 
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For geometries with a linear connection”), the paths in an arbitrary 

coordinate system z(P) satisfy the “ordinary” differential equation ®) 
Pz dz dz 
qa tT (25 ZG) = 

where I" (x, &,, &,) is the component of the linear connection in the coordinate 
system x(P), s is a real variable, and the limits and te = 5 (42) 
are taken according to the Banach norm °). 

A coordinate system y (P) in which the equation of any path through 
a point Py, with coordinate y = 0 (the zero element of £), takes the form 
y = sé, where é is a constant element of Z, is called a normal coordinate 
system with center Py. Normal coordinates in a general differential geometry 
have been introduced and studied by us in a recent paper™), in which the 
existence of normal coordinate systems were proved under suitable Fréchet 
differentiability conditions on the coordinate transformations and on the linear 
connection. The properties of normal coordinate systems were investigated, 
and then applied to obtain fundamental sets of differential invariants of the 
linear connection, in terms of which all differential invariants of a certain 
general type could be expressed. Covariant differentials and higher extensions 
(not to be confused with successive covariant differentials) of contravariant 
vector fields depending multilinearly on a set of contravariant vectors were 
also discussed by means of normal coordinate methods. 

The concept of a covariant vector does not enter into the theory in MH. 
In fact, an absolute calculus employing the notion of a covariant as well 
as of a contravariant vector (as considered by one of us, see Michal [1}) 
requires not only that the coordinate space FE be an “abstract Euclidean 
space”?1), i.e. a Banach space with an inner product, but also that the 
differentials of the coordinate transformations have adjoints as linear functions 
of each increment. In order then to treat differential invariants in a general 


7) Michal [3]. I"(z, &,, &), the component of the linear connection in the coor- 
dinate system x (P), is a function with arguments and values in the Banach space 2, 
bilinear in £,, &, while the component in any other coordinate system is obtained 
from transformation law (4.1) of § 4 below. 

8) For the Euler-Lagrange equations in » dimensions see Carathéodory [1]. 

*) For example, the well known Hilbert space of L* functions forms a Banach 
space, in which convergence according to the norm reduces to convergence in the mean. 
See Banach [1] for this and other examples of a Banach space. 

10) Michal and Hyers [2]. Henceforth we shall refer to this paper by the initials MH. 

11) Michal-Highberg-Taylor [1]. See also §1 below. A Hilbert space is a very 
special abstract Euclidean space in which the norm ||z|| and inner product [z, y} 


are related by the simple formula ||z\| = (x, z]}. For the theory of Hilbert space see 
Stone [1] and Hilbert [1]. 
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geometry involving both covariant and contravariant vectors, it is clear 
that the theory in MH must be considerably modified and extended. One of 
the most difficult new problems, though trivial when £ is finite dimensional, 
is to prove the existence and differentiability of the adjoints of the differentials 
of the transformation to normal coordinates. 


The first three sections of the present paper are concerned with certain 
functional transformations and “adjoint differential equations” in an ab- 
stract Euclidean space E, which is not yet conditioned by being a coordinate 
space for a Hausdorff topological space. Section 1 is introductory, furnishing 
needed theorems on adjoints. In section 2, the properties of a class k”™ 
of Fréchet differentiable transformations are discussed (see Definition 2. 1), 
with a view to their use in sections 4—8 as coordinate transformations for 
the differential geometry. Section 3 is devoted to the proof of the fundamental 
existence and differentiability Theorem 3. 1 for the new type of functional 
equation (3. 3) satisfied by the adjoint of the differential of the solution of the 
differential system (3. 1). 


In the remaining sections of the paper, we give the elements of the 
geometry of a Hausdorff space H with a linear connection in which both 
covariant and contravariant vectors play a role. Here, H is required to have 
an abstract Euclidean space E as a coordinate space. The results of the first 
three sections are applied together with some of those of MH to obtain a 
theory of normal coordinates and of differential invariants in such a geometry. 
Section 4 is concerned with the postulates for the geometry and with the 
proof of Theorem 4.2 on the existence of normal coordinate systems. In 
section 5 we discuss fields of scalars, covariant vectors and contravariant 
vectors which depend multilinearly on covariant and contravariant vectors. 
The covariant differentials and extensions (See Definition of § 6) of these 
forms are considered in §6. Section 7 deals with the extensions of the linear 
connection and its adjoints, in terms of which a replacement theorem for 
differential invariants is given thus extending the replacement theorem 
of MH. An example satisfying the postulates of our geometry, in which the 
coordinate space E is the well known infinite dimensional Euclidean space of 
continuous functions, is considered briefly in section 8. Numerous other 
examples will occur to the reader. 


Throughout the paper we make free use of known ”) methods and 
results on Fréchet differentials and functional equations in Banach 


spaces. 


2) Fréchet [1], Hildebrandt and Graves [1], Kerner [1], Michal and Hyers [1], [2], 
Michal [2]. For further references see MH. 
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Generalizations of our studies are possible in various directions. For 
example one could consider two Banach coordinate spaces B, and B,, with 
an inter-space inner product *), where the components of contravariant vectors 
lie in B, while those of covariant vectors lie in B,. 


§ 1. 
Adjoints and Differentials in an Abstract Euclidean Space. 


The theory of general covariant vector fields as developed by one of 
us’) requires that the coordinate space E be a Banach space subject to the 
following additional postulates 15): 

(a) There exists a bilinear *) function [z, y] on E* to the real numbers. 

(b) [z, y) -_ [y, x). 

(c) [z, y] = 0 for all z€ EZ implies y = 0. 

For completeness we include the definition of the adjoint of a.linear 
function. 

Definition 1.1. A function 7T*(&) on E to E will be said to be the 
adjoint of a linear function T (é) on EZ to £ if 

(1) T*(é) is a linear function 

(2) (7 (€), n] = [&, T*(y)] for all &, EF. 

Let F (z,,..., %,) be linear in the ith place. Then the adjoint, if it 
exists, of F as a linear function of 2, will be denoted by F§, (2, 2, . . ., Zn) 
or simply F* (x,, 2g, . . ., Z,) Whenever the ith place is clear from the context. 

The following properties of adjoints of linear functions follow readily from 
the definition and well known theorems: 

(1) The adjoint if it exists is unique. 

(2) If L,(€), Ly(€) have adjoints Lf (é), L(g), then {L, (Ly (é))}* 
exists equal to L} (Lf (&)); (a,L,(&) + a,L(§))* exists equal to a,Lf(€) 
+ aL} (6). 

(3) If L (&) has an adjoint L*(£) then (Z*(§))* exists equal to L (é). 


18) Compare with Michal [2] and [6]. 

4) Michal [1]. By the phrase “f(zx,, 2,,...,2,) on S,S,...8, to 2“ we shall 
mean that the argument z, of the function / ranges over the entire set S, and that the 
values of f form a subset of 2, proper or not. If 8, = 8,=...=S,=S then we 
shall write 8S” in the place of SS...8. 

15) A Banach space subject to conditions (a) and (b) is called an abstract Euclidean 
space. See Michal-Highberg-Taylor [1] part II. 

6) By a multilinear function F (£,,..., &,) we mean that F is additive and con- 
tinuous in each ,. 

Mathematische Annalen. 116. 21 
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(4) Let L,(€) be a sequence of linear functions converging to a limit 
function L (&), and let L* (&) exist for each 1. If the sequence L* (£) con- 
verges to a limit function M (&) then L* (&) exists equal to M (6). 

Theorem 1.1. Let L(&) be a solvable linear function with an adjoint 
L*(&). Then if one of the functions (L~-*(&))*, (L*(&))-* exists the other does 
also, and the two are equal. 

Proof. If (Z-*(z))* exists we have 


[Z-*(z), y] = L, (Z-*(y))*1, 
= [L(Z-*(2)), (E-*(y))*1, 
= [L-*(x), L*({L-*(y)}*)). 
Hence by postulate (c), 


y = L*({L-*(y)}*). 


y = {L-*(L*(y))}* 


so that (Z*(z))-* exists equal to (Z-*(z))*. A similar method may be used 
to prove the converse part of the theorem. 

Theorem 1.2. Let L (a, A) be linear in A, differentiable in x, and suppose 
that L* (x, A) exists differentiable in x. Then L*,(x, 4; dx) exists equal to 
6,L* (zx, A). If in addition L (x, A; 4) is symmetric in 1 and ps, then L®, (x,A; 1) 
exists and 


Similarly 


Lf) (2, 4; w) = Lf, (2, m; A). 


§ 2. 
Transformations of Class k”. 


In the subsequent theory of covariant vector forms the coordinate trans- 
formations must be such that their Fréchet differentials possess adjoints. 
We shall therefore introduce a sub-class k™ of the class K™ of trans- 
formations (cf. MH, § 2). 

For completeness we first give a short discussion concerning functions 
of class C’” locally uniformly and transformations of class K™. A function - 
F (z) is said to be of class C locally uniformly at 2, if there exists a neigh- 
borhood of z on which F(z) is of class C’™ uniformly’). A function 
F (x, &,,..., €,), multilinear in &,,..., & is said to be of class C'™ locally 
uniformly at z, if there exists a neighborhood X of z)such that F(z, &,,..., &,) 
is of class C™ uniformly on X 5’, where & is the open set ||£|| <1. 


11) Hildebrandt and Graves [1). 
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The following characterization of functions of class C™ locally uniformly 
is given in Theorem 2.2 of MH. A necessary and sufficient condition for a 
function F (x, &,,..., &,), multilinear in &,,..., &, to be of class C™ locally 
uniformly at x is that there exist a neighborhood X of x, such that the mth 
successive Fréchet differential in x F(z, &,,...,&; 6,2;...,5,2) with 
increments 5,2,..., 5% exists, continuous in x uniformly with respect to its 
entire set of arguments for x € X, &, € 5, 6,2 € 5, where & is the neighborhood 
El] <1. 

It was pointed out by one of us™*) elsewhere that 


Pia, €,, ..-, &; 6,8; ...,3 4,9) 
is multilinear in &,,...,4,,%. Hence by using the well known formula 
F(z + 62, &,..., &; 6,2; ...; 6,2) — F (a, &,..., &; d,2; ...; 6,2) 


1 
= [Fe + 062, &;,..., &; 6,2%;...; 6,2; 62) de 
0 


and a theorem™) on the modulus of a multilinear function depending on a 
parameter, we readily obtain the following corollary. 

If a function F (x, &,,..., &,), multilinear in &,,..., &,, has an (m + 1) st 
Fréchet differential in x which is continuous at a point Zp, then F (x, &,,..., &,) 
is of class C™ locally uniformly at 2». 

Let = Z (za) be a biunivocal transformation taking an open set of our 
abstract Euclidean space E into an open set of EZ. Then, if the function Z (x) 
and its inverse x (Z) are of class C'” locally uniformly at each point of their 
respective domains, we shall say that z= 2Z(z) is a transformation of 
class K,,,). 

A necessary and sufficient condition that a regular™) transformation 
Z = 2(z) be of class K is that the function z (zx) be of class C™ locally 
uniformly at each point of its domain. For the proof of this result see Theo- 
rem 2.4 of MH. 

Definition 2.1. A transformation of class K™ carrying an open set 
S, CE into an open set S, CE will be said to be of class k'™ if the following 
conditions are satisfied 

(1) the differential Z (x; 6x) has an adjoint x* (x; dz). 

(2) 2* (x; 6x) is of class C™—” locally uniformly at each x € S,. 

(3) For each x €S,, Z (x; 5x) is a solvable linear function of dz. 


18) Michal [2}. 

19) Kerner [1]. 

2) A transformation is called regular if it is biunivocal, and if the transformation 
and ite inverse are Fréchet differentiable throughout their domains. 


21* 
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The following lemma is a consequence of Definition 2.2 of MH and a 
known result™*) on the class of a composite function. 


Lemma. Let{(xz) and F(y) be of classC locally uniformly at x, and yo 
respectively, where yo = { (Z»), and the arguments and values of the functions 
are in Banach spaces. Then the composite function F (f(zx)) is of class C™ 
locally uniformly at 2p. 

Theorem 2.1. The inverse of a transformation of class k™ is also of 
class k™ 


Proof. From Definition 2.1 and Theorem 1.1 the adjoint x* (z; 6Z) 
exists and is equal to the inverse of the solvable linear function z* (x; 62). 
Since z* (x; 52) is of class C'~” locally uniformly at each z € S,, it follows 
from a known result**) that the inverse function z* (z (zx); A) is also of class 
C'™~—» locally uniformly at each r€S8,. Hence by the lemma, z*(z; 5Z) 
is of class C™~” locally uniformly at each 7¢S,. This proves the 
theorem. 


It follows from the above lemma and the elementary properties of ad- 
joints given in §1 that the resultant, if it exists, of two transformations of 
class K™ is also of class XK”. Hence by Theorem 2.1, the totality of 
transformations of class k™ forms a pseudo group”). 


§ 3. 
An Existence Theorem for a Functional Equation. 


The transformation y = h(p,z) to normal coordinates y has already 
been shown™) to be of class K'”’, if the linear connection is of class C™. 
In order to use normal coordinates in the theory of forms in covariant vectors”), 
we necd to show that y = h(p, z) is indeed of class Kk”. This will be done 
in §4 on the basis of Theorem 3.1 below. 


Let I(x, &,) be a function with arguments and values in Z which is 
bilinear and symmetric *) in £, 7, and is of class C™ locally uniformly at 


21) See p. 144 of Hildebrandt and Graves [1]. 

*2) Cf. Lemma 16. 3, p. 147 of Hildebrandt and Graves [1]. 

28) We take over to our space Z the definition of a pseudo group given in 
Veblen and Whitehead (1), p. 37—38. 

24) MH, Theorem 3. 1. 

%) For definition see §5; or Michal [1]. 

26) The changes necessary in the theory when I"(z, &, 7) is not symmetric are 
evident. 








Differential Invariants in General Differential Geometry. 317 


a point 2. The results of sections 1 and 3 of MH tell us that the solution) 
xz = p(sé&, p) of the differential system 


Pz dz dz 
dat! (aap a) =% 
(3. 1) 





z(o) = p, 3), <8 


is of class C™ uniformly in é, p on Y)Xp. The first differential u (sé, p; A) 
is the unique solution of the linear “variational” system (Use (4. 11) of MH) 


d@? , , d r) 
Tat Tu’ us 2)+ 20 (um, F, u’)=0, 





(3. 2) d Z . 
£00,8) = 4, (224) = rere, 
where 
a du (@&, Pp) 
fae 


and is of class C“~’ uniformly in &, pon Y,Xo. If J’ and its first differential 
have adjoints, one is led to the consideration of the “adjoint” system 


, Ul d j 
Tart 2 (6 Tey wi WA) +2 [F2* (0, Pu 2 w)],_ = 0, 


oi) = —= I'S (P, A, é). 


2* (0,4) = 4, (= 

Theorem 3.1. Let X be a neighborhood of a point x, of the space E and 
let I" (x, &,) be a function on X E* to E bilinear and symmetric in &, n and 
satisfying the following conditions: 

(i) I’ (, &, 9) ts of class C™ uniformly on™) X E*((0),); 

(ii) The adjoint I'§, (x, &,) exists and is of class C™ uniformly on 
X E*((0);); 

(iti) The adjoint I°%, (x, &, n; A) exists and is of class C*~” uniformly on 
XB ((0)). 

Let Y,X, be the &, p range of definition of the solution (known to exist by 
Theorem 1.1 of MH) of differential system (3. 1). 

Then the “adjoint differential system” (3.3) has a unique solution 


z* = w(s, é, p, A), 


which is of class C“—” in &, p, A uniformly on Y,XoE ((0);) for each s in I, 
where I is the interval OS s1. Furthermore the adjoint u§ (s&, p; A) of the 
solution pu (s&, p; A) of the differential system (3. 2) exists equal to w (s, &, p, A). 


(3. 3) 





27) We have written u (s&, p) in the place of f (p, s£) of MH in order to be able 
to use the notations for Fréchet differentials. See § 1 of MH. 

#8) As in previous papers we denote the neighborhood ||/z— a\|< « lying in a 
set S by 8 ((a),)- 
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Proof. Let &, p be any chosen point of Y,X, and write 
FP (s, 4) = P'(u, py’, pw’; A), 


(3. 4) G(s, 4) = P'(u, A, w’), 
w(s, a) = =”, 


with these notations the differential system (3. 2) and (3.3) can be written 
respectively in their equivalent integral forms 


z(s, 4) = 2+ [w(t ajdt, 


(3. 5) , 
w(s, A) = — I'(p, a, &) + j (F (t, z(t, 4)) + 2G (t, w (t,a))} de, 
and ; 
2* (8,4) = 2+ | w*(t,a)dt, 
(3. 6) 0 


w* (s,4) = — I'S) (p,4,6) + ft (t, F* (t, A)) + 2 w* (t,G* (t, a))} dt. 


We shall now show that the integral system (3.6) can be considered 
as a system of linear integral equations in a Banach space of linear functions. 
Let Z,(A) and LZ, (A) be any two linear functions on # to E, and define the 
functional transformation 

H,, (L,(0), L_(t)| 4] = L, (Z,(A)) 
so that H is a linear function of A. If we introduce the Banach space B, 
of linear functions on E to E, with the norm of an element Z defined as the 
modulus of the linear function L (A), then H (L,, L,) is a bilinear function 
on B? to B,. In the new space B, we may write the system (3. 6) in the form 


2*(s) = 2+ jw* (t) dt, 
(3. 7) 3 
w* (8) = wy + | {H (z* (0), F* (0) + 2H (w*(), G*(0)} dt, 

0 
where Zp, are respectively the elements L (A) = Aand L (4) = — I°5\(p,A,&) 
of B,, and where for each s, 2* (s) is the element L (A) = z* (s, A) of B,, ete. 
Let B, be the Banach space™) of ordered pairs (u,v), where u and v 


are elements of the space B,. System (3. 7) may now be replaeed by a single 
equation 


(3. 8) w (8) = a + | K (t,o (0) dt, 


2°) For similar constructions see Michal and Hyers [1], p. 653. 








Differential Invariants in General Differential Geometry. 
where 
Dy = (2, Wo), @ (s) _ (2* (8), w* (s)), 
and K (t, w (t)) is the ordered pair of functions 
w* (t), H (z* (t), F*(t)) + 2H (w*(t), G*(t)). 


By construction. it is clear that the equation (3.8) contains § and p as 
parameters which so far have played an unessential part. To emphasize this 
dependence we rewrite (3.8) in the more explicit form 


(3. 9) w (8) = a (&, p) + | K (t, &, p, w(t) dt. 


Obviously K (t, €, p,@) is additive in w. Form definitions (3. 4), the 
hypotheses of our theorem, and the fact that uw (sé, p) and py’ (sé, p) have 
their values in X and in E ((0),) respectively, it follows that there exists a 
cor stant N independent of t, &, p,w such that 


\|K (t, & p, @)|| SN |\o|| 


for t€1,&,p¢Y Xo. For convenience write « for the pair &,p. Since 
K (t, «, w) is linear in , (3. 9) is an abstract Volterra integral equation of the 
second kind and has a unique continuous solution w (t) = 2 (t, «, @») which 
is linear in @» and satisfies the inequality 


|| 2 (¢, a, a9) || < &* ||ao|| 


so that 2 (t,«,@p ) is uniformly modular for t¢J and « € Y)Xp; i.e., the 
modulus of Q as a linear function of , is bounded for these values of ¢ and «. 
Let B be the Banach space of continuous functions {f = f (t) on J to the 
Euclidean space Z. Here and in all similar constructions, the norm of B 
is defined by 
I|f|] = max ||f(|]. 


From the proof of theorem 1. 1 of MH, the functions yu (sé, p) and yw’ (sé, p), 
looked upon as elements of B for each &, p € YyXo, are of class C™ in é, p 
uniformly on Y,X,. Therefore, from hypothesis (ii) and (iii) of our theorem, 
definitions (3. 4) and from known results *°) on the class of a function of a 
function, it follows that 


f(&, p, 4) = F*(s,4) and g(&, p, 4) =G@*(s, A), 


as functions on Y,X,E((0),) to B, are of class C*~” uniformly on 
Y XE ((0),). 








30) Cf. the group of lemmas referred to at the bottom of page 144 of Hildebrandt 
and Graves [1]. 
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If we introduce the Banach space B, of continuous functions on J to B,, 
the equation (3.9) takes the form 


(3. 10) @ = Wo (a) + K; (a, a), 


where 
K, (a,) = fx (t, a, @ (t)) dt. 


It is easily shown from the definition of K (t, «, w (t)) in terms of F* (t, A) 
and G* (t, 4) and the results of the preceding paragraph that K, (a, @) is of 
class C*~” uniformly on Y,X,B;. 

Using the terminology of Hildebrandt and Graves [1], we have demon- 
strated that the function w — K, (a,m) is of class C*~” in « uniformly 
(Y¥,XoB;; ||@||), is linear in » and has a reciprocal 2 (a, w) which is uniformly 
modular for « € Y,X». By examining the proof of lemma 16.3 on page 147 
of Hildebrandt and Graves [1] we see that Q («, w) also is of class C*~” in « 
uniformly (Y,X,B;; |||). Consequently the function Q (a, (a)) of « 
is of class C*—” uniformly on Y,X,. This follows readily from a known 
lemma), and the fact **) that a linear function which is continuously 
differentiable in a parameter has a total differential. 

If we interpret our results in the original space FE, we see that for any 
pair &,p in Y,Xo, the integral system (3.6) has a unique solution pair 
z* = p(s, &, p, A), w* = wy’ (s, €, p, A), where y and y’ are linear in A and 
of class C*~—” in &, p uniformly (J Y,X,£; ||A||). As in the preceding para- 
graph, this implies that y and y’ are of class C'*~" in &, p, A unifurmly on 
Y,XoE ((0);). 

To prove the last part of the theorem consider the linear integral system 
(3. 5) equivalent to (3.2). If we apply the method of successive approxi- 
mations to (3. 5) we obtain sequences }z,(s, 4)} and }w,(s, 4)} which converge 
to limit functions z (s, 4), w (s, 4) respectively, where the pair z (s, A), w (s, A) 
is the unique solution of (3.5). Now (sé, p; A) satisfies the variational 
system (3. 2) so that the function pair wu (sé, p; A), u’ (s&, p; A) is a solution 
of (3.5). Hence z (2,4) = uw (sé, p; A) and w(s, A) = p’ (s&, p; A). From 
the hypotheses of our theorem and the elementary properties of adjoints given 
in §1 it follows by induction that the approximating functions z,(s, A) and 
w,(s, 4) have adjoints z¥(s, A) and w* (s, 4) respectively as functions of A. 
But z¥ (s, A) and w¥ (s, 4) are just the approximating functions for the integral 
system (3.6) and converge to the solution functions w(s,é,p,4) and 

*1) Lemma 3 of Michal and Hyers [1). 
*2) Theorem 1.1 of Michal [2]. 
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y’ (8, €, p, A) respectively. By property [4] of adjoints in §1, we see that 
the adjoints of u (sé, p; A) and yw’ (sé, p; A) exist given by 


His (86, ps A) = p(s, €, p, A), 
ms (8&, p; 4) = y" (s, &, p, A). 


§ 4. 
Normal Coordinate Systems of Class k™. 


So far we have studied transformations and certain functional equations 
in the space Z. We now apply our results to the differential geometry *) 
of a Hausdorff space H with a linear connection and with E as the coordinate 
space. The mappings of neighborhoods of the space H and the postulates on 
coordinate systems will be taken as in MH, with the general Banach space 
replaced by the abstract Euclidean space EF, and transformations of class K” 
replaced by transformations of class k™. 

Let x(P) be some allowable k™** coordinate system. We shall make the 
permanent assumption that for any point x of the coordinate domain of x (P), 
the linear connection I" (x, £,, &,) satisfies the following conditions: 

(I) I(x, &, &g) ts @ symmetric bilinear function of &, and &,. 
(II) I” (a, &,, &) is of class C™ locally uniformly at z. 

(III) The adjoint I$, (x, 1, 2) exists and is of class C™ locally uniformly 
at x. 

(IV) The adjoint I°%, (x, &, &,; 4) exists and is of class C“—” locally 
uniformly at z. 

The question of the invariance of these restrictions on the linear con- 
nection under transformation of coordinates is answered in the following 
theorem. 

Theorem 4.1. Let x(P) and z (Q) be any two allowable k® + *) coordinate 
systems with intersecting geometrical domains, which by the postulates generate 
a coordinate transformation % = Z (zx) of class k™*®* carrying an open set S, 
into an open set S,. If the conditions (I)—(IV) on the linear connection hold 
in the coordinate system x(P) at each point of S, then they also hold in the 

coordinate system Z(Q) at each point of Sg. 

Proof. The transformation law **) for the linear connection is 


(4. 1) T (&, &, &:) = & (a; F(a, &1, &4)) + 2 (a; @ (B; &; &s)) 


%3) See §2 of MH. 
%) See (2.3) of MH. 
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where &, and &, are two arbitrary contravariant vectors *). Strictly speaking 
, is the component of a contravariant vector in the coordinate system z (P), 
but for brevity we shall refer to a component by the name of the corresponding 
geometric object. The transformation law for a contravariant vector is 


(4. 2) & = z(z; &). 


Condition (I) is obviously invariant from formula (4.1). One of the 
conclusions of theorem 2.5 of MH is that condition (II) is invariant under 
transformations of class K" *®, and hence under those of class kK" +”. From 
condition (III), the elementary properties of adjoints given in § 1, and (4. 2) 
we may take adjoints of both sides in (4.1) and obtain 


( Ta (@,&,, &) = 2* (2; Pe (x, B* (x; &), 2; &))) 

\ + (2; 2* (2; 8,); &). 

All the functions involved in the right member of (4. 3) are at least of class C™ 
locally uniformly, and it follows as in the lemma to theorem 2.1 that 
T(z, &,, §2) is of class C” locally uniformly at Z, so that condition (III) 
is invariant. If we differentiate (4.1) and take adjoints we can prove ina 


similar way that condition (IV) is invariant. This completes the proof of the 
theorem. 


(4.3) 


We are now in a position to show that the transformations *) y = h (p, z) 
to normal coordinates is of class K”. That this transformation is of class K™ 
has already been shown in Theorem 3.1 of MH. 


Theorem 4.2. Let q be any chosen point of the coordinate domain Z of 
an allowable k" ** coordinate system x(P) in which conditions (I)—(IV) are 
satisfied by the linear connection I’. Then there exists a constant d > 0 and a 
function h (p, x) of class C™ uniformly on E* ((q), ,) such that for any choice 
of p in E((q)a) the transformation y = h(p, x) with inverse x = u(y, p) 
is of class K"’ for x € E((p)4) and defines a normol coordinate system y (P) 
with center P, = P (p). 

Proof. By hypothesis and the definition of functions of class C locally 
uniformly at a point, there exists a neighborhood X of q such that X CZ 
and the linear connection J"(z, &,, &,) satisfies conditions (i), (ii), (iii) of 
theorem 3.1 for a = q. By existence theorem 1.1 of MH there are neigh- 
borhoods Xq of q and Y, of 0 such that X,< X and Y, CE ((0),), and the 
differential system (3.1) has the unique solution x = yu (sé, p) which for 
each s on O58 S1 is of class C™ uniformly on Y,Xp. 

35) Michal [3]. 
36) Cf. the first part of 3 of the present paper. 
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Consider the transformation 


z= “(y, Pp) 


which is of class C” uniformly on Y,X, and reduces to p for y = 0. From 
Theorem 3.1 of MH there is a neighborhood E ((q),,.) © X» and a function 
y =A(p, 2) of class C™ uniformly on E*((q),.) which for each p € E ((q).) 
is inverse to = w(y,p). In particular h(p, p) = 0 for all p € E ((q),). 
Since the hypotheses of theorem 3. 1 are satisfied we may apply this theorem 
and deduce that u(y, p; 2) has an adjoint u%, (y, p; 4) which is of class C"—” 
uniformly on Y,X,F ((0),). We now show that this adjoint is a solvable 
linear*function of 4. Form the Banach space EF, of pairs « = (2, Z,) out 
of E with ||«|| = max ||z,||, ||z||. Define 


% = (9,9), % = (2%, p) 
and 


@ (a, 4) = mG, (A (p, 2), p; A) 


so that @ (a, 4) is a function on FE, ((%),,)Z. Since u&, (sé, p; A) satisfies 
the initial conditions in (3. 3) we have 


© (%, A) = w%, (0,9; 4) = A 


so that o («,, 4) has an inverse for a, = a. With the aid of a known lemma *’) 
we find that 9 («;, 2) has an inverse o (a,, 4) in some neighborhood E, ((a»), 4) 
where dc. Hence for any choice of p in EF ((q),) the linear function 
ui, (h(p, 2), p; 4) has an inverse for z€E((p),). Consequently the three 
conditions of Definition 2. 1 for a transformation to be of class k) are satisfied 
by the transformation z = u(y, p) which takes a certain open set S, con- 
taining the origin into the neighborhood E((p),). Since z= u(y, p) is 
of class k” on S,, its inverse y = h(p, z), the transformation to norma] 
coordinates y, is of class K™ on E ((p)4) for each p in E ((q),). This is immediate 
from theorem 2. 1. 


§ 5. 
Multilinear Forms in Covariant and Contravariant Vectors. 
To the list of geometric objects studies in MH we now add covariant 


vectors and covariant vector fields **). The definition of a covariant vector 
may be obtained from the definition of a contravariant vector given in § 2 


37) Lemma 16.2 on page 146 of Hildebrandt and Graves [1]. 
38) See Michal [1], where more general coordinate: transformations are allowed. 
The normal coordinate existence theorems seem to require more stringent conditions. 
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of MH, by replacing the tangent space T (P) by another linear space T*(P), 
and the transformation law 


(5. 1) & = z(z; é) 
by the new transformation law 
(5. 2) i = 2*(@; 0) 


relating the components 7 and 7 of the covariant vector in any two allowable 
k™ (m= 1) coordinate systems x (P) and Z (P) with intersecting geometrical 
domains. 

One may now consider geometric objects which are contravariant vector 
fields, covariant vector fields, or scalar fields, and whose components are 
multilinear functions of contravariant vectors, of covariant vectors, or of 
both. We shall say that a form F (z, &,,..., &;, ,...,,) depending on r 
contravariant vectors ¢ and s covariant vectors 7, is of type (Con, r, s) (Cov, r, 8) 
or (Sca, r, s) according as F is a contravariant vector field, a covariant vector 
field, or a scalar field. 

Theorem 5.1. The adjoints, if they exist, of a form F (x, &, n) are forms 
of the types indicated by the following table. 














PF (Con, 1, 1) (Cov, 1, 1) 
Fo) (Cov, 0, 2) (Cov, 1, 1) 
Fo) (Con, 1, 1) (Con, 2, 0) 














Proof. We shall prove that if F(z, &,) is of type (Con, 1, 1) then 
F%, (2, 01, Ne) is of type (Cov, 0, 2). The proofs for the other cases are similar. 
For any contravariant vector § and covariant vector 2, 


F(z, &, je) = 2 (x; F (x, &, ng). 


Let 7, be the component in the Z coordinate system of a covariant vector. 
Then 


P (%, Hx, fia) = & (2; F (x, 2 (3; Hy), m))- 
Taking adjoints with respect to 7, in both members and making use of the 
elementary properties of adjoints we have 
F*, (z, "> Ne) = a* (3; Fb) (z, z* (x; 71); 12) 
= a* (&; FS, (x, m1, 12). 


The obvious generalizations of this theorem for the adjoints Fj, of a 
form of type (x, 1, 8), where 2 denotes one of the three abbreviations Con, 
Cov, or Sca, are left to the reader. 





a aoe ae 
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One can also prove theorems on the adjoints of the components of other 
geometric objects. For example consider the linear connection I"(z, &,, &). 
The adjoint 1°§, (x, 7, €) is the component of a new geometric object with the 
following law of transformation 


(5. 3) Ta (2, , &) = 2* (Z; I (x, n, &)) + ae (; 3 8), 


where é and 7 are arbitrary contravariant and covariant vectors respectively. 
By theorem 1.2 this may also be written*®). 


(5.4) Pp (@, 7, 8) = 2* (2; Ma (2, 0,8) + ei (@s & 0. 

Since the linear connection is symmetric we also have 

(5, 5) Te (@, &, 9) = 2* (&; I'm (@, & 0) + a (@; &; 0). 
§ 6. 


Covariant Differentials and Extensions of Forms. 


The extensions of multilinear forms of types (Con, r, 0) and (Sea, r, 0) 
in contravariant vectors alone were considered in § 6 of MH. By using normal 
coordinates of class k”, instead of those of class K, it is now possible to 
define the extensions of forms of type (x, r, s) where a stands for any of the 
abbreviations Con, Cov or Sca. 

Definition. The lth extension F(zx,&,, ..., &,, 4, ---) MelErars «+> rad) 
of a form F (x, &,, ..., &, M1, «++» Ms) Of type (2, r, 8) is defined by*) 


F (p, é,, cers é,, 41> ee eg Nel Ee +15 ee) §,41) 
— ['F (y, "8, ey "6, 'm, st “e: "8433 te "sd we 


where y(P) is a normal coordinate system") of class k"*+”, with center Py, 
gwen by p = a (Pp). 

Since a normal coordinate system of class k™ is automatically a normal 
coordinate system of class K”, Theorem 3.2 of MH applies here and tells 
us that the transformation between two normal coordinate systems of class kK” 
with the same center is linear. With this in mind one can prove the following 
theorem by using methods similar to those in MH. 


Theorem 6.1. The lth extension of a form of type (x, r, 8) is a form of 
type (x,r +1, s) where x has the same value in both cases. 


3°) This is the transformation iaw (2.10) of Michal[1] with slightly different 
notations. . 

*) In this definition it is sufficient to assume that F possesses continuous /th 
order Fréchet differentials in 2. 
*') As in MH the dagger ¢ denotes evaluation in a normal coordinate system. 
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The lth extension of a form may be calculated on the basis of the results 
of MH and the following theorem. As in MH we omit the arguments and write 
for the transformation to normal coordinates 

y=v(z), = p(y). 
As usual we denote the adjoint, if it exists, of u(y; 6, y; ...; 6,y) asa function 
of 6,_, y by uf, (y; 6, y; ...; 6, y). Then with the aid of Theorem 4. 2 and 
Theorem 1.2 we obtain 

Theorem 6.2. The adjoints uf, (y; d,y; ...; 5-y) and vf, (x; d,2; ...; 
6,z),t = 1,2,...,.r +1,rSn, exist and are equal respectively to the (r —1) st 
differentials of uS, (y; 6;_, y) and of v&, (x; 6,_, 2). 

It has been shown in (4.11) of MH that 
(6. 1) u (0; dy) = dy 

(0; 4,9; .-.; 6 y) = —T, (yp, &y,--..6y) 2SrSn, 
where 
Ts (p, dy, day) = I (p, dry, bay) 
in the present case. Taking adjoints of (6.1) we have 
u* (0; dy) = dy 
Hey (0; 5,9; eee 6,y) = To (P: 6, y, tty 6, y). 

By taking adjoints in 4.12 and 4.14 of MH we find that 

(6. 3) v* (p; dx) = dz, 

(6. 4) vay (p; 6,2; 642) = IG, (p, 4, x, 5g 2). 

The adjoints of the higher order differentials of vy (x) at s = p may be obtained 
by differentiating the formula [Cf. (4.13) of MH] 

(6.5) =v (a; 6,2; gz) = — v(x; w [v (x); » (x; 6,2); v (w; dgx)]) 

and taking adjoints (See §7 for an alternative method). 

The covariant differential**) of a form of type (2,1, s) was defined and 
studied by one of us without the use of normal coordinates. The following 
theorem furnishes an alternative definition for the covariant differential of 
such a form. 

Theorem 6.3. The first extension of a form F (x, &,, ..., &e, Ny ~~ +> Ms) 
of type (x, r, 8) is identical with the first covariant differential of F and is gwen by 
FB (x, € 55 «++ Ere Muy oe +> Mol OS) = F (a, &,, ...5 Ere Myr -- +0 Mos OF) 


-z FP (a, €, 5 20 &:-1 I’ (a, &, 42), &.1; eee a err Ns) 
( 6. 6) ens 


+2 F (2, &,, eee &,, "> eos Ni-1> Te (2; ni, Oz), Nit 1 eee, Ns) 
=1 
+I 


(6. 2) 








#2) Michal [1] and £3). 
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where 


- = I'(a, F (x, &,, ..., &, 1, -- +, Me), 62) for F of type (Con, r, s) 
(6. 7) | = —I%$, (a, F (a, &, .--, &s M1, - ++» Ms), 62) for F of type (Cov, r, 8) 
= 0 for F of type (Sca, r, s). 


We outline the proof for the case where F is of type (Con, 7, s). The 
other cases may be handled in a similar fashion. Considering z as the inde- 
pendent variable differentiate the relation 


(6. 8) F (z, &,, eoeg €., > soe Ns) —_ u(y; 'F (y, *8,, eoeg ., *m, cog 'ny)) 


using known theorems on Fréchet differentials. Put z= p in the result 
and use formulas (6.1), (6.3) and (6. 4) to obtain (6. 6) of the theorem for 
z= p. 

We note that the lth extension of F may be calculated similarly by taking 
the lth differentials instead of first differentials. For instance in the (Con, r, s) 
case we would take the /th differential of (6. 8). 


§ 7. 
Adjoint Normal Vector Forms and Other Abstract Differential Invariants. 


In §5 of MH the normal vector form A, (z, &,, ..., &%4,) was defined 
as the kth extension of the symmetrized linear connection I’, (x, &,, &s) 
which in the present paper is just J"(x, &,, &,) itself. Under the standing 
hypotheses in the second paragraph of §4, it can be shown by applying 
theorems 4. 2, 4. 1 and 1. 2 that the linear connection is of class C~ ® locally 
uniformly at p, the center of normal coordinates, and that the differentials 
of orders 1, 2,...,% — 2 have adjoints in each linear place. Consequently 
the adjoints A¥,, of the A,s exist for kn — 2. The obvious generali- 
zation of Theorem 5. 1 mentioned in § 5 enables us to conclude that the form 


Ati (©, €y, .. +) Fea, Ses - ++» Sead 
where 7 is an arbitrary covariant vector, is of type (Cov, r — 1, 1). Each A}, 
will be called an adjoint normal vector form. For i = 2, 3 it is readily shown 
that A¥., is simply the kth extension of I", (x, n, &). The explicit expressions 
for the forms Af, are obtained from the formulas for A, by taking adjoints. 
For example, from formula (5.5) of MH we obtain 


A} 2) (x, 9, §3, §5) = I'd (x, , §3; §5) 2 ey (x, 7, §s, &5) 
(7. 1) ca IS (z, Td (x, n; §), §s) 
— Ty (#, 0, F (2, &2, 5), 
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where the é’s are contravariant vectors and 7 is a covariant vector, and 
where 


(7. 2) rs (z, é,, &s, §s) = 4 P {I (2, §, §3; &5) —2 I'(z, I (2, 1, &3), E5)} 
the symbol P denoting the sum over all cyclic permutations of &,, &, 5. 

In §5 of MH it was shown that the differentials »(p; 6,2; ...; 4,2), 
3371, of the transformation y = v(z) to normal coordinates y could 
be calculated in terms of normal vector forms. Similarly the adjoints of these 
differentials of v (z) at s = pcan be calculated in terms of the adjoint normal 
vector forms since in the present paper the transformation y = v(z) is of 
class Kk”. For example, on using (5.7) of MH we find 


| v&, (p; 6,2; 6,2; dg) = I°%, (p, I'S, (p, 6,2, 652), 522) 
(7. 3) + I$, (p, 6,2, 522; 652) 
— A}, (p, 542, 52, 532). 
Having developed the theory of normal coordinates of class k” and of 
adjoint normal vector forms we are now in a position to give a replacement 


theorem for more general differential invariants than those considered in § 7 
of MH. 


Consider a functional 


GU (41, %2), 9 (Bx, Be» Bs), .--, A (ay, -- +, Mrs2), (Or, Oe), I1 (Fr, Fe, Fs), 
Ja (Tr, Ta, Ta)s «<> Ry (Pas «+ +> Pmse)s Ke(@y, ~~ +> @m4a)|| Ar, ~~ +> Ars Mas ++ +> Mal 
whose arguments are multilinear functions, f,...,k,, and whose value is a 
multilinear function in A,, ..., A,, w, ..., Ms. 

Definition. A multilinear form 


FEA 8.,, »->5 bie Ms «+s OD 

= G,... «(I (%,a,, a,), I" (2, B,, By; B,), .-., 1° (2, %,, Ry; Ry; ---3 Rez), 

Tas (2s Oy» Os)» De) (2, Gy Fy3 Fy), Lay (, Typ Ty5 Th), «os 
| Te) (2,1, Yes Ps; 263 Psa) Dey (2, 04,055.05; -+ 03 Om +a) |] Ey. -- 09 Err 
Way oo oy Bel 
of type (x, r, 8) will be called a differential invariant of order 1, m if G as a func- 
tional of the Is and I"*’s retains its form under transformations of coordinates. 
Each of the adjoints 4 (z,,;;...;) can be expressed either as a 
TS (2,,53---3) or as @ IG, (2,,;;...;) since I(x, &,, £3; 4;...; 4) is 
symmetric in £,, &,andin A,..., u. It is for this reason that we do not include 

the adjoints I"},, « + 2,4 as arguments of the functional G. 
Replacement Theorem. Under our hypotheses on the symmetric linear 
connection I"(x, &,, &) every differential invariant (7.4) of type (a, r,s) and 
order |, m, where lS n, m Sn can be expressed wholly in terms of a fundamental 





(7.4) 
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set of differential invariants consisting of the normal vector forms and the adjoint 
normal vector forms by the following replacement process: 
I’ (x, a1, %) 1s replaced by 0, 
I (2, 15 ¥23 Vas ++ +3 Yee) 18 replaced by A, (x, 71,72, -- Ys +2) 


: deh PET 
Td (z, C1, 02) s replaced by 0, J 
T'S (x, Py, Pg; Dy; .. .; Dy49) is replaced by A®, (x, P,,H,, ..., D,,4), 
j = 1,2,...,m, t= 2,4. 
As a single illustration consider the covariant curvature form“) which 
in the notation of the present paper may be written 


BS (z, 9, 1, €) = Td (x, , 1; 2) — Td (z, , &9; €,) 
(7. 5) + T%, (@ 1 (2, 2, &2), &1) 
— T% (2, TG, (@, 0, &1), a). 
Applying the replacement theorem to this differential invariant of type 
(Cov, 2, 1) and order 0,1 we immediately obtain 


(7. 6) BS (z, y, 1, §,) - Axa (z, n, &,, §5) = Avs (z, , §s, €,). 


§ 8. 
An Infinite Dimensional Instance. 


In this concluding section we take the coordinate space to be the Euclidean 
space EF, of real continuous functions z (a) (written x” or z,) of a real variable o 
defined on the closed mterval (a,b) with the analytical and geometrical 
metrics determined respectively by 

\|2|| = max |2*| 
asSosdb 
[z, y) = 2° Yo: 
where the repetition of a continuous index that is not enclosed in a parenthesis, 
once as a subscript and once asa superscript, denotes integration over (a, b) 
with respect to that index. 

Definition. A p-parameter family of linear functionals M**’**? [y*}, 
where each a, ranges over the closed interval (a, b), will be said to be of Michal- 
Schmidt type) (MS type) tf 


M**PTy°) ian Mo “Py? + EMP y%, 
i=1 

*) Cf. formula (3. 13) of Michal [1}.. 

4) Integral forms more general than those of Volterra type were studied by 
Erhard Schmidt in Schmidt [1]. The recurrence formula (8. 1) is due to A. D. Michal. 
Cf. Bull. of Amer. Math. Soc., vol. 37 (1931), p. 16. 

Mathematische Annalen. 116. 22 
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where each ~M*"“? and M;*"'“? are continuous functions of a, ..., ap 
and a, ..., &p,o respectively. 
More generally, a p-parameter family of multilinear functionals 


Mt *P fyt yl) 
of Michal-Schmidi type will be defined recurrently by 


M*""“P[y”, iste y2™] = M*:*P [y<, wk art. | 
(8. 1) P i e o 0, a 
+ 20M “i Ply’: ee ei 9 ‘. 


We restrict ourselves to functional transformations 7” = 2° [z*] in E, 
which satisfy the following conditions at each point z* of their domains of 
definition) : 

(I) The first differential of 7” = z [z*] exists and is of the MS type 
(8. 2) E(x"; dae) = K°[2*) b2° + K? [2] dz, 
where K® + 0 in (a,b) and the Fredholm determinant 

D (Ke/K®) + 0. 

(II) The functional transformation 7° = Z° [z*] is biunivocal. 

(III,) The first Fréchet differentials of the coefficient functionals (func- 
tional , derivatives‘) R’ [x"] and K; [x'] exist uniformly in the parameters o 
and a, o respectively and are of MS type. Hence the second Fréchet differential 
of the transformation 7° = 7° [z*] exists and is a one parameter family of 
bilinear functionals in the increments of MS type. 

(III,) The first Fréchet differentials of the coefficient functionals of the 
second Fréchet differential of the transformation 7° = Z° [z*] exist uni- 
formly in their parameters and are of MS type. Hence the third Fréchet 
differential of Z” [x*] exists and is a one parameter family of trilinear functionals 
of MS type. 

(III,,.2) The first Fréchet differentials of the coefficient functionals 
of the (n + 2) nd Fréchet differential of the transformation 2° = z* [z*] 
exist uniformly in their parameters, are continuous functionals of z* uni- 
formly in their parameters, and are of MS type. Hence the (m + 3) rd Fréchet 


differential of Z° [z*] exists continuous in z* and is a one parameter family 
of (n + 3) — linear functionals of MS type. 








45) We remind the reader that we are concerned with mappings of neighborhoods 
of a Hausdorff space onto open sets in the function space Z,. The domain of definition 
of a coordinate transformation is the map in E, of the intersection of two Hausdorff 
neighborhoods, Cf. §4. See also §2 of MH. 





Oe oe 
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It follows from the restrictions (I) and (II) on the coordinate trans- 
formation 2” = Z° [z*], the Fredholm integral equation theory and a known 
abstract implicit function theorem“) that the inverse transformation 
z* = x" [Z’] is Fréchet differentiable, and hence by definition*’), regular. 
Since, by (ITI, .), the (n + 3) rd differential of z° [z*] exists and is continuous 
in z*, an application of the results immediately preceding definition 2. 1 
shows that the transformation 2° = 2° [z*] is of class K*+®, From restric- 
tion (I) it is clear that the adjoint of the differential of the transformation 
z” [z*] exists and is given by 


(8. 3) %* (x;y) = K [2] no + KS [2] ng. 


Furthermore, by the restrictions (ITI,) — (ITI,,, 9), Z* (z; 9) is of class c™*” 
locally uniformly at each 2z* of the domain of z’ [z*]. Evidently 
D[K¢/K*] = D[K,/K®) + 0, 

so that Z* (x; 7) is a solvable linear functional transformation in y,. Hence 
by definition 2.1, the transformation Z” = 2” [z*] is of class k**” 

We shall assume that the linear connection J" (2, &, ¢) has the following 
properties. 

(I) I’ is of the MS type) 


3.4) [PO 60) = Teple P+ Mala} ee" 

: + NESTE + MES Pee, 
where 
(8. 5) Tap = The. 

(II,) The first Fréchet differential of each of the coefficient functionals 
in (8. 4) exists uniformly in 1, «, 8 and is of the MS type. 

(11,4) The first Fréchet differential of each of the coefficient functionals 
in the th differential (in z*) of I"(x, &, ¢) exists uniformly in its parameters, 
is of MS type and is a continuous functional of z* uniformly in its parameters. 

Obviously I” (xz, , ¢) is a symmetric bilinear functional of &*, ¢° so that 
condition (I) on the linear connection, given at the beginning of § 4, is satisfied. 
The remaining conditions (II), (III), (IV) of § 4 may be shown to be satisfied 
by our present functional linear connection with the aid of arguments similar 
to some of those used in establishing the fact that the transformations 
z = Z° [x"Jare of classk**”, From Theorem 4. 1, the conditions (I)—(IV) 
on the linear connection, given in § 4, are invariant under a coordinate trans- 
formation 7’ =: z° [z*]. Moreover, since we are supposing that the differentials 


46) Hildebrandt and Graves [1], Theorem 4, page 150. 
47) For a definition of a regular transformation see footnote 20 in § 2. 
48) Michal [4]. See also Michal [5]. 
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of 2° [z*] are of the MS type in the increments, it follows from the trans- 
formation law (4.1) for a linear connection that the restrictions (I) and 
(II,)—(II,.,) on the functional linear connection are invariant under a 
coordinate transformation Z° = Z° [z*]. 

With the above restrictions on the transformations of coordinates and 
on the linear connection, the general theory developed in the first seven 
sections now applies to the case where the coordinate space E is the infinite 
dimensional Euclidean space of continuous functions z*. 
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Eine Abbildung der Linienelemente einer Ebene 
auf Raumpunkte. 


Von 


G. H. A. Grosheide F. Wzn. in Amsterdam (Niederlande). 


§ 1. 
Durch die Gerade?) 


(a’x) = a‘z, = a'z, + a@®z, + a®2, = 0 
und den Punkt 

(u’A) = wiA, = wl A, + vA, +A, = 0 
wird ein Linienelement der projektiven Ebene R, bestimmt, wenn die For- 
derung 

(a'A) = a'A, = a'A, + @®A, + 0°A, = 0 
erfiillt ist. Ist « eine von Null und Eins verschiedene Konstante, so kann 
durch?) 


(1) uw Tha, = (w’A) (aE) (ex) +a(w'E)(e'A)(a’z) = [a(a — 1) + 0) 
den Linienelementen (a’, A) und (e’, Z) der Punkt 7, (7}, T}?, ..., T}?) eines 
achtdimensionalen projektiven Raumes G, zugeordnet werden. Dieser Punkt 
ist nur dann unbestimmt, wenn 
(a’E) = (e’A) = 0 
ist und deshalb entweder die Punkte oder die Geraden der Linienelemente 
(a’, A) und (e’, Z) zusammenfallen. 
Wir betrachten das Element (a’, A) als variabel, dagegen das Element 
(e’, E) als festes ,, Basis-Element“ der Abbildung. Jedes Linienelement besitzt 
also vermége (1) einen Bildpunkt in einem in G, verlaufenden linearen 
Raum G, (§ 2). 
Setzen wir voraus, da8 m,m,m, eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3 
ist mit der Eigenschaft 
e™ + 0; E,,, + 0, 
1) Wir benutzen die Schreibweise von R. Weitzenbéck, Invariantentheorie (Gro- 
ningen 1923). 
*) Vgl. H. J. van Veen, Een afbeelding op R, van de projectiviteiten van punten- 
en stralenvelden. Versl. Kon. Ak. Amsterdam 36 (1927), S. 338—345. A represen- 





tation on R, of the projectivities of point-fields and ray-fields. Proc. Kon. Ak. Amster- 


dam 30 (1927), S. 552—558. 





ee 
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so ist wegen a (a — 1) + 0 umgekehrt einem willkiirlichen Punkte T von G, 
ein Linienelement von R, zugeordnet (§ 3), namlich 


(a’ 2): e™ T.,, Tia, — e Tl Thm = 0, 

(u’ A): E,,, u' T; Ty — u' T7" Th, Ey = 0, 

ausgenommen, wenn 7' auf einer der sich schneidenden Geraden 

(5) o Ti = eB, [e+ 0; (eB) = 0], 
(6) oT; = OE, [e+ 0; (b'£) = 0) 


liegt. SchlieBen wir Kurven, gelegen in Ebenen von G,, die eine dieser Geraden 
oder ihren Schnittpunkt enthalten, aus (§4), dann sind nur denjenigen ebenen 
Kurven, die Bildfiguren gewisser W-Kurven erster Art von R, sind, Linien- 
elementvereine zugeordnet (§5). Den Geraden von R, entsprechen die 
Geraden eines Geradennetzes in G,. Den Punkten von R, entsprechen die 
Geraden eines zweiten Netzes (§7). Einer willkiirlichen Geraden von G, 
sind im allgemeinen zwei Kurven zweiter Ordnung in R, zugeordnet (§ 8). 

Vermége (1) ist eine umkehrbar eindeutige Verwandtschaft zwischen 
den Punkten und den Ebenen von G, festzulegen, die fiir « = — 1 ein Null- 
system ist (§6 und 7). Der Fall « = — 1 ist schon von Beck*) untersucht 
worden (§ 9). Durch passende Wahl des Basiselementes gelangen wir nimlich 
zu einer Lieschen Abbildung. 


§ 2. 
Fiir die Koordinaten der Bildpunkte in G, gilt: 
é Tt 2, = (¢ A) (a’E) (¢'2), 
u' T! FE, = « (u’ EB) (eA) (a’B), 
T! = (1 +.) (¢A) (a’E). 


Da wegen (e?, e?, e*) + (0, 0, 0) und (#,, £,, £5) + (0, 0, 0) Teilen erlaubt ist, 
kann hieraus abgeleitet werden: 


(2) 
Sowohl aus der ersten, als aus der zweiten Dreizahl folgt: 
é T; E, = 0, 


*) H. Beck, Wher die Lieschen Abbildungen der Linienelemente auf Raum- 
punkte. Math. Zeitechr. 42 (1937), S. 543—566. 
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weiter besteht aber zwischen diesen Gleichungen keine Abhangigkeit, so daB 
durch (2) ein in G, verlaufender linearer dreidimensionaler Raum G, bestimmt 
wird, der alle Bildpunkte enthilt. 

Die Koordifaten T* erfiillen weiter die von « und (e’, Z) unabhingige 
Forderung *): 
T} T; T; 
T? T} T} 
T; T}; T} 

Diese ist auch zu erhalten, wenn man von (2) ausgeht, ebenso wie alle 
iibrigen Relationen zwischen den Koordinaten 7*. Allerdings (wegen 
a (x — 1) + 0) entsprechen zwei voneinander und von (e’, #) verschiedenen 
Linienelementen (a’, A) und (6’, B) im allgemeinen zwei verschiedene Punkte 
von G,. Es gibt also «* Bildpunkte, so daB eine von (2) unabhingige Gleichung 
in Tf ausgeschlossen ist. Zusammenfallen der Bildpunkte forderte: 


(u’ A) (a’ EB) (e’ x) + « (u’ B) (e’ A) (a’ z) 
= o {(u’ B) (b' B) (ez) + « (w’ BE) (e B) (b' z)} {u’; z}, 


= 0. 





oder: 

(EBA) (a’ BE) (ex) = 0, 

a(u’ E)(e’ A)(a’b’e’) = 0, 

(b’ A) (a’ E) (e B) + a (b’E) (e’ A) (a’ B) 

= (e'b'a’) (EBA) + («—1) (b'E)(e’ A)(a’ B) = 0, 
oder fiir (a’ EB) (e’ A) + 0: 
(a’b’e’) = (ABE) = (a B)(b' ZE) = 0 
Dies wird deshalb nicht auftreten, weil (b’, B) weder mit (e’, Z) noch mit 
(a’, A) identisch ist. 
§ 3. 

Einem willkiirlichen Punkte T,(7}, ..., 7?) von G, ist im allgemeinen 
ein Linienelement (a’, A) der Ebene R, zugeordnet. Dieses ist zu bekommen 
aus den Gleichungen: 

ui T* 2, = (u’ A) (a’ E) (e’ 2) + « (u’ BE) (e’ A) (a’ z) {u’; z}, 
(a’A) = 0. 


*) Wenn wir die rechte Seite von (1) gleich Null setzen, bekommen wir nur sin- 
gulare Kollineationen. Die Bildpunkte liegen auf einer Variet&t v} (van Veen, |. c., § 3). 
G, gehért sowohl zu der (e’x) = 0 zugeordneten Varietat vj, als auch zu der (u’ Z) = 0 
zugeordneten Varietét vj’ (van Veen, l.c., §9). Unabhangig vom Elemente (a’, A) 
befindet sich der singulare Punkt (u’ a’ e’) = 0 von (1) auf (e’ z) = 0 und geht die 
singulare Gerade (A Zz) = 0 durch (u’ EZ) = 0. 
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Demnach miissen die Koeffizienten von (a’z) = 0 die Bedingungen 
al éT™ = & (a’ BE) (eA), 

\w* 2! Th x, = (a’ B) (e’ A) {(u’ A) (a’ E) (e’ x) + a2 (u’E) (eA) (a’z)} {u’; 2} 
und damit 

uw Ti Thy — —* -u! Tha = a(a—1)(w’ B) (a B)(e' A (oz) {u's 2} 
befriedigen. Als Gleichung der Geraden folgt hieraus zum Beispiel 
(a’ x): e™ 1. Tia, — Tt" Tn, % = 0, 
wihrend, wie auf analoge Weise gezeigt werden kann, die Gleichung des 
Punktes ist 
(u’ A): En, « T; Tr — u' Tl Ts, Ey = 0. 


Unbestimmt ist dieses Linienelement nur, wenn entweder die Gerade oder 
der Punkt es ist. Fiir die Unbestimmtheit der Geraden ist notwendig: 


e™ 1, Tix, — Tt" Th, a =0 {z} 
und also u.a., auch wegen (2): 


e™ =. Ti Ly — eT Tn, Ex = =) g— (Ta, Bi) =0 


é 7 








oder 
(4) Tt, E, = 0. 
Durch (2) und (4) wird immer (siehe § 4) ein linearer zweidimensionaler 
Raum G, bestimmt, der die nicht-kollinearen Punkte 
OT =E,; a Ti =eB,; oy Ti =0'E, 
enthalt, wobei 5’, b?, ; B,, B,, B, Konstanten sind, die die Relationen 
(eB) = (VE) =0; (b'B)+0 
erfiillen. Von einem, einem willkiirlichen Punkte in G, 
oT; -_ oe E,+ oe B; + 036 E, 
zugeordneten Linienelemente ist die Gerade 
(a’z): ; 0203;¢"'E,,, (b' B) (e’x) = 0 
nur dann unbestimmt, wenn @, = 0 oder 0, = 0 ist. Da Rechnungen, aus- 
gehend vom Punkte (u’A) = 0, zu analogen Resultaten fihren, diirfen 
wir aussprechen: 
,,Dann und nur dann ist das Linienelement (a’, A) unbestimmt, wenn 
der Punkt 7 sich entweder auf der Geraden 


(5) o Th = e (0, E; + es B,) 
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oder auf der Geraden 


(6) o Ti = (oe + ob) E, 
befindet.“ 
Eine einfache Parameterdarstellung dieser Geraden in G, ist noch 
oT; =2B, und oT! =v E,, 


wobei wieder (e’ B) = (b'E) = 0. Die Punkte von G, auBerhalb dieser Ge- 
raden (0,03; + 0) haben alle (e’, Z) als Bildelement. Auf (5) liegen die Bild- 
punkte der ©* Elemente mit (e’A) = 0; wihrend (6) die Bildpunkte der 
co? Elemente mit (a’ Z) = 0 enthiilt‘). 


§ 4. 
Kin willkiirlicher siebendimensionaler Raum G, habe die Gleichung 
pT: = p Tin = 0. 
Wir definieren jetzt P, und P, folgendermaBen: 
P, = epi Ey = (¢' p) (PB), 
P,=e pinks, 
wonach P, = 0 bedeutet, daB G, den Punkt 
eT ; = & E, 
enthalt. Ist P, = P, = 0, so geht G, durch eine der Geraden (5) oder (6) 
hindurch. Um dieses zu zeigen, fiihren wir die willkiirlichen Konstanten 
bt, b?, b8; 51, B?, B® mit 
(’)E)=0; (WE)+0; (b'b’e’) +0 
ein. Wir formen darauf das Produkt (b’b’e’) P, mit Hilfe der quadratischen 
Identitéten*) um, benutzen dabei P, = (b’ EZ) = (e’ ZH) = 0 und bekommen 
(b' be’) P, = b of Ey - (ep) (p' be’) = 0 
oder, wenn wit 
(eyes = By; (Oe), = B; Oey, = B, 
setzen und damit die Konstanten 6’, 5, 5 ersetzen durch die neuen B,, B,, Bs, 
fiir die (e’ B) = 0 gilt: 
(bb e’) P, = b pi B,- e' pj B, = 0. 

5) Die Kollineation (1) ist fir (a’ Z) = 0 und fir (e’ A) = 0 singular zweiter Art. 

Die Geraden (5) und (6) bilden also den Durchschnitt von G, und der Varietat vf 


(van Veen, l.c., § 5). 
*) Weitzenbick, 1. c., S. 34—35 (Kap. I, § 19). 
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Zieht das Verschwinden des ersten Faktors P, = 0 nach sich, so geht G, 


durch (6). Ist dagegen P, = 0 wegen des Verschwindens des zweiten Faktors, 
so enthalt G, die Gerade (5). 


Der eindeutig bestimmte Punkt P: 


o Tn, =e" En, + 0; o Ta, = 9; oe Tn; = 0; 
oT =e" Ea, 4-2" En,; oTal = ce" En; OTn2 = ae” Ep; 
o Trt = &™ En, o Tx, = 90; eTn, = 0 


liegt in G,, was daraus hervorgeht, da8 seine Koordinaten (2) befriedigen. Aus 
der Tatsache, daB zwischen den Koordinaten von P nicht die Relation 
A E, = 0 besteht, ergibt sich weiter, daB der siebendimensionale Raum 
mit dieser Gleichung G, nicht ganz enthalt. (2) und (4) sind linear unabhingig 
und definieren immer G, (siehe § 3). 
P liegt in G,, wenn 
Py = p™ (ep) E,, +ae™ (p'E) py, = 0. 

Hinreichend und notwendig fiir das ganz innerhalb G, Liegen von G, ist, 
daB P, = 0 ist und daB G, sowohl die Gerade (5), als auch die Gerade (6) 
enthalt. Fiir « + — 1 diirfen wir T},, Z, = 0 ersetzen durch 


Ti = 0, 
weil dieser Raum wohl die Geraden (5) und (6), aber nicht den Punkt P 
enthalt. Fiir « = — 1 ist dieses nicht erlaubt, da jetzt G, véllig und damit 


auch P zu dem Raume 7} = 0 gehért. 


§ 5. 
Der Bildpunkt des Linienelementes (a’, A) liegt in G,, wenn 
pj {A, (a’ E) e + aE, (e' A) a} = 0 
oder 
(a’ E) (e’ p) (p'A) + a (a’p) (p’B) (e’ A) = 0 

erfillt ist. Zusammen mit jedem Punkte (u’ A) = 0 bildet eine einzige Gerade 
(a’ 2): (e’ p) (pA) (AE x) + a (p’E) (e’ A) (Apz) = 0 

ein Linienelement der gewiinschten Beschaffenheit. Deshalb ist dem G, das 


System der oo* Linienelemente zugeordnet, die Tangentialelemente sind von 
den Kurven, die man beim Auflésen der totalen Differentialgleichung 


(7) (e’ p) (p' x) (Ex, dx) + «(p’ E) (e’x) (pz, dz) = 0 


bekommt. Diese la8t sich fiir P, + 0 integrieren durch Multiplikation mit 
dem Faktor: . 
(1 — a) Pi [(p' B) (Ep2)}*—* 
{(1 — a) P, (e’p) (p’ 2) +o Py (e’2)}**? 
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und fiihrt zum System von W-Kurven erster Art: 


(2) (eB) (Ep2)" _—_ Konstante. | 
(1 — a) P, (¢ p) (p' 2) + Py (¢ 2)}* 





Im Falle 

P,=0; P, +0 
berechnen wir (u' EZ) = 0 aus 

(ep) (p'E) = 0; (¢&#) =0 
und finden 
(u' EB): (u’e’p’) (ep) = 0. 
Substitution in (7) ergibt: 
(e’ p) (e’q) (e’ x) (p’ x) (q’, dz) 
— (ep) (eq) (pz) (gz) (e', dx) + & (e’g) (e’p'g’) (ez) (pz, dz) = 0. 


Dabei sind pt = p*p, und gt = ¢*q, aquivalente GréBen und Symbole. Die 
Differentialgleichung hat als Eulerschen Multiplikator: 





und besitzt die Integralkurven 


e™1[(€’p) (p’ 2)}*-2asign (71'2"*) - (€'g) (PY) (© =) (Pm, Xm, Pm %mq) 
= = Konstante. 





Die Kurven zweiter Ordnung dieses Biischels beriihren einander vierpunktig 
im Punkte (u’Z) = 0 und haben als gemeinsame Tangente (e’ z) = 0. 
Ist P, = P, = 0 wegen 

(0' p) (p’#) =0 {b'; (bE) = 0}, 

so gilt 
Pm, (P’ #)«(u' BE) = E,,, (w'p) (p' B) 
und die zum Punkte (u’ A) = 0 gehérende Gerade 
(a’ z): E,,, (¢ p) (p’ A) (A#z) +a p,,, (p’E) (e’ A) (AEz) = 0 
ist die Verbindungsgerade von (u’A) = 0 und (uv’ EZ) = 0, wenn nicht 
E,,, (ep) (p'A) + @ p,,, (p’B) (eA) = 0 

ist. Die Punkte der Linienelemente, die den nicht auf der Geraden (6) 


liegenden Punkten des Durchschnittes von G, und G, entsprechen, fallen 
auf die durch (u’Z) = 0 gehende Gerade’) (vgl. Ende § 7): 


E,,, ( P) (p' 2) + & Py, (p’ E) (c’x) = 0. 


*) Alle zugehdrigen Kollineationen (1) besitzen diese Gerade als singulare Gerade. 
Die Ebene ist der Durchschnitt von G, und R; (van Veen, l.c., § 3). 
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Dual mit dem letzten Resultat lat sich zeigen, daB, wenn P, = P, = 0 
ist wegen 
(ep) (p' B) =0 {B; (e’ B) = 0}, 
die Geraden der Elemente, die zu den nicht auf der Geraden (5) liegenden 
Punkten des Durchschnittes von G, und G, gehéren, durch den auf (e’ xz) = 0 
liegenden Punkt®) 
p™ (e' p) (u’' BE) + ae™ (u’p) (p'E) = 0 
gehen. Enthalt G, den Raum G, und ist also 
(b' p) (p' £) =0 {b'; (b'£) = 0}, 
(ep) (p’ B) =0 {B; (eB) = 0} 
und 
p™ (ep) (ez) = e™ (e’p) (p'2), 
so ist dem Punkte (u’A) = 0 die Gerade 
{a'x): p™ (ep) (eA) E,, (AEx) + ae™ (e’ A) (p'E) p,,, (AEz) = 0 
oder 
P, (e' A) (AEz) = 0 


zugeordnet. Demnach: Wenn G, nicht innerhalb G, liegt (P, = 0), so geht 
von den zugeordneten Linienelementen entweder die Gerade durch (u’ Z) = 0, 
oder es liegt der Punkt auf (e’z) = 0. 


§ 6. 
Mittels sechs willkiirlicher Konstanten 0,, 02, 03; @', 0”, o*, von denen 
eine iiberzahlig ist, laBt sich die Gleichung jedes siebendimensionalen Raumes, 
der mit G, dieselbe Ebene wie G, gemeinsam hat, auf die Gestalt bringen: 


: ’ T' 
pi Ti + e Ti on + of Ti Ex —{(e' 0) + a(0' B)} = = 0. 


Wenn P, + 0 ist, entspricht diesem Raume dasselbe Biischel W-Kurven 
wie G,. Da dieses Kurvensystem durch die Durchschnittsebene mit G, bestimmt 
ist, nennen wir in diesem Paragraphen 


pe Ti = 0 
kurz die Gleichung einer willkiirlichen Ebene V von G,. 


Das Biischel bestimmt ein Dreieck, dessen eine Seite (e’ x) = Oist, wihrend 
die anderen 


(fx): (1 — a) P, (¢'p) (p'2) +a Py (e'2) = 0 


8) Alle zugehérigen Kollineationen (1) besitzen diesen Punkt als singularen Punkt. 
Die Ebene ist der Durchschnitt von G, und R, (van Veen, I. c., § 3). 
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und . 
(EF 2): (p’E) (Epz) = 0 
sind. Gegeniiber (fz) = 0 liegt die Ecke (u’Z) = 0, gegeniiber (e’x) = 0 
die Ecke 
(u'F): (a — 1) P, (w'p) (p'£) + P,(w’E) = 0. 
Gleichzeitig mit dem Biischel W-Kurven ist also der Ebene V das Linien- 
element (/’, F) eindeutig zugeordnet. 
Der Stempelwert A, ,, des nicht-entarteten Elemente-Tripels*), das durch 
ein willkiirliches Tangentialelement (a’, A) einer der W-Kurven (siche § 5) 
und die Linienelemente (e’, Z) und (/’, FP) gebildet wird, erfiillt wegen 
(a’E) = — a(e’ A) (p'E)(AEp), 
(a’F) = (¢ B)(AEq) {(« — 1) P, (ep) (p' A) — « Py (e’ A)}, 
(f/ 4) = (1 — a) P, (ep) (p’ A) + « P, (eA), 
(f/f £) = (1 —«) P? = — (eF) 
die Bedingung™) 
(a’ B) (e’F) (fA) _ 
~ @F) FB) (A) ~ * 


Umgekehrt ist jedes Linienelement (a’, A), das mit (e’, #) und (jf, F) ein 
nicht-entartetes Tripel mit 


Aaet = 


A, a a 

bildet, Tangentialelement von einer der W-Kurven. Denn aus 

(a’ E) (e’F) (fA) + « (a’F) (f £) (e’ A) = 0 
oder nach Substitution der Koeffizienten von (u’ F) = 0 und (f'z) = 0 und 
Teilung durch (1 — a)? P? aus 

(a’ E) (ep) (p’ A) + « (a’p) (p' B) (e’ A) = 0 
und (a’ A) = 0 folgt, daB zu jedem Punkte (u’ A) = 0 eine und nicht mehr 
als eine Gerade gehért, und zwar dieselbe wie in § 5. 


Letztere Eigenschaft benutzen wir, um beim jetzt ganz willkiirlichen 
Linienelement (/’', F) mit 


((F)(f£)+0; (fF) =0 
die zugeordnete‘Ebene V aufzufinden. Wenn wir A,, A, und A, als Parameter 
betrachten und danach den Ort der Bildpunkte in G, der Linienelemente 
(w’ A) = 0, 
(e’f) (fA) (AEz) + « (f'£) (eA) (AF xz) = 0 


%) (a’ EB) (a’ F) (e’ A) (e’ F) (f A) (f Z) +0. Siehe G. H. A. Grosheide F. Wzn, 
Viakke punt-lijn-figuren bepaald door invariantenwaarden. Dissertation, Amsterdam 
1937, S.7—9 (Kap. I, § 1). 

10) Siehe Math. Enc. III D4, S. 208, Eigenschaft (3). 
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suchen, erhalten wir 
ui T* x, = (u’ A) (f' E) (AEF) (ez) 
— (w'B) (e’F) (f' A) (AE x) — « (u’ EB) (e’ A) (f £) (AF 2). 
Multiplikation mit (e’F) und danach identisches Umformen fiihrt diese 
Parameterdarstellung iiber in 
ul Ti x, = (eA) (AEF) {(u’F) (f' £) (ez) + « (u’ E) (e’F) (f' z)} 
+ (1 — a) (€'A) (e'F) (fA) {(w’ E) (EF 2)} + (AEF) {(w'e'f’) (¢'z)}. 
Die drei nicht-kollinearen Punkte 
(u’ F) (f' E) (ex) + a (w’E) (e' F) (fz) = 0, 
der Bildpunkt von (/’, F), 
(u’ EZ) (EF z) = 0, 
der auf der Geraden (6) liegende Bildpunkt des Linienelementes (u’ F) = 0, 
(EFz) = 0 und 
(u’e’f’) (ex) = 0, 
der auf der Geraden (5) liegende Bildpunkt des Linienelementes (wu’e’ /’) = 0, 
(e’z) = 0, wodurch V bestimmt ist, liegen alle im siebendimensionalen Raume 


fi T! F, = 0, der wegen (e’F) (jf Z) +0 nicht G, in sich faBt. Deshalb 
diirfen wir verabredetermaBen 


fi Tt F t= 0 
die Gleichung der (/’, F) entsprechenden Ebene V nennen. 


$7. 


Aus der Verwandtschaft von §6 folgt sofort eine Relation zwischen 
den Punkten und den Ebenen inG,. Ist P, + 0, dann ordnen wir der Ebene V 


my Ti = 0 
den darin liegenden Punkt S, (S}, .. ., S3) 
wi Six, = P, (u'p) (p’E) (ex) + @ P, (w’E) (ep) (p'z) 
— (1 +a) P, (u’E) (e’z) 


zu, der Bildpunkt des der Ebene V entsprechenden Elementes (/’, F) ist. 
Wenn 


mh = fF, [i,k = 1, 2, 3; (fF) = 0) 
ist, wird die Gleichung des Punktes 
uf Stax, = (uF) (f E) (ez) + «(w E) (e'F) (f'2). 
Umgekehrt gehrt zum Punkte S, der nicht in G, liegt, so daB wegen St, A+ 0 
fiir sein Bildelement (/’, F), (e’F) li E) + 0 gilt, die Ebene 


(e™ Sh, Si — ST Sh) T (Bu, St ST — ST 82, B,) = 0. 
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Wir beantworten jetzt zuerst die Frage, ob die Bildebene eines willkiir- 
lichen Punktes R, (R}, ..., RZ) dieser letzten Ebene den Punkt S enthilt. 
Hat R zum Bildelemente (g’, G), so mu8 unabhiangig von der Wahl von R aus 

(f'@) (9 E) (e’F) + « (f' £) (eG) (9 F) = 0 
die Gleichung folgen: 

(9 F) (f £) (¢'@) + « (gE) (e’F) (f'@) = 0. 
Dieses ist nur dann der Fall, wenn a? = 1 oder wegen « +1, wenna = — 1 
ist (siehe § 9). Wohl kénnen fiir « + — 1 Punkte gefunden werden, die mit S 
in involutorischer Beziehung stehen. Es sind, abgesehen von den Punkten, 
deren Bildelement beziiglich (e’, #) eine spezielle Lage einnimmt und die also 
ebenfalls in @, liegen, die Punkte, fiir deren Bildelement gilt: 

(/@) = (g'F) = 0. 

Was ist von den Punkten R und S zu sagen, wenn (/’, F) und (g’, @) 
den beiden letzten Bedingungen geniigen, d.h. wenn entweder der Punkt 
(u’'G) = 0 mit (u’F)=0 oder die Gerade (g'z) = 0 mit (f/z)=0 z- 
sammenfiallt ? 

Alle Geraden durch den Punkt (u’ F) = 0 sind wie folgt darzustellen 
(g' 2): (EF z) + 0, (fx) = 0. 

Denn es ist (e’F) (f #) +0. Der Ort der Bildpunkte aller Elemente, wozu 

(u’' F) = 0 gehért, ist 

wi Ric, = «(u’'E) (e'F)(EF 2) + 0, {(u' PF) (f E) (ex) + « (w’B) (e’F) (f' 2)}, 

d. h. die Verbindungsgerade von S und dem Schnittpunkte der dem Punkte S 

zugeordneten Ebene mit der Geraden (6). Auf gleiche Weise ist jeder Punkt 

der Geraden (/’ x) = 0 darzustellen durch 

(u’G@): (u’e’f’) + o,(u’F) = 0 

und der Ort der Bildpunkte aller Elemente, wozu (fz) = 0 gehért, durch: 
ul Rix, = (u'e’ f’) (f B) (ex) + 0 {(u'F) (f E) (ex) + « (w’E) (e’ F) (f' z)}. 

Diese Gerade verbindet S und den Schnittpunkt seiner Bildebene mit der 

Geraden (5). 

Sehr einfach ist noch zu beweisen, daB die Bildpunkte aller Elemente, 
deren Geraden durch (u’F) = 0 gehen, eine Flaiche zweiter Ordnung be- 
stimmen. Fiir ein solches Element ist namlich: 

(EF 2) + 0, (fx) = 0, 
(u’ E) (e’F) + 0, (we'f’) + 02 (uF) = 0, 
und fiir seinen Bildpunkt gilt: 
of (u'e’f’) (f B) (e’ &) + 0102 {(u' F) (f B) (ex) + a (w’ EB) (e’ F) (f' z)} 
+ 0; (WE) (¢'F) (fE) (ez) + og (w E) (e F) (EF 2) = 0. 
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Die Bildpunkte aller Elemente 
(u’e’f’) + 0, (uF) = 0, 

(f E) (ez) + 0; (f' 2) + @,(EF 2) = 0, 
deren Punkte auf (/’ x) = 0 liegen, bilden die Flache zweiter Ordnung: 
ofa (u’ E) (e’ F) (EF x) + 0102 {(w'F) (f E) (ez) + « (w’ B) (e' F) (f' z)} 

+ 0, (u' EB) (e’F) (f BE) (ex) + 0, (w'e’f’) (f £) (ex) = 0. 
Die beiden Flichen schneiden sich lings der Geraden (5) und (6) und lings 
der soeben gefundenen Geraden, welche die mit S involutorischen Punkte 


enthalten. Sie zerfallen fiir (f/£Z) = 0 und (e’F) = 0 (vgl. in §5 den Fall 
P, = P, = 0). 


§ 8. 
Jede Gerade L von G, ist zu bestimmen als Durchschnitt von zwei Ebenen 
FTF, =0 und (Gf TG, =0 (fF) = (7G) = 0. 
Falls die Gleichungen 
(TIF, =0 und /T'G@, 
gelten, gehért L zum zweiten, falls 
fT'F,=0 und gTiF,=0 (fF) = (VF) =0 


0 (fF) = (f@) =0 


gelten, zum ersten der in §7 gefundenen Netze. Ist sowohl (e’F) (f’ Z) + 0, 
als (e’@) (g EZ) +0, dann muB (a’, A), soll es Bildelement eines Punktes der 
Geraden L sein, gemiB § 6 den Gleichungen geniigen: 

(a’A) = 0, 

(a’ BE) (e’F) (fA) _ 


har = — (@R) FECA) — © 
a... = — CHOW A) _ 
wa (a’G) (7 B) (e’ A) 


Elimination von (A,, A,, A;) ergibt fiir die Gerade (a’ x) = 0 die Bedingung: 


a (a’ F) (e’G) (f' E) (a’e’g’) — a (a’G) (e’ F) (gE) (a’e’f’) 
+ (aE) (e’F) (eG) (a’f'g’) = 0. 


Die Geraden aller Bildelemente bilden die Kurven zweiter Klasse: 
(8) a (uF) (u’e’g’) (eG) (f BE) — a (u’G) (u'e’f’) (e’F) (g £) 
+ (w’ BE) (u'f'g’) (e' F) (e'@) = 0 


und dual dazu ihre Punkte die Kurve zweiter Ordnung: 
Mathematische Annalen. 116. 
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(9) = (f' E) (g B) (ex) (FG@z) + (e'F) (gE) (fz) (EG@z) 
— (¢@) (f ) (gz) (EF x) = 0. 


Beide Kurven zerfallen, wie Untersuchung ihrer Diskriminanten lehrt, wegen 
a +1 nur dann, wenn 


Aetg = 1 


oder 
(ef 9’) (EFG) = 0 


ist. Ist der erste Faktor gleich Null, so gibt es zwei Konstanten 9, und 0, 
derart, daB 
(fz) = 0, (€ 2) + 02 (92). 
Die Gleichung der Ebene durch Z und den Punkt ¢E,: 
uw T* 2, = (¢G) (gE) THF, — (e F) (PB) gf TG, 
ist jetzt auf die Gestait zu bringen: 
01 (¢'G) ef TY Fy + ong Ti {(e'@) F. — (¢ F)G,} = 0, 


woraus hervorgeht, daB die Ebene die Gerade (5) enthalt und also LD diese 
Gerade schneidet. Auf gleiche Weise folgt aus (E FG) = 0, daB L die Gerade (6) 
schneidet. 


Fiir A,,, + 1 stellen (8) und (9) im allgemeinen nicht denselben Kegel- 
schnitt dar. Dann war der Geraden L ein Linienelementverein zugeordnet. 
Ebenen Kurven (P, + 0) zugeordnete Linienelementvereine miissen, wie wir 
fanden, W-Kurven sein. Diese besitzen aber, einzelne Werte von « aus- 
genommen, nicht die Ordnung zwei. 


Darch die Einschrinkungen (e’ F) (/ Z) + 0 und (e’@) (g' Z) + 0 werden 
nur die Geraden durch den Punkt e'2#, ausgeschlossen. Jede nicht in G, 
liegende Gerade durch diesen Punkt ist wie folgt darzustellen: 


(ATF, =0 (f£) = (fF) = 0; (¢F) +0, 
\¢@ TG, =0 (¢@) = (VG) = 0; (VE) +0. 


I 


Wenden wir jetzt die in §5 fiir P, = P, = 0 gefundenen Resultate an, so 
sehen wir, daB von den Bildelementen der nicht mit eZ, zusammenfallenden 
Punkte von L alle Geraden durch den auf (e’ x) = 0 liegenden Punkt (u’G) = 0 
gehen, wihrend alle Punkte auf der durch (u’ EZ) = 0 gehenden Geraden 
(fz) = 0 liegen. 

Gehért L zu G,, so entspricht jedem seiner Punkte auBerhalb der Geraden 
(5) und (6) das Element (e’, Z) (vgl. §3, Ende). 
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§ 9. 
Die lineare Transformation 
0,27 = df zx, = d, (d'z) 
und die dazu kontragrediente Transformation 
0, Uy, = ui DK = (u' D) D* 
fiihren das Basiselement (e’, Z) iiber in 
(u,d)(@’E)=0; (e'D)(D'z*) = 0 
und das willkiirliche Linienelement (a’, A) in 
(uj d)(d’'A) = 0;  (a’D)(D'z*) = 0. 
In G, wird jetzt die Transformation induziert: 
ui T'* xt = (uid) (d' A) a‘ Df dj E, (e’ D) (D' z*) 
+ a (u’d) (d’ B) e Dé di, A, (a’ D) (D' x*), 


oder auch, wegen 
ad Di=0 (+); addi =34, 
nach Teilung durch 3 A: 


t* * 


u, 7," x: = (ud) (d’ A) (a’ E) (e’ D) (D’ x*) + « (ui, d) (d’ BE) (e’ A) (a’ D) (D' z*) 
= udi T. DP x... 
Wir wihlen eine derartige Transformation, daB das Basiselement (e’, EZ) 
nach Weglassung des Zeichens * die Gleichungen 


“= 0; z, = 0 (m, = 1; m, = 3; m, = 2) 

bekommt. Die Gleichungen von G, sind im neuen Koordinatensystem: 
T= Ti =T=TI3=—0; «T} = 7}, 

so daB wir (po, Py, P2, Ps) folgendermaBen definieren kénnen: 

oap=aTi=T3; ep, = 73; o(1—a)p,=T3; o(l—a)p, = 73. 

Einem willkiirlichen Punkte p von G, zugeordnet ist nach § 2 das Element 

(a’ 2): (P1P2 + % PoPs) %1 + (* — 1) PopPe%, —% Phy = 0, 

(u’ A): ui ps + upp: + U* (PoPs + PiPs) = 0 

und einem willkiirlichen Linienelemente (a’, A) der Punkt 


{(l—a)a*A,; (l—«a)a*A,; aa*A,; a®A, + aa'A,}. 
23* 
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Der Fall « = — 1, wo unsere Abbildung iibergeht in eine von Lie angegebene, 
ist ausfiihrlich von Beck untersucht worden. Die Bedingung™) 21,m, = 1, mp, 
die « = — 1 dquivalent ist, erscheint bei Beck notwendig, weil er das zur 
Lieschen Abbildung gehérige Nullsystem voraussetzt. Die W-Kurven sind 
jetzt Kegelschnitte und der Raum 

Ti = 0, 
der invariant ist fiir die induzierte Transformation, umfabt G,. 


") Beck, l.c., 8.546 (Kap. I, § 4). 


(Eingegangen am 30. 3. 1938.) 
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On the fundamental geometrical properties of Linearly 
measurable plane sets of points (III). *) 


Von 
A. 8. Besicovitch in Cambridge (England). 


The fundamental property of regular sets is the existence of the tangent 
at almost all points of the set. This paper is devoted to the study of irregular 
sets, and a general structural property is established, whose importance 
in the class of irregular sets is comparable to that of the existence of the 
tangent in the class of regular sets. This property is given by Theorem 4. 

We shall recall first the notation and some definitions. We denote 

by c(a,r) the circle centre a and radius r, 

by (a, @) the line (infinite in both directions) in the plane of coordinates 

through the point a and making an angle 6 with the positive direction 
of the X-axis, 

by (6,, 6,) the angle between the directions 6,, 62, 

by {a, (@,, 0,)} the part of the plane with given coordinate axes included 

in the angle, whose vertex is a and whose sides make angles 6,, 6, 
with the positive direction of the X-axis. 

by {a, (8,, 6,), 7} the part of {a, (6,, 6,)} included in ¢ (a, r), i. e. the set 

{a, (6,, 62)}x c (a, r), 
by {a, ((;, 4,))} the sum of the two opposite angles 
{a, (6;, 92)} ss {a, (6; + %, 6, + n)}, 
by {a, ((6,, 94)), 7} the sum of the two opposite sectors 
{a, (9,, 92), r} + {a, (0, + %, 9. 5 7), r}. 

Let E be a plane linearly measurable set. The upper limit, the lower 

limit and the limit of the ratio 


L(k x {a, (61, 6s), r}] 


as r>0O 
2r “ 





are called the upper density, the lower density and the density of the set 
in the angle (6,, 6,) at the point @ and are denoted by 


D* {a, (6,, 64), EB}, D, {a, (6, 6), EB} and D {a, (9,, 63), E}. 


*) Paper (II) under the same title has been published in Math. Annalen 115 
(1938). The literature to the question is given there. 
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Similarly the limits of 


L(E x {a, ((@,» 9), r}) 
2r , 





as r—0, 


are called densities in ((6,, 4,)) and are denoted by 
D*{a, ((6;, 93)), E}, Dy{...}, D{...}. 
We have 
D* {a, (9;, 9,), E} S D* {a, ((6,, 6,)), B} 
D* {a, (6, + a, 0. + a), B} — D* {a, ((4;, 6)), E} 
and hence 
(1) 4D*{a,(6,,6,),E} + 4D*{a,(0,+2,0,+2),E} S D*{a, ((6,,6,)), E}. 


We have proved in paper (II) the 
Theorem 1. Given an irregular set E and an arbitrary angle (6,, 64). 
0< 6, —6,<2, the following inequality holds at almost all points of E: 





(2) D* {a, (6,, 6), B) + D* {a, (0, + 2, 0, +2), B} > + Sin BS. 


From this theorem we conclude at once that (2) holds at almost all 
points of £ for all rational 6,, 8, (> 6,) and hence for all real 0,, 6, (> 9,). 
This, together with (1) leads us to the following 

Theorem 2. Given an irregular set the following inequality 
(3) D* (a ((6,, 6,)), B} = + Sin-#>* 
holds at almost all points a of E for all 6, and 0,>94,. 

Definition 1. 6 is said to be a condensation direction of the first kind 
of the set E at the point a if the line (a, 0) meets the set E at infinitely many 
points in the neighbourhood of a. (a, 6) is called a condensation line of the first 
kind of E at a. 

Definition 2. @ is said to be a condensation direction of the second kind 
of the set E at the point a if given any positive numbers q, 0, € there exist 
such that 


L[E x {a, ((6;, %)), r}] 
of m > q(4, — 4,). 





(a, 6) is called a condensation line of the second kind. 

Definition 3. A point a is said to be a point of radiation of the set E 
+f almost all directions are condensation directions (of either kind) of the set E 
at the point a. 
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Theorem 3. Almost all points of an irregular set are points of radiation. 

For the proof of the theorem we have to consider certain sets of straight 
lines (a, 6) through the same point. 

If A be such a set of lines (a, 6) we shall denote by (A) the set of the 
values of 6 corresponding to the lines of A. Thus (A) is a numerical set. 
When speaking of the measurability and of the measure of a set A we shall 
always mean measurability and the Lebesgue measure of (A). Thus if A 
is the set of lines (a, 6) for all 6,<6< 6, then (A) is the open numerical 
interval (6,,9,) and meas (A) = 6, — 6,. Similarly if A is the set of lines 
(a, 6) where 6 belongs to the set 1 = 2 (¢;, y,) of non-overlapping intervals 
then (A) = I and meas (A) = 2 (9; — 9). 

Lemma 1. The set of lines joining a point a to the points of an open 
set in the plane is measurable. 

Lemma 2. The set of lines joining a point a to the points of a set, which 
is the intersection of an enumerable set of open sets, is measurable. 

Lemma 3. If E is a bounded plane set of linear measure zero and a 
a point at a positive distance from E, then the set of lines joining a to the points 
of E is of measure zero. 

Lemma 4. If E is any plane set of linear measure zero and a any point 
of the plane, then the set of lines joining a to the points of E is of measure zero. 

Lemma 5. Any linearly measurable set E can be represented as the diffe- 
rence of two sets 

E=E,-E, 


where E, is the intersection of an enumerable set of open sets and E, a set of 
linear measure zero. 

Lemma 6. The set of lines joining a point a to the points of a linearly 
measurable set E, is measurable. 

Lemma 7. At every point a of the plane the set of condensation directions, 
of the first kind, of a linearly measurable set E is measurable. 

For, the set G (a, r) of the lines joining a to the points of Exc (a, r) is 
measurable and the set G(a) of condensation directions of the first kind is 


G(a) = []¢ (a +). 
n=1 
We pass now to the proof of the theorem. Let a be an arbitrary point 
of EZ at which (3) holds for all 6,, 6,(>96,). If at every such point 
meas (G (a)) = a then the theorem is proved. 
Suppose now that there exists a point a such that meas (@ (a)) < 2. 
Then, given e>0, there exists o>0 such that 


meas (G (a, r)) < meas {@ (a)) + € for r< 0. 
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The set (G@(a,r)) is everywhere dense on (0,2). For if there were an 
interval (0,, 6.) containing no number of (G (a, r)) then the pair of opposite 
sectors {a, ((6,, 9,)), 7} would not contain any point of E and we should have 

D* {a, ((,, 9,)), E} = 0 
contrary to (3). 
We introduce now a new set. 


Given positive numbers og, 6,q¢ the set H (a, 0, 6,q) of directions 6 is 
defined in the following way. 


Any direction 6 belongs to or does not belong to the set H (a, 0, 6, q) 
according as there exist or do not exist numbers r, 6,, 9, such that 


6<r<p, 0,<0<6,, 6,—6,<4, 
L [Ex {a, ((6,, 43), r}] = 9 (0, — 9,) 2r. 


We shall prove that almost all lines (a, 6) which do not belong to G (a), belong 
to H (a, o, 4, q). 

Let @ be an arbitrary number of (0, x) for which D {0, (@ (a))} = 0. 
To any 0 < » < 6, however small, there exist 6,, 6, such that 


05)9,5)9659,5 7, 6, — O,<n. 
1 l 
meas {(G (a)) (8,, 8,)} < 60 q-* (8, — 4y). 
Take now a number o’< eo such that 


(4) 


(5) 


(6) meas {(G (a, o')) — (@ (a))} <g, q-? (2 — 93). 
By (5), (6) 
(7) meas {(G (a, @')) (81, 9s))} < 35 97? (82 — 9). 


Now by (3) there exists r< 0’ such that 





(8) LUE (a, ((0,, 6,)), r}] > + (sin 2S") 27> £0, — 6) 2r 


(6 is small enough for the last part of the inequality to be true). 
If we have 
L [E {a, ((8;, 92)), }] > ¢ (8, — 9) 27 
then @ belongs to H (a, 0, 6,q). If not, then it follows from (7) that we can 
find a set I = £ (¢,, y,) of non-overlapping intervals in (0, x) such that 


I> G (a, 0’)) (6,, 9) 
and that 
” ' 1 
(9) meas J] = J (% —- R< or (6, — @,). 
We write 
I -— rl + thd 
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where I’ consists of those intervals (g), y,;) for which 


LE {a, ((%;, ;)), > 9(9; — vi) 27 
and I” of the remaining ones. Then 


2 LUE {a, ((¢;, 9), 7} Sq2r 2 (Q; — %;) 


<q2r meas I” = g2rmeaslI 
and by (9) 


(10) ZLB (a, (1. #1) H< 35 (92 — 81) 2. 


But all the points of EF {a, ((0,, 4,)), r} lie on the lines of G (a, r) and 
a fortiori of G (a, 9’), and consequently all lie in the set of pairs of opposite 
sectors 


= (4, (Gi. %)), 7- 
Therefore by (8), (10) 


(11) E LEX {a, ((9,, 91)), 78] > 3p (Ox — 91) 21. 


The set J’ can be included in a set J of non-overlapping intervals (y,. y,), 
all in (9,, 6), such that for each of them 


(12) L[E {a, (y,, v,), 7) = 9(v, — v2. 
By (11), (12) 
meas J > oT (0, — 9,). 


From (12) it follows also that the direction 6, for any 6 CJ, belongs to 
H (a, o, 6, q) and thus 


meas {(H (a, @, 8, 9)) (1, 92)} > 35 77? (02 — 9). 


As 0, 6S 6,, and as 6, — 6, can be as small as we please we conclude 
that the Lebesgue density of (H (a, @, 6, q)) at 6 is different from 0. 

Thus for all 6 for which the density of (G(a)) is 0, . e. for almost all 6 
of (0, x) — (G(a)), the density of (H (a, 0, 6, q)) is different from 0. 

As now 

D {6, (H (a, @, 6, q))} = 0 

for almost all 6 which do not belong to (H (a, o, 4, 7)) we conclude that 

almost all 6 of (0, x) — {G@ (a)) belong to {H (a, o, 4, q)). 

An immediate corollary of this is that almost all points of (0, x) — (@ (a)) 
belong to 


(13) IT H (a, @, 4,9) 
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where the product is extended over all systems of rational positive values 
of e, 6, g. But by the definition any direction of the set (13) is a condensation 
direction of the second kind of the set # at the point a. Thus 


almost all lines through a which do not belong to G (a) are lines of conden- 
sation of the second kind of the set E. 
From this the theorem follows at once. 


Lemma 8. Given measurable sets E,, E,,...,H,,H on a lime, such 
that every point of E belongs to at least k of the sets E,, E,,..., E,, then 
meas Z, + meas ZF, +... + meas E, = k meas £. 


For let /,(z) be the characteristic function of EZ, for i = 1, 2,...,%, 
and /{ (xz) the characteristic function of Z, and let the interval (p, g) include 
all the sets. We have 


fy (2) +... +hn(z) = kf (2). 


Hence 


faa) +... +h (ode = kf f(a)ae, 
Pp P 


meas FE, + meas FE, +... + meas ZH, => k meas £. 


Lemma 9. Given a linearly measurable set E of finite measure and E, 
its orthogonal projection on the X-axis. If every point of E, is the projection 
of infinitely many points of E, then meas E, = 0. 

Suppose that the set E is included between the lines y = ¢ and y = d. 
Let N be a positive integer. Take the lines 


y=c+k(d—c)2-", k=0,1,...,-2” 
and denote by E(k, N) the part of E belonging to the strip 
e+k(d—c)2* Sy<c+(k+i1)(d—c)2-* 


and by E, (k, N) its projection. Take now another integer n< 2” and form 
the set 


F (n, N) = | E. (k,, N) 
the surnmation being extended over all 
05k, <k,<...< kg. 
F (n, N) is measurable and 
F (n, N) cF (nm, N + 1) 
for any N. It is easy to see that 
= Fi(n,N)> Pe F(n+1,N) 


re 
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and that 
(14) lim lim F(n, N) = 


n->«o No 


Now every point of F (n, N) — to at least » of the sets FE, (k, N). 
Therefore by pane 8 


> meas E, (k, N) => n meas F (n, N) 


k=0 


and as the measure of any set is => measure of its projection 


& LE (k, N) => nmeas F (n, N) 
and consequently 


LE =n meas F (n, N). 


This being true for any N and n, we conclude from (14) that 


meas E, = 
which proves the lemma. 


If a be a point of the given plane and (a, 6), 0S 6< 72. a line of this 
plane we shall represent it by the point on the perpendicular at a to the 
plane at a distance 6 from a. 

Any set of elements (a,4) we shall always consider as the set of 
points representing every element. From this point of view we shall speak 
of closed sets, open sets, measurable sets of elements (a, 6). 

Lemma 10. Let E be a (bounded) closed plane set of points. The set 
G of condensation directions of the first kind of E at all points of E (i.e. 
the set of (a, 0) where a runs through all points of E, and for a fixed a, 
6 runs through all condensation directions at a) is B-measurable. 

Given 9 > 0 and n > 1 join every point « of £ to all other points 
of EZ, whose distance from « is So and => — o. Denote by L (o,n) 


the set of all these lines. Obviously L(o,) is closed. Writting 
L(o)= lim L(@,n) 


t-> x 


G = lim L(o) 


¢@~ 0 


we have 


and the B-measurability of G follows. 

Lemma 11. Let E be a B-measurable set of finite linear measure. The 
set Q of condensation directions of the second kind at all points of E is 
B-measurable. 

Let oe, 4, q be positive numbers. We define the set k (o, 4, q) of elements 
(a, 6) in the following way. The element (a, 6) (a may or may not belong 
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to E) belongs to or does not belong to k(o, 4, g) according as there exist or 
do not exist numbers 


6,<0<6,, 0,—0,<6, r<o 


such that 
LE {a, ((6,, 9), 7} > q 27 (0, — 94). 
Observe 
(i) that together with (a, 6), also all (a, 6’), 6,<0' <6, belong to 
k (o, 4, 9) 
and 


(ii) that the set EZ being irregular 
L [E {a, ((6,, 6)), r}] 


is a continuous function of a. 
From these two remarks it follows that k(o,46,q) is an open set. 
It is easy to see that the set Q, defined as the product 


Q, = IT k (oe, 4, 9) 


extended over all systems of rational values for 9, 5, g is B-measurable. This 
is the set of all condensation directions of the second kind of E (not only at 
points of Z, but at all points of the plane). 

Denote by £, the set of elements (a, 6) where a runs through all points 
of E and @ takes, for every a, all values between 0 and x. The set E£, is 
B-measurable and 

Q=9,xE, 


from which the lemma follows. 


With our new notation Theorem 3 can be expressed in the following way. 

For almost every point a of E, (a, 6) belongs to G +Q for almost all values 
of 6 im (0, 2). 

By an argument similar to that employed for proving the Fubini theorem 
on measurable sets of many dimensions and on multiple integration?) we can 
prove that for almost every @ the set of points a of # for which (a, 6) belongs 
to G and the set for which it belongs to Q are measurable and (a, 6) belongs 
to G +Q for almost all points of £. 

Let 6, be such a direction and assume E to be a closed set of finite linear 
measure. Write E = &” + E® + B® where E” is the set ‘of all points 
of E for which 0, is a condensation direction of the first kind, E® the set of 
those points of E for which 4, is a condensation direction of the second kind, 
but not of the first, and E the remaining set of points, which is of measure 0. 


1) §. Saks, Théorie de l’intégrale, p. 169—175. 
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Project EZ from the direction 6, on a line X, perpendicular to 6), and denote 
by EY, B®, E© the projections of EZ, B®, BE. Obviously 


meas EB = 0, 


On E> is projected a measurable part of E and on each point of E® 
are projected infinitely many points of Z. Consequently by Lemma 8 


meas E\” = 0, 


Now to every point a, of Z® and to an arbitrarily large q corresponds an 
interval (a, — h, a, +h), as small as we please, on which is projected a part 
of the set FZ of measure > 2 qh. From this we conclude that 


meas E? = 0. 
This proves the 
Theorem. The projection of a closed irregular set of finite linear measure 
on almost all directions is of measure zero. 
But by Lemma 3 of my paper II any linearly measurable set E of finite 
measure can be represented in the form 


E=E,+E, 


where £, is contained in a closed set of the same measure, and LE, is as 
small as we please. Then from the preceding theorem immediately follows 

Theorem 4. The Projection of an irregular linearly measurable set of 
finite measure on almost all directions is of measure zero*). 

*) Long ago I thought that this theorem was true and I suggested to Mr Gillis 
that he should investigate from this side sets of upper density 4. By an ingenious 
method Gillis arrived at some partial results concerning this class of sets. He has also 
studied sets of directions from which an irregular set can be projected into a set of 
positive measure and he has constructed a set for which the set of such directions has 


the power of continuum in any angle, however small. I have quoted his papers in my 
paper IT. 


(Eingegangen am 18. 3. 1938.) 








Study of extreme cases with respect to the densities of 
irregular linearly measurable plane sets of points. 


Von 


D. R. Dickinson in Cambridge (England). 


Introduction. 
§ 1. 


We shall first recall some definitions. We denote by U a convex area, 
including or not including its boundary, and by A (Z, @) a finite or enumerable 
set of convex areas including the plane set EZ, each area having diameter 
less than 9. Denoting generally by d the diameter of an area we write 

E= lim 5 4, 
eo ALE, o) 
and we call L*£ the exterior linear measure of the set E. We say that Z is 
(linearly) measurable if, for every set W of finite exterior measure, the relation 
L*W = L*{Ex W} + L*{W — ExW} 
is satisfied, and we then denote the number L* E by LE and call it the linear 
measure of E. 

Now let E be a measurable set of points, and let a be any point of the 
plane, whether belonging to E or not. We denote by c (a, r) the circle with 
centre a and radius r, and by {a, (9,, 9,), 7} the part of ¢(a,1r) included in 
the angle with vertex a whose sides make angles 6,, 0, (6, < 6,) with the 
positive direction of the z-axis. Consider the ratio 

L\Ex (a, r)} 
2r 
The lower limit, the upper limit, and the limit (if it exists) of this ratio as 
r— 0 are called the lower density, the upper density, and the density of E 
at the point a, and are denoted by 


D, (a, EB), D*(a,B£), D(a, EB). 
Similarly, the limits of 


L [Zz x (a, (6, 9), r}) 
2r 


as r 0 are called densities of E at the point a in the angle (6,, 6,), and are 
denoted by 


D, {a, (6,, 93), E}, D*{a, (6,, 64), EB}, D {a, (6,, 63), E}. 








iB 
3 
' 





le 
er 


on 


ar 


he 
th 
in 


he 


t& & 


ire 


D. R. Dickinson, Irregular linearly measurable plane sets. 359 


Any point of E at which the density exists and is equal to 1 is called 
a regular point of E, any other point of £ is called an irregular point. If almost 
all points of £ (i. e. all points with the exception of a subset of linear measure 
zero) are regular points, £ is called a regular set and if almost all points are 
irregular points, E is an irregular set. It is known") that the set of all regular 
points of a measurable set is a regular set, and the set of all irregular points 
is an irregular set, so that in dealing with measurable sets it is sufficient to 
consider only regular and irregular sets. 

The purpose of this paper is to show that certain bounds obtained for the 
densities of an irregular set are the best possible. Considering first upper 
densities A. 8. Besicovitch has given the following bounds?). 

Theorem A. For almost all points a of an irregular set E, 

0 <D*{a,(0,6+9),E}<i for 0<p<in, 

0 s D* {a, (6,6+ 9), 2} Ssintp for }an< gp <z, 

+ S D* {a, (6,6+ 9), EF} <1 for xasSgs2a. 
In Chapter I I consider an irregular set P such that, for any value of 9, 
the bounds given in Theorem A are attained for some value of 0, with the 
exception of the lower bound when g > x. With regard to this excepted case, 


it should be added?) that there exists a set Z such that for almost all points 
of E, 


D* (a, BE) = 3. 

Turning now to lower densities, no lower bound is given for the lower 
density in an angle greater than 2 and in Chapter II I consider an irregular 
set Q which shows that 

D, {a, (6, 6 +); EB} 
can be zero for g as near 2 2 as we please, while D, (a, Z) > 0. For an angle 
not exceeding 2 Gillis and Besicovitch have proved *) that 


D, {a, (6,6 + ¢), E} = 0 (9 =), 
and the results established in Chapter III for the set R show that z is the 
largest angle for which this is always true. They show, in fact, that 


D, {a, (6, 6 + 9), E} 


can take the value } (probably the largest possible value even for circular 
density) for g > 2 and as near 2 as we please. 


1) A. 8. Besicovitch, On the fundamental geometrical properties of linearly 
measurable plane sets of points (II), Math. Annalen 115 (1938), § 8, p.304; § 9, p. 306. 

*) A. 8. Besicovitch, On the fundamental geometrical properties of linearly mea- 
surable plane sets of points, Math. Annalen 98 (1927), § 11, pp. 431—434. 

’) A. 8. Besicovitch, 1. c. (II), § 14, p. 317. 
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The sets here discussed are slight modifications of the sets given in 
Chapter XII of Mr. Besicovitch’s paper. The modifications introduced consi- 
derably simplify the calculations involved. 


I should like to express my thanks to Mr. Besicovitch for the interest 
he has taken in this paper, and also for many helpful suggestions. 


Chapter I. 


§ 2. 
Set P. 


Take an isosceles triangle 7, with vertices at the points 


(3 b, 0), (— 4 b, 0), (0, h), 
and an integer n, greater than 1. 


We shall construct inside 7’, » - 4"**1 isosceles triangles with their bases 
parallel to the base of 7, and each of length b/n - 4**1, and such that in each 
triangle the ratio of the height to the base is equal to half the corresponding 
ratio for T',. We proceed as follows. We first divide each sloping side of T, 
into (2 » — 1) 4" equal segments and, taking each point of division with the 
exception of the vertex, we describe one of our triangles having this point as 
one of the end-points of its base. We shall refer to the 2 (2 » — 1) 4" triangles 
thus obtained as the “side triangles” of 7,. We now divide the middle-half 
of the base of 7’, into 2 - 4" equal segments and, taking the mid-point of each 
segment, we describe one of our triangles having this point as the mid-point 
of its base. We shall call the resulting 2 - 4" triangles the “base triangles” of T',. 


We have now constructed n - 4"*! triangles as required. Observe that 
the sum of all their bases is b, while the sum of the bases of the base triangles 


is only b/2n. The construction of all these triangles we shall call the operation 
O, on the triangle 7’. 


Apply operation O, to T,, and denote by T, the set of triangles thus 
obtained. Next apply operation O, to each of the triangles of T,, and denote 
the set of all the resulting triangles by 7, and so on. We shall also denote 


by T,, T,, T, . . . the sets of points inside and on the boundaries of triangles 
of T,,T,,T;s,.... Let 


The set P is closed, being a product of closed sets. 


eg) 
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Irregular linearly measurable plane sete. 


§ 3. 
We first give some results for the sets {7,} of triangles. 


Let A, be any triangle of T,, and denote its base by 5, and its height 
by A,. Then 





1 
bn t= gral 
a | 
hn = g*-1 56° 


(I) Observing that 6, ,, is small in comparison with h,, and that all base 
triangles are on the middle-half of the base, we conclude that, ¢ being an 
arbitrary fixed positive number, the distance between any side triangle and 
any base triangle of A, is greater than 


$h, (1 — e) 


for all sufficiently large values of n. 

(II) It is easily seen that the horizontal distance between consecutive 
side triangles of A, is large in comparison with 6, , ». 

(III) The distance between consecutive base triangles of A, is seen to 
be large compared with 6, ,, and, since h, is also large compared with 5, , ,, 
we conclude that the distance between a base triangle of A, and any other 
triangle of T,,,, is large compared with }, ,;. 

Now let U be a convex area of diameter d containing points of at least 
two of the triangles of T,,, , described in 4,, and denote by S the sum of the 
bases of triangles of 7, ,, described in A, which have points belonging to U. 
We shall show that for sufficiently large values of n, 


S <d(l1 +e). 
Write 
S=S8' +8", 
where S’ is the sum of the bases of triangles of 7, , , which are described in the 
base triangles of A, and have points belonging to U, and S” is the sum of 
the bases of triangles of T,,,.. which are described in the side triangles of A, 
and have points belonging to U. Observe that if U contains points of a single 
side triangle of A,, then it contains points of at least one base triangle. We 
have immediately, by (III), 
Lemma 1. For sufficiently large values of n, 


, € 
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and further, if U contains points of at most one side triangle of A,, 
we € 
Now write 
d, = u.bd.(|z, — Z|) 
for all pairs (x, ¥;), (Ze, ¥2) of points of U. 


Lemma 2. If U contains points of at least two side triangles of A,, 
then for sufficiently large values of n, 


8S” < d,(1+$)- 


Denote by U, the vertical strip (of width d,) bounding U. At most two 
of the side triangles of A, having points in common with U will have points 
outside U,. There are two cases to be considered according as to whether U, 
does or does not contain points of any of the base triangles (triangles of T, , ») 
of such triangles. In the latter case we have, by (II), 


S” <d,, 


and it follows that in the first case S” cannot exceed d, by more than the 
sum of the bases of the base triangles of two side triangles of 4, — i.e. by 
more than 5, ,/(m + 2). But in this case d, is greater than b,.,,/4. This 
proves Lemma 2. 

We now have immediately, from Lemmas | and 2, 

Lemma 3. For sufficiently large values of n, 


S<d(l-+ e). 


§ 4. 
Theorem l. LP = 6. 


We have immediately, since 7,, contains P for each value of n, and also 
the diameter of each triangle of T,, is equal to its base for sufficiently large 
values of n, 

(1) LPs z d =b. 

Now denote by 0, the least distance between any two triangles of T,, 
and let U be a convex area of diameter d less than 0, containing points of P 
as interior points. Then U contains points of only one of the triangles of T,, 
and there exists an integer N (=> m) such that U contains points of only one 
triangle, Ay say, of Ty, but points of at least two of the triangles of Ty ,;. 
By Lemma 3 we have, denoting by S the sum of the bases of triangles of Ty , , 
which have points belonging to U, 


(2) S<d(l+e) 
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for sufficiently large values of N, and thus for sufficiently large values of 
n — say for n > nm. Observe that we can choose mo independent of the parti- 
cular convex area U, but that N depends on U. 


Now let A (P, 0,,) be any set of convex areas covering P, each of which 
has diameter less than 9,,. Since P is closed it is contained in a finite selection, 


i ee 


say, of the areas of A (P, 9). Let M denote the greatest of the values of N 
for each of these areas, and let S; denote the sum of the bases of triangles of 
Ty .2 Which have points belonging to U; (diameter d,). Then, in virtue of (2), 


8S, <d,(1 + e) (¢ = 1,2,...,9) 


and, summing these inequalities, we have 


b<(1+e) 5 dy. 
i=1 
It follows that 
(3) LP=b 
and comparing (1) and (3), we have 


LP =b. 


Corollary. The measure of the subset of P contained in any triangle 
of any T,, is equal to the base of the triangle. 


§ 5. 


Before proceeding to evaluate densities of the set P we shall define a 
certain subset P) of P and show that 


L(P — P™) =0. 


Each point a of P is determined uniquely by a sequence { A,} of triangles 
such that, for every n, 
(i) 4, belongs to T,, 
(ii) a is a point of A,. 
P™ is defined to be the subset of all points a of P such that, in the sequence 


of triangles determining a, there is an infinity of values of n for which A,,, 
is a base triangle of A,. 


Theorem 2. L(P — P™)=0. 
24* 
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Denote by P,, the subset of all points a of P such that, in the sequence 
of triangles determining a, A, , , is never a base triangle of A, ifn =m. Ifm’ > m 
then the sum of the bases of triangles of 7, which contain points of P,,, is 


m’—1 


6 I (1— sry) 


t=" 
and, since the infinite product 


ox 


I] 0 - x55) 


diverges to zero, we conclude that 


LP, = 0, (m 


I 


Fare | 
Now 


P— Pw S P,, 


and is thus of measure zero. 


§ 6. 
Theorem 3. For almost all points of P, 
dD, (a, P) => 0. 


Let a be any point of the set P™, and choose » so that A,,, is a base 
triangle of 4,. It follows from remark (III) of §3 that we can describe a 
circle ¢ (a,7,) containing points of none of the triangles of 7,,,, with the 
exception of A,,,, and such that 


bn 


Tr 


—»0 as n> oo. 





"> 0, 
Hence 


for all points of P“. 
Corollary. P is an irregular set. 


§ 7. 
We now show that the lower bound, namely zero, given in Theorem A 


of the Introduction for the upper density in an angle less than 2 is the best 
possible. 


Theorem 4. If 0 <6 < 42, then for all points of P, 
D* {a, (x + 6, 2x — 6), P} = 0. 
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Denote by 0, as before, the least distance between any two triangles 
of T,,, and let a be a point of P and {a, (a + 6, 2 a — 6), r} a sector con- 
taining points of P as interior points, and such that r < g,. Then, as in 
Theorem 1, there exists an integer N (=>) such that the sector contains 
points of only one triangle, Ay, of Ty, but points of at least two of the 
triangles of 7, , ,. For sufficiently large values of n, the point a will lie in 
one of the side triangles of Ay and the sector will contain points of no other 
side triangle. For it is easily seen that the gradient of a side of any triangle 
of Ty, , and the gradient of a line joining adjacent end-points of the bases 
of consecutive side triangles of Ay both tend to zero as n tends to infinity, 
and we have only to choose n so large that these gradients are both less than 
tan 6. It now follows, by Lemma 1 of §3, that 


L (Px {a, (x + 6,22 — 6), r}] <2er 


for ail sufficiently small values of r. This proves the theorem. 


§ 8. 

The theorem which follows shows that the upper bound, namely sin } 9, 
given for the upper density in an angle g when 42 < @ < 2 is the best 
possible. 

Theorem 5. If 0 <@ <42, then for almost all points of P, 

D* {a, (6, x — 6), P} = cos 6. 

After Theorem A, 

D* {a, (6, x — 6), P} S cos 6 


for 0 < 6 < 42 and for almost all points of P. Thus it is sufficient to prove 
that for almost all points of P, 


D* {a, (6, x — 6), P} > cos 6, 
and we prove that this inequality is satisfied for all points of the subset P™ 
considered in § 5. 
Let a be a point of P™, and let n be chosen so that, in the sequence of 


triangles determining a, A,,, is a base triangle of A,. Let y, denote the 
distance of the point a from the nearer of the two side of A,. For large n 


(1) Yn > (4 via é) h,. 
Consider the sector 
{a, (6, 2 Bom 6), y,3 


where 


Yn = yn (1+ §) cosec 6. 
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Observe that, since the gradient of a side of A, tends to zero as n tends to 
infinity, the bounding radii of the sector will both intersect the sides of A,, 
if n is sufficiently large. Let n be chosen so that this is true, and denote by z, 
the horizontal distance between the points of intersection. These points are 
near the points of intersection of the bounding radii with the horizontal line 
distant y, from a. The distance between these two points is obviously 2 y,, cot 4 
and thus for sufficiently large values of n, 


t, > 2yq (1 — §) cot 0. 


Take a segment of a side of A, whose length is great in comparison with 
b,4,-. The sum of bases of the side-triangles abutting upon such a segment is 
equal asymptotically to the length of the segment. Observing that by (1) z, 
is large in comparison with 6, ,,, end that for large values of n the bounding 
radii of the sector each intersect at most one of the side triangles of A,, we 
conclude that, for sufficiently large values of n, the sum of the bases of the 
side triangles of 4, which lie inside the sector is greater than 


z_(1 — =): 


We shall then have 


L[P x (a,(0,% — 9), Yul] > 24m (1-5) cot 0 
> 2 y, (1 — 8) cos 8, 


which proves the theorem. 


§ 9. 
The following theorem shows that the upper bound, namely 1, given 
for the upper density in an angle = =z is the best possible. 
Theorem 6. For almost all points of P, 


D* {a, (0, x), P} = 1. 
After Theorem A, it is sufficient to prove that for almost all points of P, 
D* {a, (0, x), P} >} 1, 


and we prove that this inequality is satisfied for all points of the subset P“. 
Let a be a point of P® , and denote by 4, the distance of a from the end 
point of the base of A, which is nearer to a. It is evident that, for all suffi- 
ciently large values of n, 
L(P x {a, (0,2) 5, }] 
> 


20, 7s 





whenever 4,,, is a base triangle of 4,. This proves the theorem. 
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§ 10. 


Considering finally the upper bound, namely }, given for the upper 
density in an angle not exceeding $2, we have 
Theorem 7. If 0 <6 42, then for almost all points of P, 
D* {a, (— 6, 6), P} = }. 
After Theorem A, it is sufficient to prove that for almost all points of P, 
D* {a, (— 6, 6), P} > 3, 
and we prove that this inequality is satisfied for all points of P. 


Let a be a point of P. Then, with the notation of § 9, it is evident that. 
for all sufficientiy large values of n, 


L [Px {a, (— 6, 6), 6,}] > Sn (1 = e) 


whenever A,,,, is a base triangle of 4,. This proves the theorem. 


Chapter II. 
§ 11. 
Set Q. 

We now alter slightly the operation O, on the triangle 7, considered 
in § 2 in forming the set P. The side triangles of 7, remain the same, but 
the 2-4" base triangles are now placed symmetrically about the mid-point 
of the base in such a way that the distance between consecutive ones is equal 
to the base of any one of them — i.e. to b/n-4"**. The base triangles are 


thus much closer together than before. As before, we define sets T',, T,, Ts, .. 
of triangles, and we write 


§ 12. 
Theorem l. LQ = $6. 


Denote by g, the least distance between any two triangles of T,,, and 
let U be a convex area of diameter d less than 9,, containing points of Q as 
interior points. Then, as in the case of the set P, there exists an integer 
N (=n) such that U contains points of only one triangle, 4, say, of Ty, 
but points of at least two of the triangles of Ty, ,. Let S’ denote the sum 
of the bases of triangles of 7’, , which are described in the base triangles 
of A, and have points belonging to U, and S” the sum of the bases of triangles 
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of T,,,, which are described in the side triangles of 4, and have points 
belonging to U, and write 

S= 8S’ +8". 
If U contains points of at least one side triangle of 4, then, observing that 


if S’+ 0, d is large in comparison with 6, ,,, we conclude that for suffi- 
ciently large values of n, 


(1) S’ <4d(1+e). 
We have also, by Lemma 2 of §3, 
(2) 8S” <d(1+e) 


for sufficiently large values of n, and then, if (1) is also satisfied, 

(3) S< jd(l +e). 

Further, if U contains points of only base triangles of 4, then 

(4) S<id 

for all values of n. It follows from (3) and (4), exactly as for the set P, that 
(5) LQ = $5. 


Now, taking each triangle of T,, describe a rectangle on its base of 
length 6,,/n and height h, (where 6,, h,, denote the base and height respecti- 
vely of a triangle of 7.) so as to include all base triangles. Denote the set 
of ali such rectangles by R,. Next describe rectangles similarly on the bases 
of all triangles of T,, , not entirely included in R,, and denote this set of 
rectangles by R,.,,, and so on. Write 


R® — 5 BR. +»- 


p=c 


Observe that 
LQ—Qx R,) <(1- 


L(Q—Q x (Ry + Ry +1)} < (1— 


and so on. Since the infinite product 


~rern) 
oo wean) (1 tata 


7 1 
z/| (1 ses ser 
diverges to zero we conclude that 


so that the set R™ of rectangles contains almost all points of Q. Now for 
large values of n the height of each rectangle of R,,,. , is small in comparison 
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with its base, and thus its diameter is nearly equal to its base. Also the 
sum of the bases of triangles of T,,,,,, entirely included in a rectangle 
of R,., may be assumed to be greater than 


3a(1 ain €), 


where d is the diameter of the rectangle. For the sum of the bases of 
side-triangles of T,,,,,, contained in a rectangle of R,,,, is asymptotically 
equal to the base of the rectangle, and the sum of the bases of the base- 
triangles to the half-base. As the sum of the bases of triangles of T,,, 
entirely included in R,, and of triangles of T,,,, entirely included in R,,,, 
and so on, is obvionsly <6 we conclude that 


Xd < %b(1 —e)", 
Rr” 


and it follows that 


(6) LQ = L(Qx R™) Ss §b. 
Comparing (5) and (6) we now have 
LQ = $b. 
§ 13. 


We now give upper and lower bounds for the lower circular density of Q. 
Theorem 2. For almost all points of Q, 
D, (a, Q) s . 

Denote by Q the subset of all points a of Q such that, in the sequence 
{A,} of triangles determining a, there is an infinity of values of n for which 
A, 1 is @ base triangle of A,. We have (cf. § 5) 

L(Q—@) =0. 

Now let a be any point of @, and consider the circle c (a, b,.,,). For 

sufficiently large values of n we have, whenever A,,, , is a base triangle of A,,, 


L{Qxe (a, bn +1)} = L {Qx An+1} = $ ona... 


and hence 


dD, (a, Q) s 4 
for all points of Q®. 


Corollary. Q is an irregular set. 

Theorem 3. For all points of Q, 
D, (4, Q) 2 4. 

Let a be any point of Q, and: consider a circle ¢(a,r) such that 
Ona, ST < dy. 
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It is easily seen*) that, for sufficiently large values of n, 
L{Qxc (a, r)} > $7 (1 — e), 
and hence 


D, (a, Q) =} ; 
for all points of Q. 


§ 14. 


We shall now show that, although the lower circular density of Q is 
positive, we can find an angle as near 2 as we please in which the lower density 
is zero for almost all points of Q. 


Theorem 4. If 0 <1» < 2, then for almost all points of Q, 
(1) Dg {a, (n, 2% — n), Q} = 0. 


Take a positive integer m, and let Q,, denote the subset of all points a 
of Q such that, in the sequence of triangles determining a, there is an infinity 
of values of » for which A,, , , is a side triangle of A,, whose horizontal distance 
from the left-hand-end-point of the base of A, is less than 6,/mn. Let 


Q° = IT Ow 
We have (cf. § 5) 
L(Q—Q,) = 0, (m = 1,2,...), 
and hence 
L (Q re Q”) = 0, 


and we show that (1) holds for all points of Q®. 

Let a be a point of Q, and choose n so that A, , , is a side triangle of A, 
whose horizontal distance from the left-hand-end-point of the base of A, is 
less than b,/mn. 

Consider the sector {a, (7,22 — m), 7}, where 1, is the least horizontal 
distance between consecutive side triangles of 4,_,. Thus 

b,, 
"= sn —1° 
Observe that for sufficiently large values of n, 
(i) the sector contains points of none of the triangles of T,, other than 4,,, 

(ii) it contains points of none of the base triangles of 4,,, 
and (iii) its bounding radii intersect only one of the side triangles of A,, — viz. 
the triangle A, ,,. 


*) The most unfavourable case is when 4, , , is an end base triangle of 4, 
and ¢ (a,r) contains points of only base triangles of 4,. 
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We then have 
LQ x fa, (0, 2% — ),ta}] < # (Sa bn t+ On41), 


and therefore 





L[(QX (a, (n, 22 — n)1,,} ] 1 
21, < m 


for sufficiently large values of n. This proves the theorem, since m is arbitrary. 


Chapter ITI. 
§ 15. 
Set R. 


Take a positive integer m, and define 


fm (a) = + L2-™ for(2k—1)2-™ <2<2k-2-” 
m 


= — 1 9- =? for 2k-2-™" < 25 (2k+1)2-™, 


.. a 
for any integer k. Write 


$_ (2) = Zz fm (2) 
and 
(2) = Zz fm (2) 


= lim s, (2). 
We denote by R, the set of all points {z, s, (x)}, and by R the set of al 
points {x,s(x)}. R differs from a closed set only by an enumerable set and 
is thus measurable. 


§ 16. 


Theorem 1. The measure of the subset of R included between the ordinates 
z=a, z= 6 its |B —a|. 
Since 
2+ * |s (2) — 5, (z)| +0 as n—> o, 


uniformly for all values of x, we can enclose the given subset of R in a finite 
set of rectangles, symmetrically placed about segments of some R,,, in each 
of which the ratio of the height to the base is arbitrarily small. Thus we can 
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enclose the given subset in a set of rectangles the sum of whose diameters is 
arbitrarily near |f — «|, and we conclude from this that its measure cannot 
exceed |8 — «|. But its measure cannot be less than |f — «|, the measure 
of its projection on the z-axis. This proves the theorem. 


ee 


§ 17. 


The theorem which follows shows that the lower density of an irregular 
set in any angle greater than a can take the value }. 
Theorem 2. If 0 <» S42, then for almost all points of R, 
D, {a,(x — n, 2%+ ny), R} =}. 
Let a be any point of R, and consider a sector {a, (x — 7, 22+ 7), r} 
such that 
(1) Q-a+PWar a 2-e. 
Let ¢ be an arbitrary fixed positive number which is less than 1, and 
write 
& == ~s — 
1 1+ cot n° 
Observing that for sufficiently large values of n, 


(2) | 8 (2) — a (2)|< 2-2- +» 
for all values of z, we conclude that 
(3) L (Rx {a, (x — yn, 2a + n), r}] > r (1 —e) 


for all sufficiently small values of r. For let. be chosen so that (2) is satisfied. 
Then if the circumference of the circle ¢ (a, r) intersects the (half-open) segment 
of R,, relevant to a (i.e. the segment of R, above or below which the point 
a lies) we see that the sector {a, (x — 7, 2 x + »), r} certainly contains all 
points of R lying in a vertical strip of width 


(r? — ef 2-2 + 12h — &-2-@+ * cot n, 
and this width is greater than r(1 — e) by (1). 
If, on the other hand, the circumference of ¢(a,r) does not intersect 


the segment of R,, relevant to a we have, by similar reasoning, for sufficiently 
large values of n, 


L (Rx {a, (x — n, 2% +n), {> 2-™ (1 — 2), 
> r(l —e) 
by (1). This proves (3) and it follows that 


(4) D, {a, (x — n, 22+), B}S>4 
for all points of R. 
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Now let &, be the horizontal distance of the point a from the right-hand- 
end-point of the segment of R,, relevant to a, and denote by R“ the subset 
of all points a of R for which there is an infinity of values of m such that 


1 > 
(5) é. < ) Tall we 
Since the infinite product 
r 1 
ll (2 ~~ log =) 


diverges to zero we conclude (cf. § 5) that 
L(R— R) = 0. 
Let a be a point of R, and let be chosen so that (5) is satisfied and also 


(6) | s(z) — 8, (2)| < >-2-@ + (all 2), 
and 
(7) logn > =. 
Consider the sector {a, (a — », 2% + y), Ta}, where 
—_ 1 —n? 
‘n= Tnlogn 

By (7), 

% <1to- , 

n 


and the sector contains points of R relevant to only one of the segments of 
R,,. We have therefore 
L [Rx {a, (x — n, 2% + 1), t}] Sta + En, 
<1, (1 +e) 
by (5). Hence 
(8) D, {a, (x — n, 2% + n), R} S34 
for all points of R®. 
Comparing (4) and (8) we now have 
D, {a, (x — 4, 22+), B}=4 
for almost all points of R. In particular, setting 7 = $2 we have 
D, (a, R) - 4 
for almost all points of R, and R is an irregular set. 


(Eingegangen am 23. 6. 1938.) 














The internal problems of two-dimensional] potential theory. 


Von 


Rosa M. Morris in Cardiff (Wales). 





Introduction. 


1. In several recent papers I have developed a simple method 
of dealing with the boundary value problems of two dimensional 
potential theory, relating to the space outside a single cylindrical surface of 
very general and inclusive character. Professor Livens has pointed out to 
me that the corresponding problems for the spaces interior to the cylinder 
are also not without their practical bearing, whilst considerably less success 
appears to have attended attempts to solve them. Apart in fact from a number 
of isolated special solutions obtained in each case by a method appropriate 
only to the particular cylinder for which it has been obtained, nothing appears 
to have been achieved in the way of formulating definite solutions to such 
problems. A list of the hydrodynamical problems solved is given by Lamb 
(1906)*), and details of the elastic problems solved by Love (1906) *), and 
later up to 1921 by Péschl (1921) *). A certain amount of recent work is 
referred to in the appropriate sections. The general method developed some 
years back by Bickley (1929) *) for external spaces, does not appear suitable 
for application to the mternal problem, so a general mode of attack is still 
lacking. 

The internal problems have of course their own difficulties created by 
the presence in the field under investigation, of the singular points of the 
conformal transformation used, but it has not proved difficult to adopt my 
previous analysis to the extent of obtaining an explicit solution to two classes 
of internal boundary value problem, for the general cylinder with which we 
started. This cylinder is such that, referred to any rectangular axes (z, y) 
in a normal cross-section plane, its cross section curve is represented unicur- 
sally by a formula of the general type 


2=2+ty =e **( E a,c); 
n=0 


1) H. Lamb, ,,Hydrodynamics“, 3ra Ed., p. 81. Camb. Univ. Press. 

*) A. E. H. Love, The Mathematical Theory of Elasticity, 2h Ed., p. 305. Camb. 
Univ. Press. 
%) T. Péschl, Z. angew. Math. Mech. 1 (1921), p. 312. 
*) W. G. Bickley, Philos. Trans. A. 228 (1929), p. 235. 
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or by the same formula without the factor outside. As indicated in the appen- 
dix this general formula covers all cylinders for which solutions of any type 
of boundary problem have been obtained, and many others. And it not only 
includes all cylinders whose equations can be thrown into this form, but it 
includes all cylinders obtained as level surfaces (equipotentials, isothermals) 
n = « of the net defined by the conformal transformation 


‘= e-#( SF a,ertiy, ¢=é&+1, 


for any such level surface is defined by a similar formula 
z = e~ #5 ( E ayer**), 
n=0 


wherein a, = a, exp(— a). In some cases it appears, in fact, easier to 
obtain the solution for the general level surface 7 = « than to obtain it for 
the original cylinder, for which the expansion of z in powers of exp (i€) is 
not always generally valid. The particular results for the original cylinder 
then have to be derived as the limiting value of the general results when 
a — 0. 


2. The problems chosen for solution are of two types, one being taken 
from elementary hydrodynamical theory and the other from the theory of 
elasticity. The hydrodynamical problem involves an investigation of the 
instantaneous motion produced in liquid contained either inside the single 
general cylinder, or between two level surfaces of such a cylinder when the 
boundaries are in general motion perpendicular to the axis of the field. The 
elastic problem solved is the simple de St. Venant torsion problem for the 
single solid cylinder or for the cylinder with a hole in the shape of a level 
surface. The mathematics of the torsion problem and of the hydrodynamical] 
problem with rotating boundaries are of course similar, as the same type of 
boundary value is involved, but the hydrodynamical problem actually solved 
is the more general one involving linear motions (and therefore also linear 
boundary values) as well, as these are required for investigations of the effect 
of a containing wall or boundary on the motion of an inner boundary. The 
method illustrated by these two problems can easily be generalised to apply 
whatever the complexity of the boundary values. 


3. The single surface problem is solved only for those cylinders whose 
cross-sections can be defined unicursally by an equation of the type 


sa S a, ert: 0< &< 22; 
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but the problems involving two surfaces — an outer and an inner — are 
solved when these two surfaces are level surfaces of the cylinder whose cross- 
section is 


z= e-—t#( S a,e**8); 0< E< 22; 


n=0 


as well as of the cylinder whose cross-section is 


= Dy a,, e" #8, 
n=0 
The difference in these two types of equation can perhaps best be seen in 
those cases where they can both be obtained for the same cylinder. All closed 
polygonal boundaries in the z-plane can for example be represented *) on the 
unit circle |¢} = 1 in the ¢-plane by a conformal transformation of the type 


=A (t—t)"; || =1; Sa, =2; 
r=1 r=1 


mapping the space internal to the polygon in the z-plane on to the interior 
of the unit circle in the ¢-plane; and they are equally represented by the 
formula 

d A . u M 

T=7F IT (t—+t)"; lte|=1; LY wy, = 2; 

=1 r=1 

mapping the space external to the polygon on to the interior of the circle. 
The substitution ¢ = exp (if), which on the unit circle becomes ¢ = exp (¢ &), 
transforms then the first of these formulae into one of the type 


z= 
n 


> 
a, e**S, 


in 


mapping the interior of the polygon on to the rectangle 7 > 0,0 < § <22, 
whilst the second one becomes a formula of the type 


z2=e-t5( J a,er*s), 
n=0 
and maps the exterior of the polygon on to the same region. The latter trans- 
formation would then be used to obtain solutions pertaining to the space 
outside a single level surface external to the cylinder or between two such 
level surfaces, and the former to obtain solutions to the corresponding internal 
problems. Although the functional relation connecting z and ¢ for the space 
external to the polygon "continues” in an analytical sense into the interior 


*) We are here thinking of the representation of the one curve point for point on 
the other, as distinct from the representation of the surfaces bounded by the curves. 


Teo 


ae 5 
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of the polygon it maps the region 7 < 0, 0 < § < 2 a, on to a more or less 
complex Riemann surface inside the polygon, so that the external transforma- 
tion cannot be used for the internal spaces. 

4. The present discussion is put forward in spite of an element of dissa- 
tisfaction with the results obtained. These are in fact, all in a very different 
form to those special solutions which have been obtained previously for 
particular cylinders, and the problem of verification has not so far been solved 
for any but the very simplest of these solutions. There is, of course, the 
consoling factor that the new results are far more general than any of the 
particular solutions, in that the special form relating to a particular type of 
cylinder section is simply a limiting case of a general result, which applies to 
the general cylinder section obtained as level surfaces in the particular con- 
formal transformation involved. In some cases the difficulty of verification 
may be due to a slight doubt as to whether the results do in fact apply in the 
limit, when the level curves coincide with the particular curve from which 
they are derived, as some of the series employed in the discussion then cease 
to be formally convergent. Of course, the familiar solutions in many cases 
involve infinities in the physical magnitudes at the sharp corners in the sur- 
faces, so this difficulty of divergence is not really peculiar to this present 
method, and it rather emphasizes the advantage of obtaining solutions, as 
we have done, for surfaces approximating closely to the idea] shapes, but 
without mathematically sharp corners. 


The Liquid Motion between Two Cylinders in General Motion. 


5. The two cylinders are defined as level surfaces in the general trans- 
formation 


z= e~ 15 ( Z an er*'); C= &+in; 
the cross section of the first cylinder being the curve 7 = a,, and that of 
the second the curve 7 =a,. The first cylinder is assumed to be moving with 
a velocity w, = u, + iv,, and an angular velocity »,, and the second with 
a velocity w, = u, + %v,, and an angular velocity w,. 

In dealing with the conditions on the surfaces our method requires the 
transformation to be such that ¢ is real on each surface in turn, so that when 
dealing with 7 = a,, we shall write € = €, + ia, = &, + 4(n, +), and 
then 7, = 0 on 7 = a,: and in dealing with the surface of the second cylinder 
we write € = (, + tag = &, + %(n + a), so that 7, = 0 on this surface. 

We also write ; 


s= Ea, — vit = S aem— vit = Sal d—vths, 
n=0 n=0 n=0 
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so that 
@, = 4,e-*- 9%; a, = a,e-*—Ve; 
and « is used for a, —a,, and throughout this section. 
The stream function y, part of the complex potential function 2(= 


+ yp) of the motion of the liquid between the cylinders, must of course satisfy 
the usual condition 


y = uy — 02 — fm (2? + y’), 


on the first cylinGer 7 = a, and by the argument of previous papers®), this 
will be satisfied by the imaginary part of 


Q= w,2(C,) -_ 44m2z(C,)2(C,) + F(¢,) 
= w,e-#( F aye") — diw, S (bye 4+ ,e-**h) + F(Z), 


(bars as usual denoting the conjugate complex quantities) wherein 


b,, ae b On +¢Gr, 


r=0 


and F, (¢,) is a function of ¢, which is necessarily real when ¢, is real. Thus 
we can assume that 


F, (¢,) = Dy (A, e*** + A,e—**h) 


where the A’s are in general complex constants. 

We must now try and choose the A’s to satisfy the conditions on the 
second cylinder, and at this stage we introduce the variable ¢,. In the above 
formula for 2 we write ¢, = ¢, + i« when it is simply 


Q= w, e~ *52( Ss a, e" #32) — hia, Dy (bye ** + "152 4 Bb) ene—nice) 
n=0 az=1 
ao 5 (A, e- "4 + iS + A, en@—m452), 
n=1 


But the argument relating to the stream function part of 2 applies also on 
this second surface, so that we may conclude that this value of 2 must also 
be of the form 


Q= Q, + F, (¢,) 


= e-10( F ay e*652) — fiery ES (Op entts + By ems) + Fy (G,) 


5) Rosa M. Morris, Proc. Roy. Soc. A 161, p. 406. See also Proc. Camb. Phil. 
Soc. 33, p. 474. 
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wherein 


co 
.? ” — 
b, = P On+74r, 
r=0 


and F,(¢,) is real when ¢, is real. It follows therefore that the difference 
between the first form for 2 and the quantity we have just designated as Q, 
is a real quantity when ¢, is real. This means, of course, that in this difference 
the coefficients of the terms like exp (pil,) and exp (— pi.) are conjugate 
complex quantities. Expressing this we obtain at once the following equations 
for the coefficients A, 
2A,sinha = (W, — w,) a; — (w, — w,)a, 
— iw, 6, cosh a + iw, 5); 
and then for » > 1 
2A,sinhna = (W, — W,) an 41 — im, 6, coshna + ia, bj. 

Inserting these values we have finally the complete formula for the complex 
potential in the form 


+ 2 
Q= px Q,, ents, 


wherein 
Q, =W,a; — }tw,6,+ A, 

= {a} (W, e* — W, e~ *) — (w, — wy) a — iw, bj e* + i@,b;}/2sinb a, 
Q., =, a, — }iw,b,+ A, 

= |(w, — w,) a; — a, (W, e~ * — W, e*) + iw, 6 e~ * — iw, by} /2 sinha, 
and for » > 1 

Q, — W, Oy +1 - biw,b, + A, 

= {(w,e"* — We") a, 4 , — tm, bn e"* + iw, bd} /2 sinh na, 
Q.,=- bia, by + A, 
= {(w, — w,) 4,4 ,e7** + iw, b, e-"* — iw, b;}/2 sinh na. 

6. Having obtained the complete potential of the fluid motion we now 
derive the expression for the energy. This by the usual argument®), is the 
imaginary part of 

to[ [ 2¢Q— {ada}; 
Cc ca 





*) Rosa M. Morris, Phil. Mag. 24 (1937), p. 47. 
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the first integral being taken round the contour of the first cylinder, and the 
second round the contour of the second cylinder. On the first cylinder, we 
have however 


+ 


a ae 


=. 


nQ,e-"*i} dé, 


so that the first integral is 


-teif (Fees) ( F adernsijar, | 


which reduces simply to 
} ne E nQ,2,. 
On the second cylinder 
Q= SF Qe-rserta, 


a=—o 


and 
dQ=—-i { 2 nByernee- nti) dé, 
so that the second integral is - 
— 32x e. ;£. Q,, Q, e- 2" *. 
Thus ultimately for the kinetic Energy, we have 
2Tino= 5S nQ,0,(1—e-2"9) 


or 


T/xo = > nQ, Q,e-** sinh n « 


a= —o 


= r nsinh na {Q,.2,e-"¢ + Q-,Q_,e"*}. 


n=1 
We can interpret this in terms of the velocities of the two cylinders. 


The process is long and tedious so we shall not give the full details. 
The first terms in the formula for T involve 


sinh a (Q,2,e-*+ Q_,Q_,e*}, 
which on expansion proves to be 
sinh « [w, w, (a, a, e* + a, @, e~ *) + 4} b; b; cosh a + 2A, A, cosh « 
+ 4 ©, @, (ab, e~ * + ab; e*) — } w, @, (a,b; e~ * + G8; €*) 


+ to, (A, b, sinh « — A, 6; sinh «)]; 






| 
f 
{ 
i 
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in which the expression 2 A, A , sinh « cosh @ is the product of } coth « and 
— (w, — w,)* a; ay — (w, — @,)* ay a + w} b; b, cosh? « + w} by by 
+ (w, — 4) (W, — W,) (a; ay + af Go) — «, w, cosh a (b; by + 5; bY) 
+ iw, (w, — @,) cosh « (a; 6; + a; b;) 


— iw, (w, — w,) cosh x (b; @; + ay 6}) 


The remaining terms in the formula for T involve 
Sy nsinh na (Q,Q2,e-"* + Q_,Q_,e"*}, 
n=2 
which on expansion proves to be 
ES nsinh na[w,W, ay 41d 41€-"* + ia, w, ay 5 dye" 
n=2 
— him, w, a, +,b,e-"* + A,w, a, 4,6>"* 
+ A, W, ay 4 e7"* + } w} bi, b,, cosh na 
4+ 2A, A, cosh na — iw, A, 6, sinh na + iw, A, b;, sinh na), 
Here 2.A, A,-n sinh na cosh na is the product of 4” coth na and 
(w, — W,) (w, — w,) an 4 Gy 4» + ew? bi, 6; cosh? na + w? by by 
+ t@, (W, — W,) cosh nab, a, 4. — iw, (w, — w,) coshnab, a +, 
+ tw, {(w, — W,) bn Gn “ig (w, — W,) by ay + 1) 
— tw, w, cosh na (b;, b, + 5), b;). 
Putting these together we find that the final form for 2 7/2 now reduces to 
— coth « {ay a, (w, — W,)* + Gy (w, — w,)*} 
+ Aw, wv, + Bw,v, + C(w, wv, + w,w,) + Dw}? + Eo} 
+ Fo, ow, + (Gw, + Gw,)o, + (Hw, + Aw,)o, 
+ (Jw, +Jw,)o, + (Kw, + KW,)o,; 


where 


A =a,4,cotha+ J na, .,4,,,cothna; 


n=1 


B=a,a,e*cotha+ J na, ,@,4,e7?"*cotha; 
n=1 
Ca — to mans 1 Gn 4 167 


sinha =, sinh n « . 








D= E nb, bcothna; 


n=1 
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E= FS nb" i cothna:; 
a=1 
F=— 5 nb, by + 6, b%)/sinh na; 
an=1 


G = —ia,b,cotha —i ¥ nai, ,,6, cothna; 
a=1 


Ha idobie® , 5 SS man tibne ©. 








sinh « aoe sinh n a . 
_ éGoby |. SS mansids, 
I= whe t* 2 sinhna ” 
K = —ia,bj e*cotha—i ¥ nai, ,b, e—"*cotha. 
n=1 


As a verification we may notice that if we put « = © and w, =a, =0 
in the expression 2 T/x, it reduces to the form 


— 4,4, wv} — a,a,0} + Aw, 0, + Dw} + (Eu, +Gw,)o,, 


where 


oo 


A= @, 4, + ys N Ons 1 On 413 
n=1 


= ia, b, —4 2 1 by Gn + 1> 
n=1 
which is the formula given in a previous paper’) for the energy of the motion 
of an infinite liquid outside the one cylinder. 

It was hoped to include also a determination of the forces acting on the 
internal cylinder and the containing shell either by applying the Lagrange- 
Kirchhoff equations or the generalised Blasius contour-integral expressions®) 
but, as one of the referees has kindly pointed out, there are certain funda- 
mental difficulties involved in the procedure which necessitate a more ela- 
borate investigation than present circumstances permit. 


The liquid motion in the space inclosed by a single cylindrical surface. 


7. As stated above the internal problems can generally speaking be 
solved only by using the transformation 


z= Dae 
n= 0 


—— —__— 


7) Rosa M. Morris, Proc. Roy. Soc. A 161 (1937), p. 406. 
*) Rosa M. Morris, Phil. Mag. 24 (1937), p. 445. 
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mapping the part of the plane inside the polygon on to the rectangle y > 0; 
0 <&é<22, so that the point at infinity in this rectangle corresponds to 
the point z = a» inside the polygon. The only singular point of the trans- 
formation inside the surfave is then the point z = a», and to obtain a solution 
we must impose the condition that the motion there remains finite. 

Supposing then that the cylinder has velocity components u, v and 
angular velocity w. For the condition at the external boundary to be satisfied 
we know that the potential function must be given by 

Q = w2(0) — diwmz()2(C) + F(e) 
where F (¢) is a real function of ¢. In terms of ¢ this is 
Q=B ZT aertt— pia T (dyer? + b,c} + FQ 
n=0 n=1 

where 


b, = 2X Sn4 2 Ge; b, = ZG, + re. 
r=0 r=0 
The other condition to be satisfied is, as above, that (d2/df) = 0 at ap, i.e. 
n = «. We notice again as in other cases, that the first and known group 
of terms in 2 contain two types of terms which we call F, (¢) and F, (¢) and 
which are now distinguished by their behaviour at a). F, (¢) is such that it 
tends to zero at a) and its conjugate diverges there, whilst F, (¢) diverges 
at dy, and its conjugate tends to zero there. To satisfy the conditions for 2 
we must therefore take — F,(¢) at least as part of F(¢). But F (¢) must 
be a real function of € and to make it so, we must in addition subtract the 
conjugate of F,(¢). The value of 2 in this case is then given by 
Q=GS ageri—io F bers. 
n=0 n=0 

We can write this in the form 

Q= F Qe, 

n=8 

wherein 

Q, = wa, —iobd,; n=0,1,... 

8. The energy of the motion is then given by the integral 
— tio j 2d0 
c 


integrated round the curve of cross-section of the cylinder. In the usual 
way we have at once that 


2T/xo = Dy 2Q, Qn. 


n=1 


inserting the values of the 2’s we get as the formula for 2 T'/xg the following 
Aww + Bo + iCww —iCww 














wherein 
A= oy na,@,;5 B= ES nb, b,; 4 
an=1 n=1 fe 
C= FS na,),; O= FS nab f 
na=1 a=1 | 
and the forces due to the fluid pressures, which are really the reactions to the | 
forces required to sustain the motion, are in the usual way given by 
¥+ix = —264 (27)_ 9,27; | 
and 
dav, aT ar 
P= —-H tet 5s —*Se' 
which give 


(Y+iX)/xe = —i|Aw— ilo} —w{Aw— iGo}, 
and J"/x@ as the real part of 
— Bo —iCw—iw{Aéw— ilo}. 

9. This solution, as we have stated, is suitable for the cases in which 
only one singular point of the transformation — corresponding to 7 = © — 
is inside the surface. Various surfaces occur — the elliptic cylinder, for 
example, — whose simple definition really involves an external transformation 
which, if continued inside the surface, has more than one singular point. 
Thus, unless the alternative definition is available it seems impossible to 
include these cases in the above general analysis, although for some of 
them the solution of the relevant physical problem is kwown to exist in 
simple forms. After several unsuccessful attempts had been made to resolve 
the discrepancy another and somewhat different method of approach to 
these apparently outstanding cases was discovered. Details will be given 
in a subsequent communication. 


The Torsion Problem — The Potentials. 

10. The torsion problem has, on account of its p: xtical importance, 
received considerably more attention than the previous hydrodynamical 
problems, although very little more success seems to have been achieved. 
A list of problems actually solved are given by Péschl®), since this, further 
details of the problem of a circular tube with an eccentric hole have been 
calculated by B. Grindberg and M. Paschoud™). The solution of the solid 


*) T. Péschl, Z. angew. Math. Mech. 1 (1921), p. 312. 
1%) B. Grindberg und M. Paschoud, C. R. Paris 182 (1926), p. 750. 
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circular tube has been reexamined by E. Callandreau™); an approximate 
theory for cylinders with symmetrical airfoil sections has been formulated 
by W. J. Duncan”), who has also treated later, certain problems connected 
with the prism with a triangular section. A general but rather involved 
method of dealing with beams of polygonal sections, was formulated by 
Trefftz**), and applied in a few simple cases: the same method has also re- 
cently been applied by B. R. Seth™), to one or two other cases of similar 
type, and also by H. Okubo”). 

We now show that the method developed in the previous part of this 
paper, leads to a formal solution of the problem for a cylinder with a per- 
fectly general cross-section. 

We shall suppose that the material of the cylinder is isotropic and homo- 
geneous. Taking axes (z, y) in a normal cross-section plane, and using for 
the moment | as a length coordinate perpendicular to this plane, and (u, v, w) 
as the displacements in the direction of the axes and /, and T as the twist, 
we assume for the displacements the formulae 

u=-—Tly; v=Tlz; w=To 
where @ is a function of x and y. 
The strain components that do not vanish are then 


=r (32-9) = 2(Se +9): 
and the stress components that do not vanish are 
X,=n7(52%—y); ¥,=u7(52 2+ 2). 


The equations of equilibrium when there ate no body forces require 


oX, oY, 4 
dz | Oy ”’ 
or 
Pep, Fp _ 
oa + Gye = 9 


The further condition that the cylindrical surface is free from applied traction 
is satisfied if 


dz dy 
4- Vf =e7 (Zt — yf - 25] =0, 


1) E. Callandreau, C. R. Paris 194 (1932), p. 436. 
18) W. J. Duncan, Proc. Roy. Soc. A (1932), p. 95, see also Phil. Mag. 16 (1935), 
p. 201. 
18) E. Trefftz, Math. Annalen 82 (1921), p. 97. 
14) B. R. Seth, Proc. Camb. Phil. Soc. 30 (1934), p. 392. 
15) H. Okubo, Proc. Phys.-Math. Soc. Japan 16 (1934), p. 430. 
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holds at all points of the boundary curve of any cross-section. This boundary 
condition for g simplifies in the familiar manner when we introduce the 
conjugate function y which is such that 


og _ oy, a ae 
az «Ay’ oy 


< 


2 


xz 


The function y then satisfies the equation 7*y = 0; and the boundary 
condition reduces to 


y = const. + } (2? + y?). 


11. As other writers have also noticed, we see that the function y is 
mathematically identical with the stream function of the hydrodynamical 
problem of the motion of liquid, inside the same cylinder rotating with an 
angular velocity — 1. We can therefore proceed in the same manner as we 
did in the earlier sections dealing with such hydrodynamical cases. We notice 
first that if the curve of cross-section of the cylinder is unicursal and defined by 


z=2+ty = z(é), 


then this boundary condition is satisfied by the imaginary part of a complex 
potential 2 which is also necessarily a solution of the potential equation, and 
which is given by 


Q= pt+iyp=4iz(Oz7(0+F(O 


whére (i) € = & + in, so that 7 = 0 is the particular level curve of the set 
defined by the transformation z = z(¢), which corresponds to the cylinder, 
and (ii) F (¢) is a real function of ¢ to be so chosen that 2 is never infinite. 

The determination of the function F (¢) can be effected in the usual 
way once the equation of the cylinder cross-section is known. We take first 
the single solid cylinder whose external cross-section boundary is defined by 


c= z a, en #5 
n=0 
so that 7 = + o is the point z = ay inside the surface. This transformation 
maps the interior of the polygon on to the interior of a circle, and the only 
singular point inside the surface is at z = ag(¢ = oo). Since Y, and X, can 
each be expressed in terms of (d2/dz), we cannot have (d2/dz) infinite at 
any point. To obtain a solution of the problem for the above cylinder we must 
therefore impose the further condition that (d2/dz) must be zero at z = dy. 
With the above value for z the formula for 2 interpreted in terms of ¢ is now 


Q=4i| Fderi+ Fb em} + Fd), 


n=0 n=1 
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wherein 


b, = 2 On + Gy; = F hos ote 
r=0 r=0 
The condition that (€Q/dz) = 0 at z = ay requires that (dQ/dt) = 0 at 
7 = + @ and this enables us to determine F (f) in the usual way. We 
have finally 
Q =i SF eres, 
n=0 

so that we can write down immediately, in a series form, the complex function 2 
for any cylinder whose cross-section can be expressed unicursally in the re- 
quired form. 

12. The second problem we will consider is the one in which the cylinder 
is hollow, having a cross-section which is the space between two level sur- 
faces defined by the general transformation 


z=me—tt z a, er #6, 

n=0 
The first level surface we take to be the curve 7 = a, and the second to be 
1) = %. We may point out here that the method would apply equally weil 
for a transformation of the other form, but we are not now restricted to cylin- 
ders for which only one singular point can be inside the outer curve 7 = a2, as 
long as such singular points as exist are inside the inner curve 7 = 4, i. €. 
external to the actual cylinder section. 

In dealing with the conditions on the two surfaces our method requires 
the transformation to be such that ¢ is real on each surface in turn, so that 
when dealing with 7 = a, we shall as above write € = C, + ta, = &, + 4(n 
+ a,), and then 7, = 0 on 7 = «,, and in dealing with the surface 1 = a, 
we write € = f, + ia, = & + 4 (n_ + a) and again 7, = 0 on this surface. 
We also write 


o«o ~~ 
z= Ps a, — Di = Py a, &™— DiC 


n=0 n=0 
so that 
a, = @, e~ @—0%; a, = a,e—@— De 
and « is used for a, — a. 


The function y, part of the complex function 2 (= g + ty), must of 
course, satisfy the usual condition 


y = const. + }(z* + y?’), 
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on the first surface 7 = a,. We see immediately, as before, that this is satis- 
fied by the imaginary part of 

Q = giz (C,)2 (C1) + Fi (24), 
or in terms of ¢, 

OQ = hi! FS dberti4 F dems) +F,,), 

n=0 n=1 

wherein 
b, = Fans ay, 
r=0 

and F, (¢,) is a function of ¢, which is necessarily real when ¢, is real. Thus 
we can assume that 


P,(C,) = E (Aner* + Aye), 


where the A’s are in general complex constants, and bars denote the usual 
conjugate complex quantities. 

We must now try and choose the 4’s to satisfy the conditions on the 
second surface, and at this stage we introduce the variable ¢,. In the above 
formula for 2 we write ¢, = ¢, + ia when it is simply 


Q= ha ES Beem eentis +. oy bie" *e— Mika 


n=0 n=1 


+ Dy (A, e~ na gentle + A, e&*e- mits}. 
n= 0 
But the argument relating to y applies also on this cylinder, so that we 
may conclude that this value of 2 must also be of the form 


Q = Q,+ F,(¢,) 
=4il Sete+ 5 Bye- steal + FG), 


n=0 n=1i1 
wherein 


by = Fans pay, 
and F,(¢,) is real when ¢, is real. 

It follows therefore that the difference between the first form for 2 and 
the quantity we have just designated as Q, is a real quantity when ¢, is real. 
This means of course that in this difference the coefficients of the tetms like 
exp (oi¢,) and exp (— gi¢,) are conjugate complex quantities. Expressing 
‘this we obtain at once the following equations for the coefficients A, 


2 A, sinh na = ib, cosh na — id,, s=1,2,.. 
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Inserting these values of the A's we have finally the complete formula for 
Q as 


+2 
Q = P 4 Q, eth, 
where 


Q, = (ib, e"* — ib,)/2 sinh na; 
Q.,=(- ib,e— "= + i b;)/2 sinh n «. 


The torsional constant. 


13. Having found the complex function 2(= + iy) we now proceed 
to interpret the couple which must be applied to the cylinder, in terms of Q. 
It is easy to show that the tractions on any cross-section are statically equi- 
valent to a couple, the moment of which is 


é 0 
Tp [[(e+x+25e—- y 52) dzdy. 


This couple applied at the ends of the cylinder then holds the cylinder in the 
given displaced position. 
The first part of the integral for the couple, viz. 
fj (2? + y*)dady 


can either be expressed directly as the moment of inertia of the cross-section 
of the prism, or its value can be interpreted in terms of the complex variable z 
in the following manner. We have 


; 7) 
[iat +yraedy = [[f5 en + 7 (ey) dedy, 
which by Green’s lemma is converted into an integral round the boundary as 
j (— #@ydz+azy'dy) = fzy(- zdz+ ydy). 
In terms of z = x + ty this is then 
bi f (2 — (edz + 2d2), 


c 


which is the real part of 
tif (2* — 2) zdz, 
c 
which, since the first term gives zero, is the real part of 


— ti [ Pade. 
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The rest of the integral for the couple is 


é é é to) 
{| (25% - y52)dzdy - \\ dy *%)— Ge y)| dzdy, 
which again is converted into the integral 


| (— ypdy — zpdz), 





round the boundary ¢ of the cross-section. This integral is then the real | 
part of 
-- j Q(rdz+ydy) = — } { Qd(22). 
c e 


Integrating by parts we have this integral equal to 
— $|Qz22|,+ 4[22dQ, 
and the integrated part being zero we are left with 
$[22dQ. 


Thus finally we have the couple expressed in terms of 2 and z as the real 
part of 


Tp j (242 _ ia) cade. 
c 
As a verification we see that this gives the usual result for the circular 
cylinder, when we have 
Q = const. z= aes, 


so that the couple is the real part of 
ax 
Ty { atdl =haT par. 
0 


14. We can of course find the couple on the cylinder in the general case, 
and we take first the problem of the solid cylinder defined by the transfor- 
mation 

t= r a,e"**. 
n=0 


We have found in this case that the complex function 2 is given by 


Q=i FS bert, 


n=0 
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so that 


x 
S 


| 


Fi = — SY nde 


a 


In the integral for the couple we also want zdz which is 
( Zz a, e~ nis) ( ps nia, e+) df, 
a=0 a=1 

and which we write in the form 


z c, ents + Ec_pe aE, 


a= n=0 


where 


c¢, = 2D (nm + 1) Ons Gy; C.. = 2D 1On 47 Ay. 
r=0 r=0 
We then find the couple to be the real part of 
32 ~ co o 
tTe[(-2 IT nbet+ Doet+ SF c_pe-**} 
0 


n=1 n=0 n=1 


|S beri + FS dee- ss} dy, 


n=0 n=1 
which gives immediately, picking out the constant terms, 
txTu[—2 > nbyby + Cb, + 5 (Cy, by + Cn bn)). 
n=1 n=1 


A simple example of this type of problem is the cylinder whose cross- 
section is a cardioid defined by the transformation 


z = e(1 — et+)’. 


We have immediately 


Gp = C; a, = —2¢; G, = C; n>2 a, = 0; 
by = 6ce?; b, = — 4c?; b, = c*; n>2 b, = 0; 
Co = 6e*; ¢, = — 6c?; c.=20; n>2 G, = 0; 

o,=—20; c,=0; n>2 c,.,~=0; 


so that the complex potential function is given by 
Q = const. — 4 icte’* + icte?® 

and the couple on the cylinder is 

17 Ty ae. 
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16. The couple on the cylinder in the second type of problem can also 
be found in the general case. The general transformation is 


z~= Dy a, e&— Dts, 
a=0 
and the boundaries of the cylinder are the level surfaces 7 = a, and 7 = a, 
of this t.ansformation. As before we write the transformation in the form 


‘= ES ae — vit = 5 ay, ef — tle, 
n=0 


n=0 


and we find the complex potential function 2 to be given by 


+o + @ 
Q= JF Qe5= FF Qype t nthe, 


where 
Q,, = (1b, e** — 1b,)/2 sinh na, 
Q_, = (— ib, e-** + ibj)/2 sinhna. 
For cylinders of this type the couple is the real part of 


itp { (242- iz) zzdz— + Th { (242) — iz) zzdz 


C2 | 
where c, and c, are the two boundaries of the cylinder, and in the first integral 
we interpret 2 and z in terms of ¢, since 7, is zero on the boundary c,, and 
similarly in the second integral we interpret 2 and z in terms of ¢, since 7, 
is zero on ¢y. 

The first integral is then 


=—o n=0 a=1 


ax +o a _ 
tT yf {2 ZS niQ,e “erat Soreniht Fe! ,e nih 
0 n 


x | Eder 4 EF byemmel ay, 


n=0 n=1 
where 
c= LF (n+r—l)aiy-a,; cL, = J (r — 1)ans-ay. 
r=0 r=0 


The above integral then gives 
baTul Z (2nb25; cothna — n (625; + 67 5,)/sinh na} 


+ ef by +5 (ci, By + e2., by)). 
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The second integral is similarly 


Qn ie = - 
tTul (2 LF niQyertit Tevet + Fo ,e-nitr} 
0 - n=1 


a=— a= 


x (S bera+ FS Re-hyae, 
n=0 a=1 
where 


oa 


Ch = D (n+r—1)a,,,4,; C__, >= 2 (r — 1) @, +44, 
r=0 r 


=0 


so that the integral is 
is Tp| = (—2nb, 6, cothna + n(b,by + ;,b2)/sinhn a) 


n=1 
+ 64, +- z (cab, + 0% ny]. 


Thus finally the couple is the real part of 


jx Tu| Z (2ncoth na (by by + bi, by) — 2n(b; by + b;,by)/sinh na} 

n=1 

~ 6b) + pb + E (05 By +07 4b — 04 By — eX nB,)]. 
n=1 


A particular case of a problem of this kind is the one for which the sur- 
faces of the cylinder are confocal ellipses. The transformation is then 


z=ccost = $e(e'> + e- **) 


so that 
a = }ce; a, = $ce-“1; 
b, = $c* cosh 2 «,; b, = 0; b, = 3c’; 
ce = — ¢esinh2a,; c; = 0; C, = 3c’; 
c_, = 0; C_»= —}e’; 
with similar expressions in a for aj..., by..., cy... 


We find at once that 

Q2,=0; Q2.,=0; 

Q, = ic (e?* —1)/8sinh2a; Q_, = ic*(1 — e~**)/8 sinh 2a, 
so that 


g = iee*— 1) e? #51 4 Ge? (1 —e~*%) oe 2F 
oo 8 sinh 2 « 





or 
Q = ic* cos {2 f — i (a, + a)}/4 cosh « 
which gives the usual form for y the same as that given by Love”). 


18) loc. cit. p. 374. 
Mathematische Annalen. 116. 
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The couple in this case is then: found to be 
xT wet [4 tanh « + sinh 4a, — sinh 4 a,). 


Another solution given by Love, actually obtained on lines used by us 
in the general case, is when the cylinder is a hollow shaft the inner and outer 
boundaries being circles which are not concentric. The transformation for 
such a cylinder is 

z=ctan}f¢=cti1+2 ZF (—)*e*"), 
a=1 
where, since the transformation is of the other form, 7 = «, on the outer 
boundary, and 7 = a, on the inner. We have in this case 


a=0; a,=—ct; m>1l a, = 2et1(—)**t?; 





a,=0; a =ct; wn>1l a, = 2ei(—)tte*—0%; 
and then 
; 4cte *% 
o —C _ > | _n = 20°(—)*e—**: coth a,; 
. Sai 3 — gos 0 6 2 *( ” ie th 1 
4cte 2% 4c2(—)"e~ "+ 2% 





;n>0 c, = 2c (—)*ne—** cotha, + 


° a ape 





(1 — e~ 241ya 


; 4c2(—j®e~ +94 
és. ec? (—)"e : 








(l1—e *1ps 


with similar expressions in a, for 6, , 0 etc. 
From these we get immediately 
Q, =c*i(—)* {e-*" + **coth a, — e~* “2 coth a,}/sinhna, 
Q_, = —ci(—)* (e~-"™—"“cotha, + e— "2 coth a} /sinhn« 
which gives 


7 2c2(—)" 


Q = const. + ~ ee 





{e—*2 coth a, sinn({ — ta,) 
es — e~"“:coth a, sinn(¢ — ia,)}, 
which results in the same form for y as that given by Love. 

The couple on the cylinder is then given by 


—taTuc E {8 ncoth na (e~?"%2 coth’ a, + e~ 2" coth? «,) 
na=1 
— 16n (e~* + *) coth a, coth «,)/sinh na} 
2 3 2 3 
+ Gahta, + sinh*c, — sah? o, — aiakt =]: 














' 
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The part of this which must be summed to infinity can be reduced to the 
form 


= . = ne *@ + @) 
2aT pe sinh na 


n=1 


{2 (coth «, — coth «,)? 


+ 2 sinh’ na (coth’«, + coth? «,) 
+ sinh 2” a (coth’ «, — coth* «,)}. 


This can be summed in the following manner 


—2aTue = 4 (coth «, —- coth a,)* n e~ *@% + 2) z g~ 0e—8ene 


ay a=1 r=0 


aa 5 n(e— 2% — e~ 2"42) (coth*? a, + coth* «,) 


n=1 


n=1 


+ Dy n(e~ 2*% + e~ 2" 2) (coth?a, — coth*a4)| 
and summing for n we get the whole expression equal to 


— 4 (cotha, —cotha,)* | coth*a, coth*a, 
ae ne [> sinh? (r+ 1)a,—ra,) | 4sinh*x,  4sinh® a, |” 





r= 
a1 


-: Thus finally the couple on the cylinder is given by 





2 1 
ad pa Tues (cotha, — coth a)" S) cosh 2 {(r + 1) a, —ra,} —1 





* 2cosh?«, 2cosh* a» 2 , 3 2 3 
sinh‘ x, sinh*z, ‘ sinh?z, '‘ sinh‘, sinh®a,  sinh* =| 
or 
x T uct [cosech* «, — cosech* a,] 


. 1 
— 4nxT we (coth a, —eoth,)* >” foosh 2 ( Fl)a ra) 21)" 
r=0 





Now 
d = c(coth a, — coth a,) 
is the distance between the axes of the inner and outer boundaries whilst 
r, = ccosecha,; 1; = ccosech ag, 
are the radii of these boundaries respectively. The above solution can there- 


fore be written in a form analogous to that given by B. Grindberg and 
a} M. Paschoud?”). 


17) loc. cit. p. 384. 








396 R. M. Morris. 
Appendiz. 


The general transformations we have used are: 


(a) s= Dy a, ee — DEE for external problems: 
n=0 

(b) 3 = s a, en's, for internal problems. 
a=0 


The following is a list of the surfaces which are particular cases of the above 
general surfaces. 


1. Ellipse: this occurs as an external surface in the transformation 
z=ccosl 
transforming the plane bounded by the edges of the straight cut joining 
{— ¢, 0) to (c, 0), to the exterior of a circle. For such a surface 
z = ccos (C + ta) 
is the appropiate external transformation. 


There seems to be no appropriate internal transformation for the elliptic 
cylinder. 


2. The more general cylinder treated by Dr. Wrinch**). 


z= nae—*>+ bert? for external problems; 
z= nae: + beri: for internal problems. 


3. Circular sector: in this case the general transformation for internal 
space is 
@+ff 


jase p= 
z=ae * [V(l — tan’ 2) —itan}¢] * 


where its radii are inclined to the z-axis at angles « and §. This is s6mewhat 
difficult to express in the required form, but the difficulties are merely ana- 
lytical rather than fundamental. The transformation in the case of the semi- 
circular section, which is, of course, a particular case of the above, is 


z = a [V(i — tan* $2) — i tan} 2] 


or 
z = a[V{(2(1 + e***)) + 1 — ef V/(14+ ef) 


which can be expressed in the required series form 


z= J a,ertt 
n=0 


18) D. M. Wrinch, Phil. Mag. 49 (1925), p. 240. 
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wherein 
372 
a,=a(V2+1); a, = —a(2+ Y2); a, = a(2!? + 2), 
a= «(B+ 
and for n > 3 and odd 
an-—1 
= 2 
_ __ (sya 5, 4, 2:8+---8r—9)). 
m= — Fr +et+ 2 DO sora; 
and for n > 3 and even 
fs ni 
3/2 le 041 1°3-...(27—3) 
y= [Pg +24 12 D'(-) +1 = , 


4. Circular arc: the transformation for a circular arc subtending an angle 
4a at the centre is 





z—ae*!* ae e~'>—je@ \? 
z—ae*#* le ge fe 
or 
z= acos2a + asina-e~‘> {1+ 2e*sing 
+ e* cos 2a} {1+ = (—)sin*a ers] = ett s a, ents 
n=1 n=0 
wherein 


a =asina; a,=a 
and for » > 1 
a, = (—)"—' asin" —! « cos’ «. 
5. The circle itself is of course an identical transformation 

, for external problems, 
, for internal problems. 
When dealing with the space between non-concentric circles we use the trans- 
formation 


z=ctan}¢ = ei {1 +2 E (—yrers. 


6. Joukowski airfoil section: the transformation relating to the space 
external to cylinders with these sections is 


z= %+ae—*h + b/(z,+ae-'*) = Dy a,e%— nis 


n=0 
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where 
hd 
Gy = 4; 4 =% % =—; 
6%, z,\"-—2 : 
n > 2, a,=(—)" (2) 
The internal transformation for these cylinders has not yet been obtained. 
7. Polygonal sections: the transformation for external space for the 
general cylinder with a polygonal section is 
a) °r 
2=A' | [7 fing (¢—)1* de 
r=1 
g bed me 
= Ale JJ (l1—et-t}* “ae 
r=1 


where the «,s are the external anglesofthe polygon so that 2X «, = (n + 2) 2 
r=1 


and the ¢’s are constants. To avoid the occurrence of a term in ¢ in this 
integral we must, of course, choose the three arbitrary Cs so that the 
constant term in the integrand is zero. This can always be done. 

For the internal space the corresponding transformation is 


— Afes rian sf geen (F -») 4 t. 


These can be expanded in terms of e** so long as |e**| < 1, so that the expans- 
ions will only generally be valid up to the cylinder and not actually on it. 
As a matter of fact they will also be valid on the cylinder except in the neigh- 
bourhood of the corners, where the singularities occur. In practice we replace 
e* in the integrand by e“*+*® = e*—*; obtaining thereby more general 
transformation formulae, which tend to those specified when « — 0. 
Particular cases are given by 
(i) Surfaces associated with a rectangle. 
The external transformation is 





z 


4 
A { V{cos 2(¢ + ia) — cos 28} de 


=e 'S SF a,c") + B, 
n=0 
where B is a constant of integration and 
Ae Ae * 
=" ag = — “epee, 
and for » > 1 
Ae @8—v 


tan = At" (p, (con2A) — 200828 Py, (co82) + Pr (con?) 


~ ene 5 
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the P’s being Legendre functions. 
The internal transformation is 


z= A | {c0s2(¢ + ia) — cos28}~ ae 
= z a,, **) + B, 
n=0 
where B is a constant of integration and 


AV2 e— @+ De 


m= AV2e* 9 >0 Oe = “Ger 


P,, (cos 2 B). 


(ii) Surfaces associated with the regular n-sided polygon. The external 
transformation is 


; 2 
z= Aje-* (1 — iff + fa} dt 
== eg #6 5 a,, ents 
n=0 
where 


a,=Ai; a,=B; a,=a,=...=4,_, =0 


and for r > 1 
_ Ai2(n—2)... ((r—1) m—1)} 


n’r! (rn — 1) ; 





arn = 
The internal transformation is 
¢ La 1 
z= f At (1 — ent + tay) "d= = > a, e"* 
a=0 
where 


‘ Aie—" 
o,=B; a, => —At; a, =a, =...a, = 0; Q.4. = — Sea 
and for r > 1 
_ Ai2(m +2)... ((r—1) n+ 2) 

n'r! (rn + 1) 


Gen+1 = e7~rne. 





The equilateral triangle is a particular case of the above when n = 3. 
(iii) One or two other cases explicitly employed involve the level sur- 
faces of certain polygonal cuts of zero area. In these cases the external trans- 
formation is alone possible. 
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(a) the n-bladed propeller examined by Westwater™) 


2 
z=c {cos$n(f + ia)}*™ 


or 





2 oo 
= >” 2(n — 2)... {(r —1)n—2} i ao 
z=2 "ce cee Nh + (—)**? er ntiG+ia)\ 
r=1 


nr! 
(b) the “keel and rudder” surface treated by 8.D.Daymond and 
L. Rosenhead™) 


z= Ae~itt+ia {eG+ te) __ g—is ja+e {ef G+ te) _ ee}i—k 
= Aerttre-& iF (—yre, (kyeri6+9} ( F (—Yroq(— berte—9), 
r=0 r=0 
wherein 
eg(k) = 1; e(—k) =1 
and for n > 0 





c, (k) = (1 + &) (4) (b — 1) ---(b— 9 + 3). 


e.(—b) = (—p 2—DEG+).--b+e—% 


n! 





which gives for the transformation 


z= ee a, en's 
n=0 
wherein 
a, = A ett thie: 
and for n > 0 
4, = Act t2rkie s (—)®c®—2Nto, _, (k) c, (— k). 


r=0 


19) F. L. Westwater, Proc. Camb. Phil. Soc. 32 (1936), p. 676. 
20) S. D. Daymond and L. Rosenhead, Proc. Camb. Phil. Soc. 33 (1937), p. 62. 


(Eingegangen am 17. 3. 1938.) 











Konstruktion der simtlichen Lésungen 
einer Riemannschen Funktionalgleichung durch Dirichlet- 
reihen mit Eulerscher Produktentwicklung I. 


Von 


Hans Petersson in Hamburg. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit untersuche ich die Wirkung der von Herrn 
Hecke eingefiihrten') Operatoren T,, fiir beliebige natiirliche n auf die zur 
vollen Modulgruppe gehérigen ganzen Modulformen von gerader Dimension. 
Zur Formulierung der Problemstellung bediene ich mich der vektoriellen 
Darstellung; dabei benutze ich die auf die Modulformen der Stufe 1 beziig- 
lichen Bezeichnungen und die wichtigsten Ergebnisse von (7,1), §1—3. 

Es sei r eine gerade Zahl = 4, G, die lineare Schar der ganzen Modul- 
formen von der Dimension — r, x der Rang (die Maximalzahl linear unab- 
hingiger Formen) von G,; fiir die im folgenden auftretenden Modulformen 
wird stets die inhomogene Schreibweise gewahlt. Einen Vektor 


q(t) = {91 (T), Pe (t), -- +s P, (T)} 


dessen Komponenten 9, (t) (1 [7 S x) Formen aus G;, sind, nenne ich einen 
Formenvektor iiber S,. Ist I =(y,;,) (j,k =1, 2, ...,%) irgemdeine 
Matrix mit komplexen konstanten Elementen, so verstehe man unter J"q (t) 
den Spaltenvektor, der als Matrizenprodukt der Matrix I’ mit der Spalte q(t) 
erscheint. Einen Vektor q(t), dessen Komponenten linear unabhingig sind, 
nenne ich einen Basisvektor iiber S,. Ist q(t) ein Basisvektor, p(t) ein be- 
liebiger Formenvektor, so gilt stets eine Beziehung 


(1) p(t) = q(t). 


p(t) ist dann und nur dann Basisvektor, wenn die Determinante |J"| von J" 
nicht verschwindet. 

Unter einer linearen Transformation in S, verstehen wir einen Operator 
T, der jeder Form f(t) aus S, eine Form / (rt) |Z aus S, eindeutig zuordnet 
und der die Relationen 


(%/1(t) + %efe(t)) | T =a, - fy (t)| T+ a-fe(x)| 7 

1) E. Hec! e, Uber Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen mit Euler- 

scher Produktentwicklung I, II, Math. Annalen 114 (1937), 8. 1—28, 316—351, 
im folgenden zitiert mit (T,, 1) und (7, II). 
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fiir beliebige /,, /, aus S, und beliebige konstante a, , , erfiillt. Die Wirkung 
von T auf einen Formenvektor q(t) iiber S, erkliren wir durch 


q(t) | T = {@; (t) | f, P2 (t) | f, eee , (Tt) | T}. 
Ist q(t) ein Basisvektor iiber S,, so wird die Wirkung von T auf S, durch 


eine Gleichung 
(2) q(t)| T =Aq(z), 


in der A eine konstante Matrix bezeichnet, vollstindig beschrieben. Be- 
deutet p(t) = J’q(t) einen beliebigen anderen Basisvektor iiber S,, so 
gilt an Stelle von (2): 


(3) p(x)| T= LAI p(x). 


Es sei » eine natiirliche Zahl, 7, der in (T,, I) erklirte lineare Operator. 
Jedem Basisvektor q(t) iiber S, entspricht nach (2) eine konstante Matrix 
A =A (mn) mit 


(4) q(t)| T, =A (m) q(t). 


In der vorliegenden Arbeit wird die Aufgabe behandelt, einen Basisvektor 
q(t) tiber S, zu bestimmen, dessen Matrizen A (n) fiir alle natiirlichen » 
reine Diagonalgestalt haben. Nach (1), (2), (3) erfordert die Lésung dieser 
Aufgabe den Nachweis der Méglichkeit, die A (n) fiir alle natiirlichen n simultan 
auf Diagonalgestalt zu transformieren. 

Dieser Nachweis gelingt in zwei Schritten. Zunichst wird die Existenz 
eines Basisvektors bewiesen, dessen A (mn) simtlich Hermitesche Matrizen 
sind. Dadurch wird das Problem auf die Aufgabe reduziert, endlich viele 
Hermitesche und nach (7,1) paarweise vertauschbare Matrizen simultan 
auf Diagonalgestalt zu transformieren. Diese Teilaufgabe laBt sich auf Grund 
bekannter Sitze der linearen Algebra ohne Schwierigkeit lésen. Die trans- 
formierende Matrix erweist sich als unitar. 

Die Eigenschaften des nach diesem Gedankengang zu konstruierenden 
Basisvektors werden durch die folgende Aussage beschrieben: 


Satz 1. Zu jeder geraden Dimension existiert ein volles System linear 
unabhingiger ganzer Modulformen 9; (t) (j = 1, 2,..., %) derart, daB die 
Gleichungen 

p; (t)| T,, =, (n) 9; (t) (j = 1,2,...,%) 
mit geeigneten reellen algebraischen w,(n) fiir alle natiirlichen n bestehen. 

Dieser Satz ist offenbar gleichbedeutend sowohl damit, daB die Matrix 
B (r) aus (7,, 1), §3 mit Hilfe einer (konstanten) unitéren Matrix auf reine 
Diagonalgestalt transformiert werden kann, als auch damit, daB die in (T,, I), 
Satz 29 genannten Vielfachheiten v, der charakteristischen Wurzeln von B (t) 





“= 
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simtlich gleich 1 sind. Im iibrigen sind diese charakteristischen Wurzeln 
natiirlich nicht nur alle voneinander verschieden, sondern auch zusammen 
linear unabhingig. Da sie ferner unabhingig von der Wahl der Basis durch 
ihre Definition bis auf die Reihenfolge eindeutig festgelegt sind, stimmen 
sie mit den in Satz 1 genannten 9, (t) bis auf konstante Faktoren und die 
Reihenfolge iiberein. Daher sind auch die gy, (t) aus Satz 1 bis auf konstante 
Faktoren und die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Die Sitze 16, 23, 24 
in (7,, I) und die Ergebnisse von (7, II), § 9 fiihren danach zu der folgenden 
bemerkenswerten Aussage iiber Dirichletreihen mit Funktionalgleichung, 
die ich hier vollsténdig und ohne Benutzung des Begriffes ,,Modulform“ 
formuliere. 

Satz 2. Fiir festes gerades r => 4 betrachte man alle (irgendwo konver- 
genten) Dirichletreihen 


D(s)= L a,n~-* 


an=1 
mit folgenden Eigenschaften: 
a) (s — r) D(s) ist eine ganze Funktion von s von endlichem Geschlecht. 
b) Wird 
R(s) = (2 x)~* I'(s) D(s) 
gesetzt, so gilt die Funktionalgleichung 
R(s) =(—1)? R(r —8). 
Dann bestehen iiber die Lésungen dieses Problems die folgenden Tatsachen: 


1. Es existieren héchstens endlich viele linear wnabhiingige Léswngen D (s). 
Die Mazximalzahl x der linear unabhingigen Lésungen ist 


% = Fat wenn r=2(mod 12), x = [+3] + 1, wenn r+ 2 (mod 12). 
2. Es gibt ein vollstindiges System H, (s) (1 Sj <%) von x linear wnab- — 
hiingigen Lésungen D (s) = H, (s) derart, daB jedes H, (s) eine Eulersche Pro- 


duktentwicklung von der Gestalt 


ay) = [] Se mit ¢;(1)=1 (1<j<*%) 
p v= 


besitzt. (Das Produkt ist iiber alle Primzahlen > 1 zu erstrecken.) 

3. Dieses Lésungssystem der H,(s) ist durch die lineare Unabhingigkeit 
und die Existenz der Produktentwicklung bis auf die Reihenfolge der H, (s) 
eindeutig bestimmt. Die Faktoren des Produkts haben bei geeigneter Wahl 
dieser Reihenfolge notwendig die Form 


C7 ¢; (p") 





= (l—o,(p)p-* + pr) * (lS js). 
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4. Von den Dirichletreihen H, (s) (1 <j < x) ist eine mit [(s) 6 (s —r +1) 
identisch, wo {(s) die Riemannsche (-Funktion bezeichnet; alle tibrigen sind 
ganze Funktionen von s. 

Dieser Satz gestattet im Falle, daB r durch 4 teilbar ist, eine bemerkens- 
werte arithmetische Interpretation; sie beruht auf einem neueren Ergebnis 
iiber quadratische Formen in 24 Variablen von der Determinante 1 *). 

Ist r durch 4 teilbar, so lassen sich alle ganzen Modulformen von der 
Dimension — r als Polynome in G, und A schreiben (vgl. (7, I), 8. 6). Hier 
erweist sich zunichst G, bis auf einen konstanten Faktor als mit einer Theta- 
reihe identisch, deren quadratische Form (in 8 Variablen) die Determinante 1 
hat. Daher ist die Modulform Gj von der Dimension — 12 bis auf einen kon- 
stanten Faktor ebenfalls als Thetareihe mit einer quadratischen Form (in 
24 Variablen) von der Determinante 1 darstellbar. Nach den genannten 
Untersuchungen existiert eine zuGj nicht proportionale weitere solche Theta- 
reihe von der Dimension — 12. Man kann daher auch die Spitzenform A (rt) 
als Linearkombination zweier solcher Thetareihen mit quadratischen Formen 
in 24 Variablen von der Determinante 1 schreiben. Hieraus folgt, daB alle 
ganzen Modulformen von der durch 4 teilbaren Dimension — r durch Linear- 
kombinationen von Thetareihen zu quadratischen Formen in 2r Variablen 
von der Determinante 1 ausgedriickt werden kénnen. Nach Satz 2 gibt es 
unter diesen Linearkombinationen eine Maximalzahl von lmear unabhangigen 
ganzen Modulformen derart, daB jede der ihnen nach (7,1) zugeordneten 
Dirichletreihen ein Eulerprodukt besitzt. 

Diesen Sachverhalt besagt die folgende 


Erginzung zu Satz 2. Es sex r durch 4 teilbar. Es bezeichne 


2r 
Q (x) = 2 4,4. %jX, I= {%,, Bay Bgy s+ 09 Zep}, 
k= 
eine positiv-definite quadratische Form mit ganzen Koeffizienten a; , = ay, ;, 
geraden a,, und der Determinante 1. Dann ist die zugehérige Epsteinsche 
Zetafunktion 
E (s,Q) = 2 (4Q(m))*, 


in der iiber alle 2 r-dimensionalen Gittervektoren m summiert wird, stets eine 
Lésung des durch a), b) bestimmten Problems. Die Mazimalzahl der linear 
unabhiingigen unter diesen Reihen E (s,Q), die sich bei festem r fiir die ver- 
schiedenen Q der genannten Art ergeben, ist gleich x. Daher ist jede Lisung 
jenes Problems eine Linearkombination der E (s,Q), und es gibt also x (und 


*) B. Schoeneberg, Das Verhalten von mehrfachen Thetareihen bei Modulsubsti- 
tutionen, im Druck bei den Math. Annalen [erscheint in Bd. 116 (1939)). 








SR ALE RS 
eee 











= ORK yee pee SEE eerie oe 





Konstruktion der Lésungen einer Riemannschen Funktionalgleichung I. 405 


nicht mehr ) linear unabhangige Linearkombinationen Z,(s) der E(s,Q)(1Sk<x), 
welche eine Eulersche Produktentwicklung von der Gestalt unter 3. besitzen. 
Diese Z, (s) (1 Sk S x) sind durch die genannten Eigenschaften, wnd dariiber 
hinaus sogar als linear unabhdngige Lésungen des obigen Problems mit irgend- 
einer Eulerschen Produktentwicklung (wie unter 2.) bis auf die Reihenfolge 
eindeutig bestimmt. 

Zum Beweis aller dieser Saitze geniigt, wie angedeutet, im wesentlichen 
die Kenntnis eines Basisvektors q (t) iiber S,, dessen Matrizen A (n) simtlich 
Hermitesche Matrizen sind. Da nach (T,,1), Satz 25 die Eisensteinreihe 
von der Dimension —r bereits Eigenfunktion fiir alle Operatoren 7, ist, 
kann man sich auf die Untersuchung der Schar G, der ganzen Spitzenformen 
beschrinken. Der Existenznachweis fiir einen Basisvektor dieser Teilschar S, 
von der genannten Beschaffenheit beruht avf einem neuen Prinzip, durch 
das eine unitdire Geometrie im Raum der ganzen Modulformen erméglicht 
wird und das ich daher als Metrisierung der Modulformen bezeichne. 


Neben den Eigenschaften dieses Begriffes werden die Heckeschen Ergeb- 
nisse aus (T7', I), soweit sie sich auf die volle Modulgruppe beziehen, benutzt. 
Nicht benutzt beim Beweis von Satz 1 werden die Sitze 4, 5, 6 in (7,1), 
die hieran anschlieBenden Betrachtungen iiber den Zusammenhang zwischen 
Dirichletreihen und Modulformen in (7, I), § 1, sowie der Inhalt von (7, I), 
§4 und (7,, II). Die Symbole und Bezeichnungen, die in dem folgenden 
Text nicht erklart werden, haben die in (7,1) angegebene Bedeutung. 

Der vorliegenden ersten Mitteilung sollen einige weitere iiber den gleichen 
Gegenstand folgen. Zunichst beabsichtige ich, den Apparat zu entwickeln, 
der aus der bis jetzt aufgestellten Transformationstheorie entsteht, wenn 
man diese auf ein gewisses System von expliziten analytischen Ausdriicken 
anwendet; diese Ausdriicke stellen simtlich Modulformen dar, und es lassen 
sich aus ihnen auf unendlich viele verschiedene Weisen Basisvektoren iiber S, 
bilden. Die Grundformeln dieser Theorie habe ich ohne Beweise an anderer 
Stelle bereits angegeben®). 

Sodann soll spiter die Verallgemeinerung auf die Stufe Q (= beliebige 
natiirliche Zahl) vollzogen werden. Hier ist gegenwirtig folgendes bewiesen: 
Es bezeichne S (t, e, Q) eine beliebige der in (7, II), § 10 erklarten Teilscharen, 
n eine natiirliche Zahl mit (n,Q) —1, 7’, den in (7, II), § 5 erklairten Ope- 
rator, q (t) einen Basisvektor iiber S(t, ¢,Q), A (m) die q(t) gemaB (4) zuge- 
ordnete Matrix. Dann existiert ein solcher Basisvektor q (rt) iiber S (t, ¢, Q), 
dessen Matrizen A (n) fiir alle n mit (n,Q) = 1 reine Diagonalgestalt haben. 


%) H. Petersson, Die linearen Relationen zwischen den ganzen Poincaréschen 
Reihen von reeller Dimension zur Modulgruppe, Abhandl. aus d. Math. Seminar d. 
Hansischen Univ. 12 (1938), S. 415—472, siehe insbesondere 8. 447. 
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Da ein Operator T! mit (m, 2) > 1 die ganze Schar S (t, ¢, Q) in Null iiber- 


fiihrt, fehlt zur Aufstellung einer Normalform fiir die Matrizen A (m) nur 
noch die Kenntnis der Wirkung der od wo qg einen Primteiler von t bezeichnet, 


2 aufgeht. Insbesondere ist also die volle Reduzibilitat fiir alle 
Scharen S (t, e,Q) mit ¢ = 1 und beliebigem Charakter ¢ bewiesen. Es sei 
hervorgehoben, da der analytische Apparat, der durch Anwendung der 
Transformationstheorie auf die Reihen g* (t, y) aus*) und ihre Analoga zur 
Stufe Q entsteht, einen bemerkenswerten Einblick in den expliziten Mecha- 
nismus der Transformationstheorie eréffnet. 

Im folgenden werden alle Modulformen stets inhomogen geschrieben; 
r ist eine feste natiirliche Zahl. Soweit Modulformen der Stufe 1 untersucht 
werden, kommen nur gerade r = 12 in Betracht. Ist f (2, y, . . .) irgendeine 
komplexwertige Funktion von irgendwelchen Argumenten, so verstehen wir 
unterf (z, y,...) die zu f(z, y, .. .) konjugiert komplexe Zahl. Die eingangs 
erklarte vektorielle Schreibweise denken wir uns sinngem&B auf die spiter 
auftretenden Scharen von Spitzenformen zu einer Untergruppe von endlichem 
Index der Modulgruppe iibertragen. 


der nicht in 


Durehfiihrung der Beweise. 


1. Metrisierwng. Es sei I’ eine Untergruppe von endlichem Index der 
Modulgruppe. Der Begriff einer Modulform (der Art) {7", — r} werde analog 
zum Begriff einer Modulfgrm der Art (— k, Q) nach (7, 1), 8. 3, 4 bestimmt; 
es ist hier also ausschlieBlich von ganzen Modulformen die Rede. Es seien 
f(t) und (rt) Modulformen {I°, — r}, und es sei f oder @ Spitzenform. 

Ist B ein Bereich in der oberen Halbebene der komplexen Variablen 
t = 2+ ty (z reell, y > 0), der von der reellen Achse einen positiven Mi- 
nimalabstand besitzt, von endlich vielen nicht-euklidischen Geradenstiicken 
begrenzt wird und in einem Vertikalstreifen Platz hat, so existiert das Doppel- 
integral 

F(), P(g =U y= [10 9) y—rded y 


Aus der Invarianzeigenschaft der Formen / und ¢ folgt fiir jedes S aus r 
nach kurzer Rechnung 
(5) (f, ?)ss _ (f, ?)s- 


Bezeichnet & irgendeinen aus héchstens endlich vielen getrennten Stiicken 
bestehenden und von insgesamt endlich vielen nicht-euklidischen Geraden- 
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stiicken begrenzten Fundamentalbereich von I’, so existiert das Doppel- 
integral (f, y)g und ist nach (5) von der speziellen Gestalt von R unabhingig. 
Wir schreiben deshalb 

(6) (9) =U or =U on = [Jf 9 (yr * dedy 

und nennen diesen Ausdruck das Skalarprodukt von / und @ (in bezug auf die 


Gruppe I’). f und ¢ heiBen zueinander orthogonal, wenn (f, p) verschwindet. 
Uber diesen Begriff werden die folgenden Tatsachen benutzt: 


Erstens: 

(7) (9, f) = (Ff, 9). 

Zweitens: Sind die f,, fe, ---s fn» Pi» Pas -- +> Pn Modulformen {T, — r}, 
die 91, Pe,---» Mn samtlich Spitzenformen und die 2,, 2 ,..., 2%, 
E,, &s, ..., &, beliebige komplexe Zahlen, so gilt 
(8) ( p Santas 4 &. 9m) = a ©, Fx (fis Px)- 

m=1 m=1 i,k=1 


Drittens: Es sei Ty, eine Untergruppe von endlichem Index in J’, und es 
seien I,, I die zugehérigen Substitutionsgruppen. Ist g der Index von Jy 
in I’, so gilt mit der angegebenen Bedeutung von f und 9: 


(9) he = oh Or; 


Viertens: Es seien I’,, I”, zwei Untergruppen von endlichem Index in I’, 
und es sei J’, sowohl Untergruppe von endlichem Index in I’,, als auch Unter- 
gruppe in I. Es seien ferner f und g Modulformen sowohl von der Art 
{T,, —r}, als auch von der Art {I°,, — r}, und es sei f oder g Spitzenform. 
Wenn die Fundamentalbereiche von I, und J’, den gleichen nicht-euklidischen 
Flicheninhalt haben, dann folgt aus (9): 


(10) Or = (6 MR, 


(10) gilt also insbesondere dann, wenn I, = SI, S™* mit einem reellen 
8 =(° 2), fiir welches ad — be + 0. 

Fiinftens: Es bezeichne wie zu Anfang I’ eine Untergruppe von endlichem 
Index in I'(1). Fir jede Spitzenform ¢ von' der Art {T, — 7} ist (y, y) > 0. 
Das Gleichheitszeichen steht dann und nur dann, wenn @ identisch ver- 
schwindet. Daraus ergibt sich fiir die Schar S, der Spitzenformen {I’, — r} 
nach dem iiblichen Verfahren die Existenz einer orthogonal-normierten Basis, 
d.h. eines Basisvektors 


q (t) _ {91 (t), Pe (t), ey Pu (t)} 
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iiber GS, mit der Eigenschaft 


(11) (9, Px)y = 9;,4 (= 0 oder 1, je nachdem i + k oder i = k) 
(i,k =1,2,...,4; mw ist der Rang von G,). 
2. Arithmetische Hilfssitze. Es sei eine natiirliche Zahl, ©, die Menge 


der Matrizen S = t 2 mit ganzen a, b, c, d und ad—be =n. Zwei 


Matrizen S, S’ aus ©, heiGen links- bzw. rechtsiquivalent (nach J” (1)), wenn 
sie sich um einen linken bzw. rechten Faktor aus 0, unterscheiden. Die 
durch diese Einteilungen entstehenden Klassen nennen wir Links- bzw. 
Rechtsklassen und bezeichnen entsprechend die vollen (einfach besetzten) 
Reprisentantensysteme dieser Klassen als Vertretersysteme der Links- bzw. 
Rechtsklassen (von ©,, nach r (1)). Durchlaufen die Matrizen S ein Vertreter- 
system der Linksklassen, so durchlaufen die Matrizen nS-' ein Vertreter- 
system der Rechtsklassen und umgekehrt. Wir behaupten: 

Hilfssatz 1. Fiir jede Primzahlordnung n = p existiert ein gemeinsames 
Vertretersystem der Links- und der Rechtsklassen von D, nach I (1). 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB jede Rechtsklasse Matrizen aus jeder 


Linksklasse enthalt. Die Rechtsklassen werden von den R = C ‘) mit 


st =p, t>0, r mod s, vertreten, die Linksklassen dagegen von den 

W = i ;)mit Au =p, A>0, » mod dA. Wenn 

s=(* })=UW=RimitL=(* “) nay = (~ f,) aus PF) 
e Ud y 6 y & ‘ 


so ist offenbar u = (a,c) = (sa + ry, ty), also entweder = (a, py) oder 
= (pa,y). In jedem Falle kann durch Wahl von L ein vorgegebenes uw = 1 


oder p erreicht werden. Es sei 1» = 1. Man ersieht die Behauptung aus den 
Identitaten 


LW =( DG 3) =BL= (4 Ai r+) 


rw = (TO p)=24=6 wr >) 

Bei den spateren Integralumformungen werden noch die folgenden 
mengentheoretischen Relationen benutzt: Fiir jedes natiirliche m und jedes S 
in ©,, gilt, wie man durch einfache Kongruenzbetrachtungen erschlieBt, 
(12) S'“Pi(msScri, S'*PU)S2T(n), Pn?) cS* PF (nS. 

3. Beweis der Grundformel. Es sei n eine natiirliche Zahl und 8 ein 
Vertretersystem der Linksklassen von ©, nach J°(1). Wir ordnen jedem S 
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aus , die Matrix S* = 7 S mit yn > 0 zu. Durch diese Abainderung ent- 
n 


stehe B* aus B. Es seien f(t), p(t) zwei Spitzenformen {I (1), —r}. In 
den Bezeichnungen von (T,, II), §5, 8. 317 ist 


H(z) |Tn=n'-' ES f(r)|S=n® — E f(r)|S. 
sc® s* CB 
Man hat nun mit g(n) = ene : I’ (n)] nach (9) und (6): 


(f(=)| Tr, PF) = Fai ({(x)| Tu, 9 (e)) P(n) 


=7 1 — 
= 0 ator || (ois omy -tdedy, 
cs *. 
wenn S,, einen Fundamentalbereich von J" (n) angibt. Hier ersieht man aus 
(12): Da die Formen f(r) | S* und @(r) zu den Gruppen S-1I°(1) 8 baw. 
T'(1) gehéren, so gehéren sie einerseits beide zu T'(m), andererseits beide 
zu S-1P'(n)S. Da ferner I’ (n?) Untergruppe von endlichem Index in T (n) 
und in S-1 I’ (n) 8 ist, liegt der. bei (10) konstatierte Sachverhalt vor. Da 
schlieBlich S-! R, ein Fundamentalbereich von S-! I"(n) S ist, gilt mithin 
{fries p(t)y’~*dady = ff f(t)| S*- (zt) y’—*dady. 
s-! &,, 
Hier gestattet der Integrand, wenn 
* * 
S* = if a S*#r=71=27 +iy’ (x’ reell, y’ > 0) 


gesetzt wird, die Umformung 





; Ps dx'd 
f(t’)(— e* x’ + a*y 9 (S*- Ds oe irae a® |?" *|—e* tr’ Yai 
= f(t’). (r')|S* y”*da' dy’, 
so daB 


(f(t)| Ta P(t) ¢Q)= isi \| Hola % a y(t)|S*—"ly-2*dady. 
%,. s*C Be 


Jetzt sei n eine Primzahl p und & ein gemeinsames Vertretersystem der 


Links- und Rechtsklassen von ©, nach J°(1). Dann ist die geschweifte 
Klammer unter dem letzten Integral gleich g(t) | 7,, und es gilt also bei 


Fortlassung des Index J°(1) an den Skalarprodukten: 
(f(t)| Z,, p(t) = (CF (), v(t) | 75). 


Mathematische Annalen. 116. 
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Hieraus folgt sofort fiir jedes natiirliche k: 
(f(x) | Th. e (=) = F (®), v(t) | 7). 
Da T , nach (7,1), Satz 10 ein Polynom mit reellen Koeffizienten in T, 
ist, ergibt sich weiter 
(f (t)| Tn, P(e) =F (@), @ (t)| Ts) 
fiir jede Primzahlpotenz » und dann nach dem genannten Satz fiir alle 
natiirlichen ». Dies ist die Grundformel: 
Satz 3. Fiir zwei beliebige ganze Spitzenformen f(t), y(t) von der Art 
{T' (1), — 1} und fiir beliebiges natiirliches n gilt 
(f(t) | T., p(t) = (F(t), @ (t)| T,). 
Die Skalarprodukte sind in bezug auf die volle Modulgruppe zu bilden. 
4. Beweis des Hauptsatzes. Es sei S, die Schar der Spitzenformen 
{T’ (1), —r}, w ihr Rang, 


q(t) = {91 (7), P2(t), ---» Pu(T)} 
eine normierte Orthogonalbasis von Spo. Fiir natiirliches sei A (n) = (A;, .(m)) 
(i, k = 1, 2,..., w) die durch (4) erklirte Matrix. Dann ist 


7 (t)| 7, = 2 Avx(m)9.(t) (LSis yp), 
t= 1 
also nach (8), (11), (7) und Satz 3 


As, ulm) = (gi(t)| Tn, Pe(t)), Ai, x(") = (Melt), Ve(t)| Tn) = (@e(t)| Tas Pe(2)) 
(13) Ap (m) =A, 2(m) (8, & = 1, 2,..., pa). 


Daher ist A (n) eine Hermitesche Matriz. 

Der Beweis dafiir, daB endlich viele paarweise vertauschbare Hermite- 
sche Matrizen durch eine unitére Matrix simultan auf Diagonalgestalt trans- 
formiert werden kénnen, soll nachgetragen werden. Unter der Voraussetzung 
dieses Satzes und weil nur endlich viele linear-unabhingige A (n) existieren, 
gibt es eine unitire Matrix Y von folgender Beschaffenheit: Die den A (m) 
in der Basis 

v(t) = {v, (t), v2 (Tt), ..., %, (t)} = Y q(t) 
entsprechenden Matrizen 
Q(n) = YA(n) ¥* =(.(n)) (@k =1,2,..., 4) 


haben fiir alle natiirlichen » reine Diagonalgestalt. Im tibrigen iiberzeugt 
man sich leicht davon, daB » (t) eine normierte Orthogonalbasis ist. Ferner 
laBt sich zeigen, daB die Matrizen 2 (n) fiir alle natiirlichen n Diagonalgestalt 
haben, wenn dies nur fiir die Primzahlen » = p mit 2< p <p zutrifft. 
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Den oben angekiindigten nachzutragenden Beweis fiihren wir durch 
vollstindige Induktion nach der Anzahl der Matrizen. Es sei der Satz fiir s 
Matrizen bewiesen, und es seien s + 1 paarweise vertauschbare Hermitesche 
Matrizen 
(14) Ses is 4 Oe Oe 


von « Zeilen und Spalten vorgelegt. Da die unitéren Matrizen eine Gruppe 
bilden, da weder die Vertauschbarkeit der Matrizen (14), noch ihre Eigen- 
schaft, Hermitesche Matrizen zu sein, durch die simultane Transformation 
mit einer unitiren Matrix zerstért wird, kann nach Induktionsannahme 
vorausgesetzt werden, daB die Matrizen A,, Ay, ..., A, bereits Diagonal- 
gestalt haben und daB die folgende Anordnungsbeziehung erfiillt ist: Wir 
schreiben 


Ay, = (6; 4; (m)), ag = fa; (1), a; (2), ..., a; (s)} (1 Sm 8). 


Dann zerfallen die Vektoren a; (1 SiS) auf solche Weise in Systeme 
von untereinander gleicher. Vektoren, da8 alle Angehérigen eines vollstindigen 
Systems konsekutive Indizes haben. Da B mit allen A,, (1 S m S 8) ver- 
tauschbar ist, hat B ,,Kistchenform“. Die quadratischen Kastchen sind lings 
der Hauptdiagonale von B aufgereiht, ihre Zeilen- und Spaltenindizes stimmen 
mit den Indizes eines der genannten vollstaéndigen Vektorensysteme iiberein. 
AuBerhalb der Kastchen stehen lauter Nullen. Jedes Kastchen ist eine 
Hermitesche Matrix. Eine nach dem gleichen Besetzungsschema aufgeteilte 
Kastchenmatrix, deren Kiastchen geeignete unitére Matrizen sind, ist erstens 
selbst unitiér, transformiert zweitens B auf Diagonalgestalt und Andert 
drittens die A,, (1 Sm Ss) nicht, wenn man diese mit ihrer Hilfe trans- 
formiert. 

Der Vollstindigkeit halber werde der in diesem Abschnitt bewiesene 
Satz nochmals formuliert: 

Satz 4. Die Schar S, der Spitzenformen {I (1), — r} besitzt eine normierte 
Orthogonalbasis 


, (T), Vg (T), ..., Y, (7) 


von der Art, daB die Gleichungen 


», (t)| T,, =o,;(n)o,(t) (lStsSyp) 


fiir alle natiirlichen n mit geeigneten reellen algebraischen o,(n) gelten. Die 
Formen v;(t) sind durch die genannten Eigenschaften bis auf die Reihenfolge 
. und konstante Faktoren des Betrages | eindeutig bestimmt. 

Die Eindeutigkeit folgt aus den Eigenschaften der charakteristischen 
Wurzeln der zu der betreffenden Basis gehérigen Matrix B (r). 


27* 
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Die Behauptung iiber die algebraische Natur der ,(n) laBt sich am 
einfachsten auf folgende Weise erhirten: 
Die Fourierentwicklung des Formenvektors q(t) iiber Gy: 


q(t) = 2b, 7!" 
ma=1 


mit den Koeffizientenvektoren b,, ist durch die ,,Anfangsmatrix A, d.h. die 
Matrix mit dén Spaltenvektoren b,, bg, ..., b, eindeutig bestimmt. Der 
Formenvektor p(t) = J'q(t) hat offenbar die Anfangsmatrix J°A. Bildet 
man nach (T7', 1), 8.6 den Basisvektor q(t) mit den Komponenten 
(15) a—"G, wd (OShSG, r—12h +2), 
so sind seine Koeffizientenvektoren b,, simtlich rational. Daher ist die An- 
fangsmatrix A, von 

q(t) | T, =A (m) q (rz) 
rational, also auch A (n) = A, A-. 

Bildet man das Skalarprodukt von zwei Spitzenformen / und @ zur 
vollen Modulgruppe nach (6) durch Integration iiber das Elementardreieck 
der Modulfigur, so ergibt die Symmetrie dieses Bereiches zur imaginaren 
Achse die Realitét des Skalarprodukts, wenn die Fourierkoeffizienten von / 
und @ saimtlich reell sind. Geht man also von der Basis (15) aus, so verliuft 
der oben dargestellte ProzeS ganz im Reellen, und der entstehende Basis- 
vektor v (t) aus Satz 4 hat reelle Koeffizientenvektoren. Die Komponenten 
v, (t) eines solchen Basisvektors sind durch die in Satz 4 genannten Eigen- 
schaften einzeln bis auf das Vorzeichen und zusammen bis auf die Reihen- 
folge eindeutig bestimmt. 


(Eingegangen am 31. 10. 1938.) 




























Die Lisung der Fuchsschen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung durch hypergeometrische Polynome. 
Von 


N. Svartholm in Stockholm. 


§ 1. 
Einleitung. 
Wir betrachten die gewéhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 


d? du 
(1) Tat Plz +4(2)u=0, 


die zum Fuchsschen Typus gehért, wenn ihre Lésungen in der ganzen komplexen 
Ebene, den unendlich fernen Punkt mit eingeschlossen, keine Unbestimmtheits- 
stelle (wesentliche Singularitaét) besitzen und wenn ihre Koeffizienten p (z) 
und q(z) eindeutig sind"). Es sei daran erinnert, daB p(z) und g (z) dann 
rational, und zwar von der Form 


(2a) p(s) = 20 

h 
(2b) q(z) = isa 
sind, wo 


vie) = [(e—a), a +o, fir i+k 


r=1 

und g (z) sowie h (z) ganze rationale Funktionen sind, die erste héchstens vom 
(n — 1)-ten, die zweite héchstens vom (2 — 2)-ten Grade. Die Stellen 
z= Gy, Gg, ..., G, nebst a,,, = oo, nennt man bekanntlich die Stellen 
der Bestimmtheit (unwesentliche Singularititen) der Differentialgleichung (1). 
Zur Stelle z = a, (r = 1, 2,...,) gehéren die Exponenten «,, f,, die durch 
die sogenannte Fuchssche Relation 


(3) a+B+ Ela, +h) = 0-1 


1) Vgl. z. B. L. Schlesinger, Einfiihrung in die Theorie der gewéhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen auf funktionentheoretischer Grundlage, Berlin und Leipzig 1922. 
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verkniipft sind, wobei a, 8 die Exponenten der Stelle z = « bezeichnen. 
Ferner kénnen saémtliche n Koeffizienten des Polynoms g (z) und » von den 
2 — 1 Koeffizienten des Polynoms A (z) durch die Gré8en «,, B,,«, 8 aus- 
gedriickt werden: 





(4a) g(z) = (2) be 


r=1 


(4b) A(z) = y(2)(ap2r—* + ks th + Sieehe ven B,¥ oe) 


s—6, 


z—a, * 


r=1 


Durch eine Transformation der abhangigen Variablen 


“=v IT — a,)*" 


r=1 


werden die Exponenten a, und f, je um g, vermindert. Wird o, = 6, gewahlt, 
so verschwindet in der neuen Gleichung der letzte Summenausdruck in h (z). 
Das kommt aber damit auf eins heraus, da8 wir schon in der urspriinglichen 
Gleichung alle f, (8 aber nicht) gleich Null setzen. AuBerdem wollen wir eine 
lineare Transformation der unabhingigen Variablen vornehmen derart, daf 
etwa 


a,=0, a,=1 








wird. 
Unsere Differentialgleichung lautet nun 
@u P i—«, du P,, 9 (2) 
(5) a+ ei at » (2) u= 0, 


worin der héchste Koeffizient im Polynome P, _,(z) gleich «f ist. In jedem 
Punkte der z-Ebene kann diese Gleichung durch Potenzreihen gelést werden, 
deren Konvergenzkreise sich bis an die niachste singulire Stelle erstrecken. 
Unter Umstinden, d. h. wenn eine gewisse Relation zwischen den Koeffizienten 
des Polynoms P,,_,(z), den sogenannten akzessorischen Parametern, erfiillt 
ist, kénnen Lésungen konstruiert werden, die sich gleichzeitig in den Um- 
gebungen von zwei der singularen Stellen regular verhalten. Solche Lésungen 
sollen hier durch Entwicklung nach hypergeometrischen Polynomen ermittelt 
werden. 


Satz. Von der Differentialgleichung (5) werde vorausgesetzt, daB keine der 
singuldren Stellen a5, 4,4, ..., 4, auf der reellen Achse zwischen 0 und 1 liegt. 
Bezeichnet dann y, das hypergeometrische Polynom 


(6) y, = F(—»,¥+1—a, — ag, 1 — a; 2), 
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so erhilt man fiir die Koeffizienten c, der formellen Entwicklung 


(7) y= Say, 


r=0 
einer Lésung y von (5) eine Rekursvonsformel (namlich die Differenzengleichung 
(10)). 
Es wird gezeigt: 
1. Falls 
(8) lim ¢, = 


¥—>oo 
ist, so stellt (7) tatstichlich eine Lésung von (5) dar, die in einer Umgebung der 
singuldren Stellen a, = 0, ag = 1 reguldr ist. Die Bedingung (8) ist gleich- 
bedeutend mit dem Erfiilltsein einer bestimmten Relation zwischen den akzessori- 
schen Parametern der Differentialgleichung. 


2. Der Regularititsbereich der Lésung y ist das Innere der gréften Ellipse 
mit den Brennpunkten in 0 und 1, welche keine der tibrigen singuldren Stellen 
sy, Gy, ..., Gm im Innern enthilt. 


3. Falls auf dem Rande E der Konvergenzellipse nur eine singulire Stelle, 
etwa z = G3, liegt, so wird das Integral auf E 


fiir Re (as) > 0 absolut konvergent, 
dagegen fiir Re(a,)< 0 absolut divergent: 


§ 2. 
Entwicklung nach hypergeometrischen Polynomen. 


Jetzt gehen wir von Polynomen (6) aus und stellen zuerst einige Eigen- 
schaften derselben zusammen. Sie geniigen der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 


a 1— 1— d 
M) [2@— gate —V(Z8+ SF) + 1-4 — a) | y= 0, 
der Differentiationsformel 


d = y—a,—a,+1 y—a,+1 
(II) -se—la% vs: Eee a Cereeres att 


(aq — a) (2 » — a, —— ag + 1) v— Oe 
+e »—a,—a,)(29—a,—a, +9)? = aa] 








und der Rekursionsformel 


(il) —zy, = (y— a + 1)(¥— % —% +1) 


(2 »— a, — ag + 1) (2 v—a,—% +2) 9"*2 


— 29(9— ay — a $1) + (tyra) y 
(2 » — a, — a) (2 » — a, — ag + 2) y 








v(¥— aq) 
(2 ¥ —a,—aq)(2 vp —a, — a+ 1) Yr~a 
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Dann betrachten wir den Differentialoperator D = D, + D, + D, mit 





(9a) D, = p(2)[z (2 — I) ey + ele — BC +o a1, 


z—1l1 )az 


yil—a, d 
(9b) D, = [e@) 5 —" |e -DF. 


I 


a 


(9c) D, = P,_2(z) = afo*-* + k,—32"- 8+... +h, 
worn 
P (z) = Il (z oe a,), 


r=3 


so dab 
y (2) = z(z — 1) y (2) 
ist. Auf die Funktionen y, angewandt, wird der Operator 








1— »)s 
Zz 


d = 
2(2—1) 55+ 2(@—1)(*= 4+ 


z z—l 
durch eine Diagonalmatrix mit den Elementen d, = v(v +1— a, — a, 
dargestellt. Die Operatoren z(z — 1) PS und z haben Matrizes mit drei schragen 


Reihen. Der ganze Operator D hat sodann eine Matrixdarstellung in den 
Funktionen y,, die insgesamt 1 + 2(n — 2) = 2n—3 schrige Reihen 
besitzt. 

Schreiben wir eine Lésung der Differentialgleichung (5) in der Form (7), 
so miissen die Koeffizienten c, einer Differenzengleichung der Ordnung 
2n — 4 geniigen: 


(10) 2. Ae ot @ 


u=-—-(n— 2) 
Fiir die folgenden Entwicklungen ist es nicht nétig, in irgendeiner Weise die 
Koeffizienten K,, (v) explizit auszudriicken. Nur sollen hier die Lésungen der 
Gleichung (10) fiir groBe v betrachtet werden, d. h. wir wollen die Konvergenz 
der Entwicklung (7) untersuchen. 


§ 3. 
Konvergenzbeweis. 


Zuerst bemerken wir, daB die Koeffizienten K, (v) fiir »—> o wie »* 
unendlich werden. Wir dividieren jetzt durch »* c, und setzen 


a, Cin _ K,(r) 
lim —+" = 1, lim — 
‘> oo ¢, ‘> 





= A, 
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und erhalten im Grenzfall » —~ o 
n—2 


(11) 5 At" = 0, 


p= —(n—2) 
d. h. eine algebraische Gleichung vom Grade 2 n — 4, die sogenannte charak- 
teristische Gleichung der Differenzengleichung (10). Nach einem Satze von 
Poincaré?) geht fiir die allgemeine Lésung der Gleichung (10) das Verhiltnis 
ae fiir » > © in diejenige Wurzel der Gleichung (11) iiber, die den gréBten 


absoluten Betrag hat. Die Berechnung der Wurzeln ¢ wird durch den Umstand 
erméglicht, da8 nur der erste Operator zu den Koeffizienten A, endliche 
Beitriige liefert. Fiir » > o verhalten sich namlich die Matrixelemente des 
Operators D, wie v. Der Operator z hat fiir »—> o nur endliche Matrix- 
elemente, die Diagonalelemente haben den Grenzwert }, waihrend die benach- 
barten Elemente je nach — } streben. In der Gleichung (11) mégen wir also 


n 
nur das Ergebnis der Operation g (z) = JJ (z — a,) beriicksichtigen: 
r=3 


~ 1 l 1 \ 
12 —jt+ 3-;,-4,}) = 0. 
a IT \ a*t th r) 
Die 2(n — 2) Wurzeln dieser Gleichung werden mit fg, ty, ...,t,, T3 = L/ts, 
T, = l/ty, ..., T = 1/t, bezeichnet, wobei ¢, und 1, die beiden Wurzeln 
der Gleichung 
(12a) f? —2(1—2a,)t+1=0 


sind. Ferner wird angenommen, da |t,| <1 ist, wodurch |t,| > 1 wird. 
Den Fall |t,| = |t,| = 1 wollen wir auSer Betracht lassen, was mit der 
Voraussetzung zusammenfiallt, daB keine der singuliren Stellen auf der 
reellen Achse zwischen 0 und | liegen soll. Ganz natiirlich miissen die Lé- 
sungen t, auBer Betracht gelassen werden, d. h. es wird nur eine partikulire 
Lésung der Gleichung (10) betrachtet. Das ist aber eine Festsetzung, die die 
Gleichung 
(8) lim c, = 0 

‘> co 
mit sich fiihrt, was eben die vorausgesetzte Zusatzbedingung zwischen den 
akzessorischen Parametern bedeutet. Auch wollen wir betreffs der iibrigen 
Wurzeln voraussetzen, daB gerade t, den gréBten absoluten Betrag besitzt, 
so dab 

P 

(13) lim “** = t, 


‘> ¥ 





wird. 


*) Siehe Guldberg und Wallenberg, Theorie der linearen Differenzengleichungen, 
Leipzig und Berlin 1911, S. 202. 
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Anderseits folgt aus der Rekursionsformel (ITI) fiir y,, wenn man 


si mee 
setzt, 

1 1 1 
as) ~$(0+4) = 2-4 


Diese Forme! (15) driickt die bekannte Tatsache aus, daB eine Entwicklung 
nach hypergeometrischen Polynomen 


f(z) = 2 bey, 


im Innern einer Ellipse mit den Halbachsen 


1 1 1 1 
a(B+q) = 7 (2-®) 
und mit den Brennpunkten in 0 und 1 absolut konvergent ist, wenn 


R = lim _-, 


po rel 
d. h. der Konvergenzradius der Potenzreihe 
F(z) = 2 6,2, 


gréBer als Eins ist. Da in unserem Falle die Ausdehnung der Konvergenz- 
ellipse durch die Gleichung 


(16) |st| = 1 
bedingt wird, so ergibt sich aus den Gleichungen 
o 1 ae 1 
(17a) -q(s+_Z)=a-y 
l 1 1 
ites =9(atz)=9-> 


daB die Ellipse durch den Punkt z = a, geht. Damit ist der Beweis der Nr. 2 
unseres Satzes erbracht. 


§ 4. 
Das Verhalten der Lésung auf dem Rande der Konvergenzellipse. 


Ob Konvergenz auch im Punkte z = a, oder allgemeiner auf dem Rande E 
der Konvergenzellipse stattfindet, kann hieraus nicht gefolgert werden und 
mu8 deshalb den Gegenstand einer besonderen Untersuchung bilden. Zu 


— | ; 
diesem Zwecke versuchen wir das Verhiltnis “oti Bety asymptotisch darzu- 


r ' 
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stellen in der Form 


eaten ~i«2 * +0(5), 


oder einfacher geschrieben 


Coa Yr 4a x 
— ee 


Das asymptotische Verhalten von =i la8t sich aus der Rekursions- 





formel (10) berechnen, wobei es diesmal notwendig ist, die vom Operator D, 
herriihrenden Matrixelemente auch in Betracht zu ziehen. Wenn man 


y (z) = (z — a5) x(z) setzt, wo x(z) = I (z —a,) ist, so kann der Operator 
D, + D, wie folgt geschrieben werden 


(18) D,+D, = ee ay — a) + (1 —a,)2(2—1) 4] 


+—a)s0 52 


r=4 





Da wir eben den Operator z durch a, approximiert haben, ist nunmehr der 
Operator z—a, von der GréSenordnung =. und der Operator D, + D, 


von der Ordnung Eins in v, wobei das letzte Glied von (18) von der nullten 
Ordnung ist und daher auBer Betracht gelassen werden kann. Es geniigt 
dann die Operation des Klammerausdrucks in (18) zu beriicksichtigen, da 
eben diese in der fraglichen Approximation das Ergebnis Null geben soll. 
Wir erhalten nun nach den Formeln (ITI) und (IIT) 





(19) [(e—a3) » (9+ 1 ~ a4~a9) + (1-a9)2 (e-1) 2] y, ~[- 4 (1-2 by... 
+ (4-45) y,—4 (1+ 2—4) y,_,] o(0+1-m,—a)-(1-a5) [F941 - 7 Yea]: 
Setzen wir dann 

(20) “it~ (1+), 


so ergibt sich zur Bestimmung von A die folgende Gleichung 

l 1 t 1 
gi (4 — gt4+1+uy)—Fla-—g_gtitl+e) = 
mit der Lésung 


(21) A= —a,—a, —}. 
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Ebenso gibt eine einfache Rechnung nach Formel (III) die asymptotische 
Darstellung 


| to] = 


(22) ea (h + - )- 


Wir erhalten dann aus den Gleichungen (20) und (22) unter Beriicksichtigung 
der Gleichung (21) 


¢, r ¥, . f a, + 1) 
(23a) ———— ~ 84,(1 — *-—}, 
oder, da |st,| = 1 fiir s = 85, 
|c, + ¥, r 
(23b) esety 3 es), 
cy, | v 


Nach dem Konvergenzkriterium von Raabe folgt dann, daB unsere Lésung (7) 
fiir {83/3 = 1, d.h. auf dem Rande £, absolut konvergent ist, wenn R e (x3) > 0 
ist, dagegen absolut divergent, wenn Re (a) < 0 ist. 


§ 5. 
Spezialfall. 


Das einfachste Beispiel der hier betrachteten Gleichung (5) ist die so- 
genannte Heunsche Differentialgleichung, fiir welche n gleich 3 ist. Wir 
schreiben sie in der Form 


a d 
(24) 2(2 — 1) (2a) FS + [ye — 1) (@ — @) + b2(2 — @) + 2 (2 — INE 
+afp(z—h)u = 0, 
worin / der einzige akzessorische Parameter ist. Hier kénnen wir leicht die 
Rekursionsformel (10) explizit berechnen: 


(er I(r t a ly—e+ V(r ty +4) + 28) , 
(2y+y+ d)(2¥+y+0+4+1) vet 





(25) 


_ 


3 (v— OD (e(e +e +6—D (7 +4 +-2e—2)+ (y+ 5—2)xf] 
—| (2y+y+d—2)(2¥+y +94) ai 
l ) l 
+ (5-2) »(>+y+6—1)+a8(5—h)]o, 


_@ty—Dty+ 6-9-4745 4e—2 428] 
: Qr+y+0—SQr+y+5—2) 





¢, =: 0. 





—5 


Zuletzt wollen wir bemerken, daB u. a. die Lamésche Differential- 
gleichung als Spezialfall in die Heunsche eingeht. 
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§ 6. 
Verallgemeinerungen. 


Die Méglichkeit, die obigen Ergebnisse zu verallgemeinern, liegt auf der 
Hand. Vor allem gilt dies von den Forderungen, die den singuliren Stellen 
yz, Gy, . . ., & aufgelegt sind. Auch hat der Fall ein besonderes Interesse, daB 
eine der hauptsichlich betrachteten singuliren Stellen, die wir oben nach 0 
und 1 transformierten, ins Unendliche riickt. Die Ergebnisse bleiben sinn- 
gemiB erhalten, wobei die Konvergenzellipse in eine Parabel iibergeht und 
an Stelle von (6) die Laguerreschen Polynome y, = L* (z) treten. 


(Eingegangen am 14. 5. 1938.) 








Unitaérinvarianten selbstadjungierter Operatoren*). 
Von 
Franz Wecken in Marburg a. d. Lahn. 





Einleitung. 


Von Hellinger [4]*) und Hahn [3] sind notwendige und hinreichende 
Bedingungen fiir die unitare Aquivalenz zweier linearer selbstadjungierter und 
beschriinkter Operatoren im Hilbertschen Raum angegeben worden; durch 
Stone [14], Kap.7, §2 wurde das Ergebnis auf nichtbeschrankte selbst- 
adjungierte Operatoren ausgedehnt. Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich 
mit der entsprechenden Frage fiir selbstadjungierte Operatoren in einem 
nichtseparablen vollstindigen Euklidischen Raume, d.h. in einem Raum, 
in dem alle Axiome des Hilbertschen Raumes?*) gelten mit Ausnahme des 
Axiomes der Separabilitiét. Solche Riume, in denen es nichtabzahlbare 
Systeme von Orthogonalelementen gibt, sind u.a. deshalb von Interesse, 
weil die fastperiodischen Funktionen einen nichtseparablen Raum bilden 
(vgl. Rellich [11], [12]). Wahrend nun der Spektralsatz fiir selbstadjungierte 
Operatoren im Hilbertschen Raum nahezu unveriindert auch im nicht- 
separablen Raum gilt (Rellich [11], Léwig [6]), treten fiir die Theorie der 
unitiren Invarianten beim Ubergang von abzahlbarer zu nichtabzahlbarer 
Dimension die im folgenden angedeuteten neuen Verhiltnisse ein. 

Der unitarinvariante Charakter eines Hermiteschen Operators im end- 
lichdimensionalen Raum ist bekanntlich bereits festgelegt durch Angabe der 
(endlich vielen) Higenwerte und ihrer (endlichen) Vielfachheiten; es wird also 
bei gegebenem Operator H jeder reellen Zahl A eine Vielfachheit % (H, A) 
zugeordnet*), und die simtlichen Zahlen % (H, A) bilden ein vollstindiges 
Invariantensystem von H. Fiir einen selbstadjungierten Operator H im 


*) Diese Arbeit wurde von der philosophischen Fakultat der Philipps-Universitat 
zu Marburg a. d. Lahn preisgekrént und als Dissertation angenommen. 

') Die Zahlen in [] verweisen auf das Literaturverzeichnis am SchluB. 

*) Fiir die den Hilbertschen Raum definierenden Axiome vgl. v. Neumann [8], 
8. 64--66; v. Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Berlin 
1932, S. 19—24; Stone [14], 8.3. Die Ausdrucksweise bezieht sich in dieser Arbeit 
auf komplexe Euklidische Raume, doch gelten alle Uberlegungen auch fiir die ent- 
sprechenden reellen Raume. 

%) Eine Zahl yu, die nicht Eigenwert ist, soll die Vielfachheit 8 (H, uv) = 0 er- 
halten. 
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Hilbertschen Raum § fand Hahn [3] folgendes Ergebnis: Jeder reellen 
Zahl A werden zwei Vielfachheiten zugeschrieben, nimlich je eine fiir das 
Punkt- und Streckenspektrum; aber diese Vielfachheiten bilden noch kein 
vollstandiges Invariantensystem, sondern es miissen zur unitaren Aquivalenz 
zweier Operatoren auBer der Ubereinstimmung dieser Vielfachheiten noch 
gewisse weitere Bedingungen erfiillt sein. Um diesem Mangel abzuhelfen, 
kann man mit Friedrichs [2] jeder abgeschlossenen Punktmenge a der reellen 
A-Achse eine Vielfachheit %(H,a) zuordnen und erhalt dann den Satz: 
Die Zahlen B (H, a) bilden ein vollstindiges Invariantensystem des Operators H. 
Von hier aus wurde in dieser Arbeit versucht, eine auch fiir den nicht- 
separablen Raum giiltige Formulierung zu finden; dem stellten sich zwei 
Schwierigkeiten entgegen. 

Zunichst erwies sich die im Hilbertschen Raum iibliche Definition der 
Vielfachheit als revisionsbediirftig. Nach ihr wiirde niamlich in einem nicht- 


separablen Raum ein Operator mit einfachem Spektrum nicht méglich sein; 


nun hat aber z. B. der Operator = a te (nichtseparablen) Raume der fast- 


dt 
periodischen Funktionen als Eigenwerte alle reellen Zahlen A mit den Eigen- 
elementen gp, (t) = const-e'*', man wird also sein Spektrum jedenfalls 
als einfach bezeichnen. Es muBte daher eine neue Definition der Vielfachheit 
und insbesondere des einfachen Spektrums aufgestellt werden, die natiirlich 


im separablen Raume mit der alten Definition iibereinstimmt. 

Sodann zeigte sich, daB die (neu definierten) Vielfachheiten & (H, a), 
selbst wenn man den Kreis der zugelassenen Punktmengen a auf der A-Achse 
méglichst erweitert, im allgemeinen kein vollstdindiges Invariantensystem 
von H bilden. Um trotzdem eine analoge Formulierung zu erhalten, war es 
notwendig, die A-Achse iiberhaupt zu verlassen. Sie wurde durch eine andere 
,,universelle Spektralmannigfaltigkeit‘‘ A ersetzt, nimlich die Menge aller 
fiir — «© < A< o definierten reellen beschrinkten monoton nicht fallenden 
stetigen bei — oo verschwindenden Funktionen 0 (A); gewissen ausgezeichneten 
Teilmengen s von A, den ,,Spektralbereichen“‘, lassen sich nun Vielfachheiten 
% (H,s) zuordnen, die ein vollstindiges Invariantensystem von H bilden. 
Zur Definition der Vielfachheiten % (H, s) findet eine ,,erweiterte Spektral- 
schar‘‘ P, Verwendung, in demselben Sinne wie nach Friedrichs die Zahlen 
%(H,a) mit Hilfe verallgemeinerter Spektralprojektoren P (a) definiert 
werden. 

Durch Aufstellung einer Normalform fiir beliebige selbstadjungierte 
Operatoren wird die Frage beantwortet, inwiefern man zu einem willkiirlich 
vorgegebenen Invariantensystem einen Operator finden kann. 

Im einzelnen ist die Anordnung diese: Nachdem in §1 Bezeichnungen 
eingefiihrt und die (bekannten) Ergebnisse der fiir den Hilbertschen Raum 
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giiltigen Invariantentheorie im Anschlu8 an Stone [14] und Friedrichs [2] 
dargestellt sind, wird das Punktspektrum besprochen (§ 2) und der Begriff 
der Vielfachheit geklart (§3). In §4 werden, ohne Bezugnahme auf Opera- 
toren, die Menge A und die Spektralbereiche eingefiihrt und ihre Eigenschaften 
untersucht; mit ihrer Hilfe gelingt in §5 die Charakterisierung der Operatoren 
mit einfachem Spektrum. In §6 wird die Erweiterung der Spektralschar vor- 
genommen, die dann in §7 zur Aufstellung einer Normalform und zweier 
gleichwertiger Invariantensysteme fiihrt. Im Anhang I wird an einem Beispiel 
gezeigt, daB eine solche Erweiterung wirklich notwendig ist, da8 also die durch 
die Friedrichssche Spektralschar geleistete Zerlegung des Operators im nicht- 
separablen Fall nicht fein genug ist, um alle seine unitérinvarianten Eigen- 
schaften ans Licht zu bringen. Im Anhang II wird eine in gewissem Sinne 
willkiirfreie Realisation selbstadjungierter Operatoren mit einfachem Spektrum 
angegeben, die eine Illustration zu den Satzen von §5 bedeutet. 


§ 1. 
Unitérinvarianten im Hilbertschen Raum. 


1. Bezeichnungen. Es wird zunichst ein Hilbertscher Raum § (spater 
ein vollstandiger Euklidischer Raum ®) mit Elementen u,v, z, y,... zu- 
grunde gelegt; mit Unterraum oder Teilraum ist stets ein abgeschlossener 
Teilraum gemeint. Sind die Teilriume § und 6 zueinander orthogonal — 
in Zeichen: § 1G —, so wird mit § ®G der von § und 6 aufgespannte 


Teilraum bezeichnet; in ahnlichem Sinne ist Y @ %, gemeint. Wird der 
n=1 


selbstadjungierte Operator H durch den Teilraum § reduziert — d.h ist 
der zu § gehérige Projektor*) P mit H vertauschbar, in Zeichen PouH —, 
so sei mit H, der in & liegende Teil oder Abschnitt von H bezeichnet 5). 
Ist § = Y@*¥F, und wird H durch alle Teilraume %, reduziert, so schreibe 
ich auch H = Y @H,. Unitire Aquivalenz von zwei Operatoren R und S 
wird durch R ~S ausgedriickt. 


Die linksstetige Spektralschar des betrachteten Operators wird im all- 
gemeinen mit P, bezeichnet. Funktionen von A, wie sie in der Form | P, z|? 
erhalten werden, also linksstetige, monoton nicht fallende, beschrinkte, 
bei — o verschwindende Funktionen werden M-Funktionen genannt und 
mit (A), o(A), t, 9, x, y bezeichnet. Einer M-Funktion o (A) laBt sich 
in bekannter Weise eine nichtnegative totaladditive Mengenfunktion zu- 


*) ,,Projektor bedeutet Projektionsoperator, vgl. [1], S. 54. 
5) Vgl. v. Neumann [8], S. 78. 








a) 
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ordnen *), die wieder o (m) genannt werde. Sie ist erklirt fiir alle o-meBbaren 

Mengen m der A-Achse, das sind solche, die durch die Abbildung 9 = 9 (A) 

in Lebesgue-meBbare (,,L-meBbare‘‘) Mengen der o-Achse iiberfiihrt werden, 

und bei stetigem g (A) ist o (m) das L-Maf der Bildmenge. Alle Borelschen 

Mengen (,,B-Mengen‘‘) sind o-meBbar, Fiir gewisse o-mefbare Funktionen 

{(A) laBt sich das Lebesgue-Stieltjes-Integral j f(A) do(A)_ erklaren ”) 
m 


(m o-meBbar); es ist Jae (A) = o(m). 
Die nein a at 0 (,,0 liegt unter 0‘) oder 9 > o besagt, daB o sich 


als o (A) = t 1) dew) schreiben laBt*), oder auch, daB aus o(b) = 0 
fiir jede B- -Menge b folgt a(b) = 0°). o ~ e(,,dquivalent*‘) ist durcha < 9 <o 


erklart; dies ist eine Aquivalenzrelation, die eine Klasseneinteilung der be- 
trachteten Funktionen erzeugt. Statt |P,y|*<|P,2|* baw. |P,y|? 
~|P,2\* wird auch y < 2(x > y) bzw. y ~ a geschrieben. 

Der von allen Elementen P,z (— «7 <A< @) bei festem z aufge- 
spannte Unterraum heiBe M (z)™). 


2. Unitérinvarianten nach Hellinger und Hahn. (Formulierung nach 
Stone [14], Kap. VII.) 

Satz la. R sei ein selbstadjungierter Operator in dem Hilbertschen 
Raume §. Dann gibt es 

1. eine leere, endliche oder abzihlbar unendliche Menge reeller Zahlen 
(,,Bigenwerte‘‘), soweit vorhanden, mit A,, Ag,... bezeichnet (A, + A, fiir 
k + Y, 

2. zu jedem k, zu dem A, definiert ist, eine Menge von Raumelementer 
Up, Ug, --- der Méchtigkeit n, (,,Vielfachheit von A,‘°, 0 << ny S %), 

3. Raumelemente x,, %g,... 
mit folgenden Eigenschaften: Ruy, = Aytiy,, |Uxi = 1; M(uy,) L M (uy y) 
aufer, wenn k=k’, lL=V’; M(u,,) LM (z,): | P,x,|* stetig in A; x, > Tyx13 
M(z,)1 M(x) firk +l; H= J OMe) FSM (am). 


Satz 1b. Die in Satz la gueseaibn Evgenwerte ‘ds sind mit ihren Vielfach- 
heiten n, (bis auf die Reihenfolge) durch R eindeutig bestimmt. Die Elemente x, 
sind (einschlielich Reihenfolge) bis auf Aquivalenz x, ~ x, durch R bestimmt. 
Die Eigenwerte mit Vielfachheiten und die Aquivalenzklassen der x, bilden 
cusammen ein vollstindiges System von Unitirinvarianten des Operators R. 


) [14], S. 200ff. 

7) [14], Kap. VI, §1. 
®) [14], S. 213-214. 
*) [14], Lemma 6. 5 (2), 8. 215. 
10) [14], Satz 7. 2, S. 243. 
Mathematische Annalen. 116. 
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3. Umformung. Diese wohlbekannten Sitze sollen zunichst so um- 
geformt werden, da8 die Trennung von Punkt- und Streckenspektrum ver- 
schwindet. Dazu sei y, = ~ 2-*u,, (die nicht erklarten Terme sind zu 


unterdriicken). Dann ist offenbar M(y,) = 2 @M(uyz,) und y, > y 44. 
k 


Die y, haben fiir das Punktspektrum dieselbe Bedeutung wie die z, fiir das 
Streckenspektrum: durch die A, und m, sind die Sprungstellen der Funktionen 
gx (A) = | P,y,|* und damit die Aquivalenzklassen der y, festgelegt und 
diese gestatten wiederum die Ermittelung der A, und n,, bilden also ein voll- 
standiges Invariantensystem fiir das Punktspektrum. 


Nun sei z, = 2 + yy. Es ist | P,z,|? = 0,(A) = | P,z,{? + | Pryn|?; 


es folgt z, > z,.1, M (ze) = M(x.) OM (y,) und § = = Om (z,). Die 
Aquivalenzklasse von z, ist durch diejenigen von z, und y, bestimmt und 
umgekehrt. Die beiden Satze kénnen jetzt folgendermaBen ausgesprochen 
werden : 

Satz 2a. Ist R ein selbstadjungierter Operator im Hilbertschen Raum §, 
so gibt es Elemente z,.€ 5 (k = 1,2,...) mit zy > 2.1, M(z,) L M (z,) 


jirk +1, § =F OM (ex). 


Satz 2b. Die in Satz 2a genannten Elemente z, sind bis auf Aquivalenz 
z, ~~, durch R bestimmt und die Aquivalenzklassen der z, bilden ein voll- 
stiindiges System von Unitdrinvarianten des Operators R. 

Diese vorliufige Formulierung soll jetzt als Ausgangspunkt dienen. 

4. Erweiterte Spektralschar’’*). Die von Friedrichs({l] und [2}) 
angegebenen verallgemeinerten Spektralprojektoren, die linearen Punkt- 
mengen zugeordnet sind, lassen sich zwar ohne Schwierigkeit in der dort 
angegebenen Weise als totaladditive Mengenfunktionen einfiihren, doch kann 
man unter Benutzung der Theorie der Funktionen F (R) eines selbstadjun- 
gierten Operators R (von Neumann [10] und Stone [14], Kap. VI) ihre De- 
finition und ihre Eigenschaften unmittelbar angeben. 

Es sei R ein selbstadjungierter Operator in §. Diejenigen Funktionen 


2 


F(R) (= j F (A)d P,, vgl. 8. 431, insbes. Anm."*)), die Projektoren sind, kénnen 


— x 


jlfiir AE b 
|0 sonst, 

wo b eine B-Menge der reellen A-Achse ist™). Der Projektor F (R) soll mit 
P (b) und die Gesamtheit der P (b) als erweiterte Spektralschar von R be- 
zeichnet werden. P (b) ist mit jedem mit R vertauschbaren Operator ver- 


simtlich in folgender Weise erhalten werden: man setze F (A) = 


toa) Vgl. § 6. 
') [14], Satz 6.6 (3), S. 232, und Satz 6.8, S. 234. 
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tauschbar. Nach [10] ist diese letzte Eigenschaft, wenn sie einem Projektor P 
zukommt, auch hinreichend fiir das Bestehen einer Gleichung P = F (R), 
also P = P(b), was hier nicht benutzt wird, aber in anderem Zusammen- 
hange (§ 6, Satz 23) von Interesse ist. 

Nach [14] (Satz 6.1, 8.221) ist weiter P(b,) P(b,) = P(b,b,) und, 
wenn b,b, = Oist, P (b,) + P(b,) = P(b, + by); ferner| P (b) |? = J doa) 
= o(b), wenn | P,xz|? = 9 (A) ist. 

Nach Satz 2b ist insbesondere die Anzahl B (R) der nicht verschwinden- 
den z, eine Invariante; sie werde als Vielfachheit des Spektrums von R be- 
zeichnet. Ist R, der im Unterraum P (b) § liegende Teil von R, so ist auch 
jede Unitarinvariante von R, eine solche von R, insbesondere die Vielfach- 
heit B(R,) = B (R, b), die als Vielfachheit von R iiber b bezeichnet werde*), 


5. Unitérinvarianten nach Friedrichs. 


Satz 3. Die Vielfachheiten B (R, a) eines selbstadjungierten Operators R 
in § tiber allen abgeschlossenen Punktmengen a bilden ein vollstindiges In- 
variantensystem von R. 

Beweis. Ks ist offenbar nur noch zu zeigen, daB die in Satz 2b genannten 
Invarianten sich durch die Zahlen B (R, a) ausdriicken lassen. Da die Aqui- 
valenzklasse von 2,, d.h. von 0,(A) = | P,z,|*, charakterisiert ist durch 


die B-Mengen b, fiir die J do.) = 0 bzw. P (b) z, = 0 ist, ist also aus den 
8 


B (R, a) zu ermitteln, ob 0,(b) = 0 ist oder nicht. Nun gibt es bekannt- 
lich zu 9, und b abgeschlossene Punktmengen a,, ag,... mita, Ca,C...&b 
und 9, (4;) —>_ @x (b); es ist also 9, (b) = 0 dann und nur dann, wenn fiir 
jede abgeschlossene Menge afb o0,(a) = 0 ist, d.h. man kann sich auf 
abgeschlossene Mengen beschranken. Es wird nun behauptet: es ist 0;(a) = 0 
dann und nur dann, wenn & (R, a) < k ist. 

Es seien 2, Z9,... nach Satz 2a gewahit, a abgeschlossen und 
v, = P(a)z,. Dann werden die v, (anstatt z,) fiir R, (statt R) in 
§, = P(a) § (statt H) die Bedingungen von Satz 2a erfiillen. z, > z,,., be- 
deutet: P(b)z, = 0 zieht P(b)z,,,—= 0 nach sich; folglich zieht 0 = P(b)v, 
= P(b) P(a)z, = P(ab)z, nach sich 0 = P(ab)2z,,, = P(b) 4, also 
ist VO, > 4,4). Aus M (z,) LM (z,) folgt Me (v,) LM (v,). Wegen 
5 = Dy @®M(z,) kann jedes x € H durch endliche Linearkombinationen 

k=1 

von Elementen P,z, approximiert werden, hat also die Gestalt 


x =lim LY (2 Her P;, 2x) (%,, komplexe Zahlen), 
ee 


12 )Im Falle ? (b) = 0 werde sinngemaB B (Rk, b) = 0 gesetzt. 











428 F. Wecken. 
jedes y € §, also die Gestalt 
y = P(a) x = lim P (a) x (2 ei Pi, 22) 


= lim & (2X X41 Pj, Vx): 
k i 


d.h. es ist §, =~ ® M (v,). 
=} 


Somit ist B(R,a) die Zahl der nicht verschwindenden v,. Da v, = 0 
V,~., = O impliziert und |v,|!? = o,(a) ist, gibt es entweder ein ganzes 
N > 0. so dab o,(a) - Io, | + 0 fiir k =N 

, |= 0 fir k>N 
N = %(R,a), oder es ist B(R,a) = % und stets o,(a) + 0. In beiden 
Fallen ist die Behauptung bestatigt und damit der Satz 3 bewiesen. 


ist, und es ist dann 


Die gewonnene Formulierung wird offenbar auch dem Punktspektrum 
gerecht, da man, fiir a die nur aus der Zabl « bestehende Menge einsetzend, in 
% (R,a) sofort die Vielfachheit des Punkteigenwertes yw erhilt *). Sie 
hat gegeniiber der Formulierung in Satz 1 oder 2 den Nachteil, daB sich an 
ihr nicht gut iibersehen la8t, inwieweit man die Invarianten willkiirlich vor- 
schreiben kann, sie also keinen Uberblick iiber die Gesamtheit der méglichen 
Typen von Operatoren und keine Normalform liefert. 


§ 2. 
Punktspektrum. 


Den durch ein bestimmtes vollstandiges Invariantensystem gekenn- 
zeichneten unitaérinvarianten Charakter eines Operators bezeichne ich als 
seinen T'yp; m.a. W.: ich teile siimtliche Operatoren in Klassen unitir aqui- 
valenter ein und ordne jeder Klasse einen Typ zu. Die Aufsuchung der Unitar- 
invarianten, die Aufgabe dieser Arbeit, ist dann gleichbedeutend mit der 
Kennzewhnung stimtlicher Typen selbstadjungierter Operatoren. — Besteht 
zwischen den Operatoren A,, A,, A, mit den zugehérigen Typen £,, E,, E, 
die Beziehung A, = A, @ A, oder A, ~ A, @ Az, 80 ist offenbar EL, durch 
E, und £, in bestimmter Weise festgelegt, was ich durch die Schreibweise 
E, = E,@ E, andeute. Durch A ~ E driicke ich aus, daB A dem Typ £ 
angehért; man kann sich hierbei unter EF auch eine bestimmte, ein fiir 
allemal gewihlte ,,Realisation‘‘ des betreffenden Typs vorstellen; vegl. 
Anhang II. 


8) Die in [3] und [14] (S. 267) definierten Vielfachheiten ,,eines Punktes hin- 
sichtlich des kontinuierlichen Spektrums haben hiermit nichts zu tun. Sie bilden ein 
unvolistandiges Invariantensystem, vgl. die Einleitung. 
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Im Hilbertschen Raum ist, wie gezeigt, eine gemeinsame Behandlung 
des Punkt- und Streckenspektrums méglich und liefert eine fiir beide Teile 
angemessene Formulierung (Satz 3). Im nichtseparablen Raume bietet das 
Punktspektrum nichts Neues, wihrend das kontinuierliche Spektrum einen 
umstandlicheren Apparat erfordert. Zwar wire es auch hier durchaus 
méglich, beides gemeinsam zu behandeln™*) und die Hauptsitze ohne Fall- 
unterscheidung auszusprechen, doch wiirde dies einerseits eine fiir das 
Punktspektrum unsachgemiBe (weil zu umstindliche) Formulierung des 
Endergebnisses bedeuten (genau so wie die Formulierung von Satz 2 fiir das 
Punktspektrum unsachgema8 war), andererseits die Diskussion des Strecken- 
spektrums undurchsichtig machen. Es erschien deshalb geraten, das Punkt- 
spektrum kurz vorweg zu behandeln. 


Es sei also R ein selbstadjungierter Operator in einem Raume R = §" 
von beliebiger Dimension n. Ist P, die linksstetige, P,, die rechtsstetige 
Spektralschar von R, so ist bekanntlich Q, = P,, — P, der Projektor des 
zum Eigenwert A gehorigen Eigenraumes; wird QQ = 2Q,, P=1—Q 


gesetzt, so hat Roy reines Punktspektrum, R,, reines kontinuierliches 
Spektrum. Der allgemeine Operator R hat also die Gestalt R = A @4H, 
der allgemeine Typ die Form F @ E, wo A bzw. F reines Punktspektrum, 
H bzw. E reines Streckenspektrum haben und im iibrigen ganz unabhangig 
sind. Ich betrachte also zuniichst einen Operator A mit reinem Punkt- 
s pektrum. 

Die bekannten Tatsachen kénnen hier in sinngemiBer Ubertragung 
ohne Beweis ausgesprochen werden. Ein vollstindiges Invariantensystem 
erhilt man durch Angabe der simtlichen Eigenwerte, d. h. der A mit Q, + 0, 
und ihrer Vielfachheit % (A, A), d. h. der Dimensionszah!] des Raumes Q,8. 
Setzt man @(A, A) = 0 fiir Q, = 0, so gewinnt man die Formulierung: 
Der Typ von A ist gekennzeichnet durch eine Funktion @(A, A), die jeder 
reellen Zahl i eine Kardinalzahl zuordnet. Die Typen F von reinem Punkt- 
spektrum entsprechen eineindeutig den simtlichen Funktionen dieser Art. 


Als Vielfachheit des gesamten Spektrums von A, B(A), wird man sinn- 
gem&B die kleinste von keiner Vielfachheit eines Eigenwertes iibertroffene 
Kardinalzah] bezeichnen. 

Im Hinblick auf spitere Sitze iiber das Streckenspektrum (Satz 27, 29) 
ist es wiinschenswert, eine bestimmte Normalform fiir F zu gewinnen. Ist Z 
die Menge der reellen Zahlen, ¢c eine Teilmenge davon, so sei mit F, der Typ 
bezeichnet, der jede Zahl A€c¢ und nur diese als Kigenwert hat, und zwar 
mit der Vielfachheit 1. Ist die Vielfachheit @(A,4) =n + 0 fiir Aec 


134) Vgl. Anhang II. 
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und sonst Null, so schreibe ich A~nxF, (also 1xXF,=F,, 2x F, 
= F,@®F,) und sage: A hat das Punktspektrum c und auf ¢ durchweg die 
Vielfachheit n™). Dann gilt 

Satz 4. Man zerlege die Menge der reellen Zahlen in eine Menge € paar- 
weise fremder, nicht leerer Teilmengen ¢:Z = x, und ordne jeder Menge 

ce 
ce€€ eine Kardinalzahl 3(c) wu, jedoch so, daB 3(c) + 3(c’) fiir c = c' ist. 
Dann ist 
F= 228 (()xF,) 


ce€, aco 
ein selbstadjungierter Typ mit reinem Punktspektrum; man erhdlt auf diese 
Art jeden solchen Typ, und zwar jeden genau einmal. 
Die Zahl der verschiedenen wirklich auftretenden Vielfachheiten kann 


jede Kardinalzahl S x sein. Ein Operator A mit einfachem Spektrum ist 
in jedem Raum mit einer Dimensionszahl S x méglich. 


§ 3. 
Vielfachheit. 


Eine Definition der Vielfachheit des Spéktrums, insbesondere auch die 
Erklarung, wann das Spektrum eines Operators einfach ist, wurde oben 
(§ 1, 4, 8. 427) wie auch bei Stone ([14], Def. 7. 1, 8. 267; Def. 7. 2, 8. 275) 
erst ausgesprochen, nachdem ein vollstandiges Unitarinvariantensystem be- 
reits vorhanden war. Der Satz 3 ist deshalb auch wenig anwendbar, solange 
es nicht gelingt, die Vielfachheit einfacher zu definieren. Das ist in der Tat 
méglich ; es ist aber zweckmaBig, zunachst fiir einfaches Spektrum eine andere 
Definition aufzustellen. Die fiir den Hilbertschen Raum wohlbekannte 

Definition la: Der selbstadjungierte Operator R in § hat einfaches 
Spektrum, wenn es ein EH mit H = M(x) gibt —, 
erfaBt in gleicher Weise Punkt- und Streckenspektrum; sie ist auch im * 
giiltig, und man ist versucht, sie auch auf den nichtseparablen Raum anzu- 
wenden. Nun wird aber §M (z) schon durch die abzahlbar vielen Elemente P, x 
mit rationalem A aufgespannt und ist daher stets separabel. Ein einfaches 
Spektrum wire demnach nur in einem separablen Raume méglich, im Wider- 
spruch zu der Bemerkung am Schlu8 von §2. Das einfache Spektrum ist 
also anders zu erklaren. 

Um zu einer allgemeingiiltigen sachgemiBen Definition zu kommen, 
gehe ich von folgender Uberlegung aus. Der Operator R gestatte eine Zer- 
legung R = 2, @ R, (3 eine Indizesmenge); dann entsteht das Spektrum 


%*) Vgl. Definition 12, 8. 445. 
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von R durch Superposition der Spektren der R,. Treten unter den Sum- 
manden R, zwei unitér aquivalente auf, so wird gewi8 das Spektrum von R 
mehrfach sein; hat umgekehrt R ein mehrfaches Spektrum, so ist jedenfalls 
im Falle des Punktspektrums eine Zerlegung méglich, in der zwei unitir 
aquivalente Summanden vorkommen. Dies fiihrt zu folgender Formulierung: 

Definition 1b. Das.Spektrum von H ist einfach, wenn es nicht zwei zu 
einander orthogonale, H reduzierende, nicht nulldimensionale Teilriume §, 
GCR mi H, ~ Hg gibt. 

Satz 5. Im separablen Raume sind Def.1a und 1b gleichwertig. 

Beweis. Im 8" ist die Behauptung trivial. Sei R ein selbstadjungierter 
Operator in § und der Tatbestand von Def. la, aber nicht von Def. 1b erfiillt. 
Es sei also § = M(z) und Ry~ Re. Sei y CF beliebig mit y + 0; es 
gibt dazu ein entsprechendes z € © mit | P,y| = | P,z|(— «0 <A< @)%), 
Seien im Sinne von [14], Satz 6.2 die Elemente y und z bzw. den Funk- 
tionen f(A) und g (A) zugeordnet [wofiir man nach F. RieB™) 


y= f f(a)d P, 2, z= { 9@aPe 


schreiben kann], so ist nach [14] mit 9 (A) = | P,z|* 
i—o A 


Pig? = J |Me)Pdo), | Pazl* = J |g Pde (W), 


(P.y, 2) = f f(u)g (uw) do (u). 


Aus |P,y| = |P,2| folgt nun |f (A)|? © |g (2)|* (a. h. |f (A)? = |g (2)? bis 
auf eine g-Nullmenge oder |/(A)|* o-aquivalent |g(A)|*), |/(A)| @|g(A)|; aus 
ye %, EG folgt My) Mlz), (P,y,z) = 0, f(A)g(4) MO, |f (A) 
@ |f(A)g(A)| @ 0, y = 0 (Widerspruch). Sei Def. 1a nicht erfiillt; dann 
ist in der Bezeichnung von Satz 2a die Zahl der nicht verschwindenden unter 
den z, mindestens zwei, also 


H = M(z,) OM (ze) D...,  z > ze +O. 
Es sei 9, (A) = | P,2,|*, 02 (A) = | P,24|?; F (A) > 0 sei nach [14], S. 213/214 
i—o 





gewahlt mit (A) = j F (u)do,(u); f(A) = YF (A). Ein Element 
xz € M(z,) sei erklart durch 


z= f MaaP,z, 





5) Namlich z = Uy, wenn U die isometrische Abbildung von § auf @ ist, die die 
Aquivalenz zwischen R, und Re vermittelt. 
16) F, RieB, [13] und Acta Sci. math. Szeged 7 (1935), S. 147—159. 
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wo das Integral wie oben zu verstehen ist. Dann ist M(x) © M(z,), 
A-o 


M(z)L M(z_), | Pi z= it \f (u)|?de,(u) = @2(4) = | P,2.\*. Wird nun 


¥ = Miz), G = M (z,) guoctst, so sind nach [14], Satz 7.10 R, und Re 
unitér aquivalent zu einem und demselben Operator H, im Raume &, (z) 
= 22 (02) = Lz (Ze) (vgl. [14], Def. 6. 1; 2, (@) ist der Raum der o-meBbaren 
und quadratisch o-integrablen Funktionen f(A), und H, fiihrt f (A) in Af (A) 
iiber, wenn f(A) und Af (A) in 2, (@) liegen), also Ry ~ Rg, w. z. b. w. 

Der Beweis liefert noch folgendes Kriterium fiir einfaches Spektrum. 

Satz 6. (Erstes Kriterium.) Das Spektrum des selbstadjungierten 
Operators R in R ist dann und nur dann einfach, wenn es nicht zwei Elemente 
x,y € R gibt mit 

+0, |P,2| = |Pyy| (—2e <A< om), M(z) LM (y). 

Der Bezeichnung ,,einfaches Spektrum‘ ist somit jetzt ein eindeutiger 
Sinn verliehen durch Def.1b und durch das eben gewonnene Kriterium, 
wofiir in § auch Def. 1a verwendet werden kann; weitere notwendige und 
hinreichende Kriterien werden sich spiter (S. 442, 443) ergeben. Aus Def. 1b 
folgt, daB das Spektrum von FR dann und nur dann einfach ist, wenn bei 
Zerlegung R= A @H nach Punkt- und Streckenspektrum (vgl. §2) A 
und H einfaches Spektrum haben. 

Der Begriff der Vielfachheit kann nun auf den des einfachen Spektrums 
zuriickgefiihrt werden (vgl. Friedrichs [2], 8. 81). 

Definition 2. Die Vielfachheit des Spektrums von R (kurz Vielfachheit 
von R), B (R), ist die kleinste Kardinalzahl n, so da eine Zerlegqung R = 2 @R, 


in n Abschnitte R, mit einfachem Spektrum méglich ist. 


Def. 2 ist also sinnvoll, sobald gezeigt ist, daB jeder selbstadjungierte 
Operator iiberhaupt eine Zerlegung in Abschnitte mit einfachem Spektrum 
zulaBt ; dies wird allgemein erst in Satz 17, § 5, geschehen. Ist aber R = A @H, 
wo A reines Punkt-, H reines Streckenspektrum hat, so ist $ (A) jedenfalls 
sinnvoll, und wenn %(H) Sinn hat, dann auch @(R), und zwar ist 
%(R) S B(A) + B(A). Daaber mit A und H auch R einfaches Spektrum 
hat, gilt sogar @(R) = Max(%(A),B(H)). Im Hilbertschen Raum ist 
zufolge Satz la die Def. 2 stets sinnvoll, und es ist nun nachzuweisen, daB 
sie mit der alten Definition (§ 1, 4, 8. 427) iibereinstimmt. 

Wird die alte Vielfachheit voriibergehend mit %, bezeichnet, so ist 
offenbar auch %,(R) = Max (B, (A), By (H)) und By (A) = B (A), es ist 
also nur zu zeigen: B,(H) = % (HA), d. h. man kann sich auf reines Strecken- 
spektrum beschriinken. Es ist demnach folgendes zu zeigen: fehlen in Satz la 
die Punkteigenwerte, so ist die Zahl der nicht verschwindenden =, (also By(H)) 
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gleich der Minimalzahl @(H) der y,, die man zu einer Zerlegung 
5 = 2 @® M(y,) bendtigt. Nun ist einerseits B(H) S B, (A) infolge der 
Minimaleigenschaft von % (H); andererseits kann man bei der schrittweisen 
Konstruktion der Elemente z, nach [14], Satz 7.5, 8. 250ff., von den Ele- 


menten y, ausgehen, und die Zahl der von Null verschiedenen Elemente 
erhdht sich bei dem Verfahren nicht, da 


EF OM(y) SF OMe) (n = 1,2,...) 
ist ({14], 8S. 258, erste Formel), es ist also 
B,(H) S B (A), B,(H) = B (A). 


Von jetzt ab wird in §§4 bis 7, wenn nichts anderes bemerkt ist, ein 
Operator H mit reinem Streckenspektrum in einem Raume & betrachtet. 


§ 4. 
Spektralbereiche. 


Definition 3. A sei die Menge aller stetigen, beschriinkten, monoton nicht 
fallenden, ftir alle reellen 2 definierten, bei — © verschwindenden Funktionen 
(kurz ,,A-Funktionen genannt). Ist 0 (A) CA, so wird o(@) fiir lim @ (A) 
geschrieben. we? 

Die A-Funktionen sind also die stetigen unter den M-Funktionen (vgl. 
S. 424); mit o,0,... werden in diesem Paragraphen nur A-Funktionen be- 
zeichnet. 

Satz 7. Ist 9€ A, co EA, so ist fiir o < @ notwendig und hinreichend, 
daB o eine totalstetige Funktion von o ist. Diese Funktion ist dann eindeutig 
bestimmt im Intervall (0, 9 (%)). 

Beweis. 1. Es seia < 9. Aus o(b) = 0 folgt o (b) = 0, insbesondere 
a (A;) = a (Ag) aus o (A;) = @ (Ag); o (A) kann also als s(0(A)) geschrieben 
werden, wo s(t) in 0< t< @(o) eindeutig bestimmt, stetig und monoton 
ist. Totalstetigkeié einer monotonen Funktion o = s(o) ist nun gleich- 
bedeutend damit, daB sie jede (oder auch nur jede Borelsche) Nullmenge aus 
0< o< e@(o) auf eine Nullmenge der o-Achse abbildet. Jede B-Menge in 
0< 0 < @(o) ist Bild einer B-Menge in —~ <A< &; es ist also zu 
zeigen: wird eine B-Menge b der A-Achse durch 9 (A) auf eine Nullmenge ab- 
gebildet, dann auch durch s(g(4)) = (A). Dies besagt aber gerade: aus 
o(b) = 0 folgt o(b) = 0. — 2. Es sei o(A) = s(0(A)), s totalstetig. Dann ist 

e@) a a 
a(4)= | s(t) dt = f s'(o(u))do(u) = f f(u)detu), 


— co 


also o < 9. 
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o < @ ist insbesondere stets dann erfiillt, wenn fiir passendes p > 0 
und jedes Intervall i gilt (i) S po(i); dies bedeutet sogar eine Lipschitz- 
Bedingung fiir die Funktion s (@) und hat zur Folge, daB fiir jede o-meBbare 
Menge m auch o(m) S pe (m) ist. 


Sind 9, (A), o2(A),... A-Funktionen und ist 2 0,(0)< @, so ist 
n=1 


z 0, (A) gleichmaBig konvergent und 9 (4) = 2 o,(4) €A; insbesondere 
1 an=1 


fiihrt die Bildung endlicher Summen aus A nicht hinaus. Es ist dann 9, (i) 
S oe (i), daher 0, < @. 

Definition 4. Ein Spektralbereich (kurz S-Bereich) ist eine nicht leere 
Teilmenge s < A mit folgenden Eigenschaften: 


a) aus 0€ s, a €A, o < o folgt a Es, 


b) aus 0,€5 (n= 1,2,...) und L 0,(e%)< @& folgt & on (A) Es. 
n=1 a= 

A ist selbst ein S-Bereich. Der Durchschnitt beliebig vieler S-Bereiche 

(geschrieben: s,s; [J s,) ist wieder ein solcher. Jeder S-Bereich enthilt 


nur ganze Aquivalenzklassen: aus 9 €s, 90 ~o folgt o€ s. 


Definition 5. Ist M eine Teilmenge von A, so heift der Durchschnitt 
aller M umfassenden S-Bereiche der von M erzeugte S-Bereich und wird mit 
[Me] bezeichnet. Besteht insbesondere M aus einer einzigen Funktion 0, so heift 
[M] = [e] ein primitiver S-Bereich. Der S-Bereich [0], der nur die Funktion 0 
enthilt, wird auch der leere S-Bereich genannt. 


Satz 8. [0] ist die Menge aller o mit «o < 0. 


Beweis. Zu zeigen ist offenbar nur dieses: ist o CEA, ¢ = z o, und 


o, <@, so ist auch o < 9. Sei b eine B-Menge, o(b) = 0; ion ist also 
o, (b) = 0 und es ist zu zeigen o(b) = 0. Dies folgt daraus, daB ganz 


allgemein o (b) = P 4 o,, (6) ist. Um diese Gleichung zu beweisen, setze ich 


= Be, ky Pan = z Ox es ist 
k=1 k=n+ 
a (0) S 0 (c),—>0"), te + =o, ta (6) = 2 on) 
la (b) — F o4(6)| S gu (00) +0, o(b)= F on (0), 
w. z. b. w. 


17) Wegen Y, (%) vgl. Definition 3. 
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Es ist demnach o < 9 bzw. o~o gleichbedeutend mit [o] & [0] 
bzw. [o] = [e]. 


[e] ist die Menge der Funktionen o (4) = s(0(A)) mit totalstetigem 
eA) 


monotonem 8, also ¢ (A) = j { (t) dt mit f (t) =} 0; man hat eine eineindeutige 


0 
Zuordnung zwischen [g] und der Menge der in 0 St S e@ (oc) definierten, 
meBbaren und integrablen Funktionen f(t) = 0 (Funktionen, die nur auf 
einer Nullmenge verschieden sind, als identisch betrachtet). Wie spiegelt sich 
nun die Beziehung o, < a, fiir o,,0, €[e] in diesen zugeordneten Funk- 
tionen f(t)? Sei by eine B-Menge der A-Achse; es ist festzustellen, wann 
6, (bp) = 0 und wann a, (by) = 0 ist. Da o, und o, Funktionen s, und s, 
von g sind, kann man statt by das Bild b auf der o-Achse zugrunde legen, hat 


also s, (b) und s,(b) zu betrachten. Nun ist s (b) = Je (t) dt; es ist s(b) = 0 


dann und nur dann, wenn s’(t) = 0 ist fiir fast jedes¢ €b. s,(b) = 0 wird 
8,(b) = 0 dann und nur dann fiir jedes b nach sich ziehen, wenn aus s; (t) = 0 
fiir fast jedes ¢ folgt s, (¢) = 0, d.h. wenn die Menge der ¢ mit s; (t) + 0 
diejenige mit s,(t) + 0 umfaBt"). 

Definition 6. Ist o< 9,a¢=8(0), so sei die Menge der t mit 
0<t< e(o), s’ (t) + O mit m& bezeichnet. 

Fiir o,, ¢2 €[g] ist also 0, < o, gleichbedeutend mit m{, C m{ %), 
0, ~~, mit mf, = mf, *). Isto, < o, und nicht o, ~ oj, so ist die Differenz 
von mf und m§, keine Nullmenge, also m (m{,) < m (m{,) (m(m) = L-MaB 
von m). [0] [o] = [0] ist gleichbedeutend mit m (m§, m{,) = 0. 

Satz 9. Ein S-Bereich, der in einem primitiven enthalten ist, ist selbst 
primiti. 

Beweis. Es sei s ein S-Bereich mit s C [go]. a@ sei die obere Grenze der 


Zahlen m(m%) (o € s), und es Seien o,, 09,...€s gewahlt mit m (még) ca 


Wird 2 ms. =m gesetzt, so ist m(m) 2a. Es seien Zahlen p, >0 


na=1 oc oo 
(n = 1,2,...) gewahlt mit Z p,o,(0)< © und es sei c= ZL py oy. 
n=1 n=1 
Da offenbar fiir t, y€[e] m?,, = m+ mi‘) ist, folgt 
mi 2 mf) (n=1,2,...), mg2m”™*), m(mi) > a; 
o€s, m(m’) = a. 
Ich behaupte, daB s == [o] ist. Gabe es nimlich ein t€ 5s, t ¢ [co], so ware 
y=a+tE€s, p >a, ~ F[o], also m(m{) > m (mf) = a (Widerspruch). 
Satz 10. Ist s ein S-Bereich-und 0 € A, so gibt es eine und nur eine Zer- 
legung 0 =a + @ mit o€s, PCA, [g]s = [0]. 


18) Bis auf eine Lebesguesche Nullmenge. 
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Beweis. té[o] sei gewahit mit [t] = [o]s (Satz 9); es sei m = mi, 

im sei das Komplement von m im Intervall OS tS 0(@). Es sei 
a (A) = s(e(A)), @ (A) =f (e(A)), wo s(t) und f(t) totalstetig und durch 
+ (0) = #(0) = 0, faa lt ee ra 1° auf m 


10 auf in 11 auf m 


erklart sind. Dann ist o ~ 1, also a € 5; s(t) + f(t) = t, daher o (A) + @ (A) 
= o(A); [g] ist die Menge derjenigen Funktionen zx (A) = h(o (A)), fiir die 
h'(t) = 0 auf m ist. Unter diesen gibt es auBer 9 keine, fiir die h’(t) = 0 
auf m ist, d. h. die in [r] = [e]s liegt; also ist [p]s = [~][o]s = [0]. — Die 
Eindeutigkeit erkennt man so: angenommen, o und g kénnten durch o, 
und 9g, ersetzt werden. Da o, < 0, 9, < @ ist, kann jedenfalls o, = s, (0) 
und , = /,(@) geschrieben und s; (t), fj (t) gebildet werden. Da o, < 1 
ist, ist s(t) = 0 auf m. Ware nicht f, (t) = 0 auf m, so sei 


{ fi (t) auf m 


0=0, g(t) = 
9) 4 \O auf m 


und es wire w(A) = g(o(A)) < 9, (4), y+ 0, pes, also [g,}5 += (ol 
Also ist f, (t) = 0 auf m. Dann folgt auch s(t) = 1 auf m, f, (t) = 1 auf m 
so daB s, = s, f, =f und o, =a, 9, = ¢ ist. 


Satz ll. Ist o = J o, ¢ A, o < 0, so gibt es a1, 09,... mit o, <0 


e ast 


no 
a= 2 oz. 
n=1 
Beweis. Im Intervall i = [0, 0(o)] entsprechen den Funktionen 0, 
die Punktmengen m, = m% (mn = 1,2,...) und es ist Y m, =i"). Denn 
A 


n=1 


wired =i— J m, (o. B.d.A. Borelsch) keine Nullmenge: m (bd) = p > 0, 


n=1 


so gabe es eine B-Menge b der /-Achse, deren Bild auf der o-Achse D ist. 
Es ist 0 (b) = m(d) = p. Ist 0,(A) = 1, (0 (A)), so ist r’, (t) = 0 auBer fiir 
t€m,, insbesondere r'(t) = 0 fiir t€d; daher 0, (b) = { r (t)dt = 0, 


iy 
e (b) = & oe, (b) = 0 (Widerspruch). Es seien Mengen m’, gewahlt mit 


n—1 


x0 - 
m, cm,, & m, = 2 m,, jedoch paarweise fremd, z. B. m’, = m, — m, > m,. 
n=1 k=! 


a=1 


Ist o = $(0), Go, = 8, (0) mit 8} (t) = [s (t) auf mi, 


so ist o, < 0, und 
| 0 sonst, 


a, (A) = j s’ (t)dt = s (i,- mi‘), wenn i, = (0, @ (A)) ist; folglich, 
tem,t<o 
wie behauptet, 
E 0, (4) = 8(i:- Fm) =si) = fs’ (dt = 8(0(d) = 0). 
0 A) , 


n=1 n <t<g( 














Unitarinvarianten selbstadjungierter Operatoren. 437 


Definition 7. Ist S eine Menge von S-Bereichen s, so wird der von der 
Vereinigungsmenge der s€ S erzeugte S-Bereich (vgl. Def. 5, 8.434) mit L s 
sec 


bezeichnet; entsprechend ist s +t, iz 5k erklart. 


Das Zeichen + oder Y heteaiat ais nicht die Bildung der Vereinigungs- 
menge selbst. 
Satz 12. Ist S eine Menge von S-Bereichen s, so ist ~- s die Menge 


aller Funktionen der Form o = = a, mit o,€s und — 05 (0) e oo. 
<6 


Beweis. Ist die soeben erklirte Menge t ein S- Bereich, so ist dies sicher 
der kleinste alle s enthaltende. Dazu ist also zu zeigen: 1. in t ist mit T,, T,,... 


co co 


auch 2 1, enthalten, wenn 2 1, (cc) < o ist — das ist nach Definition 
n=1 n=1 


offenbar richtig; 2. in t ist mit t auch jede Funktion o < 1 enthalten. Sei 
also o < t und t= Jt, mit 1, €s (von selbst sind nur abzahlbar viele 
Ss 


Tt, + 0), soist nach Satz1lo = 2 o, mit o, < 1, €5, alsog €t, w. z. b. w. 
$s 


Satz 13. Sind r,s S-Bereiche, s C r, so gibt es einen und nur een 
S-Bereich t mit st = [0], r = s +t. t ist die Menge der t € x mit [t]s = [0]. 
Beweis. t sei die Menge der t € r mit [t]s = [0]; es ist zunachst zu 
zeigen, daB® t ein S-Bereich ist. Mit rt ist in t auch t’ <1 enthalten. Sei 


t= 2) 1, €A, 1, €t, 30 ist tEr; ware nicht [t]s = [0], so sei g < rT, 
»=1 


y <s, p +0. Nach Satz 11 gibe es 9, go,... mit @, <t™, p= LY Mr, 


Pn <P; Pn © [Tr]S, Pn = 9, Y = 0 (Widerspruch). t ist also ein S-Bereich. 
st = [0] ist klar. Aus sC r, tC r folgt s +t Cr; da jedes 9 €r eine 
Zerlegung 9 = o + tmito €s, t Et gestattet (Satz 10), ist auch r Cs +t, 
also r=s+t. — Ist r=s+t'’, t's = [0], so folgt zunichst t' C t (nach 
Definition von t). Jedes té€t laBt sich schreiben als t = o + 1’ mit o € 5, 
tr é?t'; es ist 0 €s[t],o=0, r= 7, tet, tct, t=. 

Definition 8. Sind r,s,t S-Bereiche und ist s+t =r, st = [0], 
so werde t = r — § geschrieben. 

Satz 14. Die S-Bereiche bilden eine Boolesche Algebra”). 

Beweis. Da die Addition und Multiplikation kommutativ und asso- 
ziativ sind, bilden die S-Bereiche zunachst einen Verband. Das Distributiv- 
gesetz r(s +t) = rs + rt beweist man folgendermaBen: Ist 9 € r(s + t), 
so ist 9€s+-t, 0 =o+T mit passendem a ¢€s, t €t (Satz 12); c€ [o] ct, 
o€rs, ebenso t€rt; 9 =o +71E€rs+rt. Ist umgekehrt o¢rs + rt, so sei 
o=ge~+y mit gers, pert; es folgt mer, perocr; pes, yét, 


19) Zum Begriff der Booleschen Algebra vgl. 





Koéthe [5]. 
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@€s+t; o€r(s +t). Der Verband ist also distributiv. Offenbar ist ein 
Einselement, namlich A, und ein Nullelement, nimlich [0], vorhanden. Durch 
die Festsetzung s’ = A — s wird der distributive Verband zu einer Booleschen 
Algebra, denn es ist s +s’ =A, ss’ = [0], s” = ss, und aus s Ct folgt 
s’ >t’, weil namlich s’ = t’ + (t — s) ist. 

Definition 9. Eine Teilmenge ¥ von Elementen y eines S-Bereiches s 
heiBt eine Basis von s, wenn [(Y]= s ist und fiir y, y €¥, yp = y’ gilt: 
y + 9, [y] [y’] = [0}. 

Satz 15. Jeder S-Bereich s hat eine Basis ¥; dann und nur dann, wenn V 
abziihibar ist, ist s primitiv. 

Beweis. Ist s = [0], so sei Y die leere Menge. Andernfalls 
seien die Elemente o € s wohlgeordnet: a9, o,, ..., o,,... Durch 
transfinite Induktion werden nicht negative Zahlen «, und S-Bereiche s, 
definiert fiir alle «, fiir die o, vorhanden ist: s, sei der von den Es Fs 
_ fl, wenn [o,]s, = [0] 
\0 sonst 
Null verschiedenen Funktionen ¢,¢, werden mit y, bezeichnet (8 = 0, 1, . . .) 
und bilden die Menge Y. Es ist ¥ C s, daher [(¥] Cs. Fiir 8 + « ist 
[y.] [ys] = [0], denn sei y, = &,, o,,, Ye = &) 0, und etwa pf’ <a’, so 
ist p; = 0, €s,, und [y,] 5, = [o,]5. = [0]. Y ist also Basis von [¥]. 
Ware (¥] + s, so seia €s —[¥],o + 0. oa sei in der Wohlordnung von s 
als o, aufgefiihrt. Es ist s, C [¥], [o,](¥%] = [0], [o,]s, = [0], «, = 1, 
ea, = 0, €¥ C [¥] (Widerspruch). Damit ist die Existenz der Basis 
bewiesen. 

Nun sei WY abzahibar; wenn ¥ leer oder endlich ist, sei es durch 
Hinzufiigung von Nullen zu einer unendlichen Menge ¥ = {y,, po, ...} 


mit 6 < « erzeugte S-Bereich; es sei ¢, = Die von 


erweitert. Es sei y = z Pn Yn Mit passenden p, > 0, so daB y €A ist; 


a=1 


dann ist y,<y, wm €lyl, ¥C [yy], s=[¥] Cy]; ves, [vy] Ss, 
[y] = s. — Sei ¥ nicht abzihlbar. Ware trotzdem s = [@], so entspriiche 
jedem ye eine Menge mf, C (0, 0(0)); bei y, py CY, y+ y’ giilte 
[y} + (0), [y’] + [0], [y]{v] = [0], daher (vgl. 8.435) m (mé) >0, 
m(m{,) >0, m(mf{,-m{,) = 0. Das ist fiir tiberabzihlbar viele y, y’ 
nicht méglich, da die positiven Zahlen m(m,) beschrinkte Teilsummen haben. 

DaB es nichtprimitive S-Bereiche iiberhaupt gibt, lehrt folgender Satz. 

Satz 16. Die grifte mégliche Michtigkeit der Basis eines S-Bereiches 
ist &. 

Beweis. Es ist offenbar nur zu zeigen, daB es eine Menge Y von kon- 
tinuumvielen Funktionen y + 0 mit [y][y’] = [0] fir y+ y’ gibt; 
Y ist dann Basis von [¥]. Eine héhere Machtigkeit kann nicht auftreten, 
weil selbst A als Menge stetiger Funktionen nur die Machtigkeit x hat. 
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Die zum Beweise zu verwendenden Elemente ps = yp, (A) (0< #< 1) 
‘sind im wesentlichen die von Hellinger ([4], 8. 33) definierten Funktionen 
Z(@; x): 


0, 1<0, 
yo(4) = \Z2(8;4, O41, 
1, A>. 


Von ihnen zeigt Hellinger, daB fiir jedes e >0 und 0< 0< #, <1 bei 
passender Einteilung des Intervalles 4 = [0,1] in _ Teilintervalle 
A, (k= 1,..., ”) 





= VA,2Z(0; 2) A, Z(0,; 2) <e 
k=l 


ist. Es bleibt nur noch zu zeigen: Ist fiir o,o¢A und jedes e > 0 
n 
2 Vo(by)o(b,) <e 
k=1 


bei passender Einteilung der reellen Achse in endlich viele fremde B-Mengen b,, 
so ist [oe] [co] = [0]. Beweis. Ist g mit gy > 0, y > o gewahlt, o = r(¢q), 


gd 
o =s(g), und tr (A) = j Min (r’ (t), 8’ (t)) dt, so ist tT< @, tT <0, und 
t=0 nur dann, wenn 1 (t)s’(t)=0, also [o][o] = [0] ist (wegen 
m(m§ mf) = 0). Es ist aber weiter +(b)S 0(b), t(b)So(b), also 


(6) S Vo (b)o (6), 
t(@) = ¥ r(b.) S ¥ Voboty) < «, 


also wirklich t = 0, [0] [o] = [0], w. z. b. w. 


§ 5. 
Einfaches Spektrum. 


Satz 17. Jeder selbstadjungierte Operator R in R gestattet eine Zerlegung 
R= ~ @® Rg nach separablen Teilriumen ©; insbesondere kann verlangt 


werden, da jedes © die Gestalt M(x) hat: R= LY QM (zx). 


Beweis. Fiir separable Raume ist die erste Behauptung leer, die zweite 
bekannt™); fiir beliebige Raiume folgt demnach die. zweite aus der ersten, 


2 N 
daG= L OM (z,) oder LY PM (z,) ist. Somit ist nur die erste Behaup- 
n= 1 n=1 


2) [14], Satz 7.4, S. 247. 
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tung zu beweisen. Sei 2 ein vollstiindiges Orthonormalsystem aus R. Ist 
u € 2, so gibt es nur abzahlbar viele v € Q, die nicht zu M(u) orthogonal 
sind; denn M(u) enthalt ein abzahlbares vollstandiges Orthonormalsystem, 
und jedes Element davon hat wiederum nur abzahlbar viele Entwicklungs- 
koeffizienten + 0 nach 2. Ich nehme in 2 durch folgende Festsetzung eine 
Klasseneinteilung vor: u ¢ 2 und v € 2 sollen dann und nur dann zu derselben 
Klasse gehéren, wenn es ein n > 0 und Elemente u = uy, %,..., uy, = v EQ 
gibt, so daB M(u,) zu M(u,,,) nicht orthogonal ist™). Dies ist offenbar 
eine reflexive, symmetrische und transitive Relation, die eine Einteilung in 
fremde Klassen liefert. Man sieht ferner: a) jede Klasse enthalt nur abzahlbar 
viele Elemente; b) gehéren u und v zu verschiedenen Klassen, so ist 
M (u) 1 M(v). Wird der von den Elementen einer Klasse aufgespannte 
Raum mit 6, die Menge aller © mit J” bezeichnet, so ist also R oe ,® i(3) 


und nach a) jedes © separabel. Fiir u €2, u€@ ist nach b) M(u) c 6G, 
daher auch fiir z €G M (x) C G; dies bedeutet aber: G reduziert R, und 
damit ist alles bewiesen. 


Dieser Satz gilt auch bei EinschluB des Punktspektrums. (Vgl. die 
Bemerkung am Schlu8 von § 3.) 


Ist P, die Spektralschar von A, .ceER, yeM(z), so ist”) 
A 


| P,y|? = j \f(u)|?d|P,%|* mit passender o-meBbarer und im Intervall 


(— oc, oo) quadratisch o-integrierbarer Funktion /(4), wo 0(A) = | P, z|? ist; 
es ist also e4)= |P,y|?< (A). Ist emgrkshet a <0, so gibt es ein f(A) 


mit o (A) = f \f(m)|?do(u) und ein y = f {(A)dP,x™) in M(x) mit 


|Piy|? = o (a). Also ist die Gesamtheit der Funktionen oa (A) = | P,y|? 
(y € M(x)) der S-Bereich [0] (e (A) = | P, z|*). Ist M(z) = R = §H, so ist 
nach Satz 2b durch die Aquivalenzklasse von 0, also auch durch [g], der 
unitaérinvariante Charakter von H véllig bestimmt. [0] heiBe ,,der S-Bereich 
von H“. Es gibt also nur einen einzigen Typ selbstadjungierter Operatoren 
in § mit einfachem Spektrum und dem S-Bereich [0]; er werde mit £,,, 
bezeichnet. Zu jedem 9 €A gibt es wirklich den Typ £,,), denn fiir jede 
M-Funktion o (vgl. 8.424) kann der auf S. 432 genannte Operator H, 
in 2,(e) gebildet werden, der f(A) in Af (A) iiberfiihrt, und dieser hat offen- 
bar die gewiinschten Eigenschaften. Ubrigens werden im Anhang II Ver- 
treter aller Typen mit einfachem Spektrum konstruiert. 


1) Aus x1 M(y) folgt stets M(x) 1 M (y). 
%2) [14], Satz 6.2, S. 226. 
%) Vgl. S. 431 und Anm. *). 
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Damit sind die Typen selbstadjungierter Operatoren in § mit einfachem 
(Strecken-) Spektrum den primitiven S-Bereichen eineindeutig zugeordnet. 

Nach Satz 17 geniigt jeder selbstadjungierte Operator H einer Aquivalenz 
H~ 2 @ E,,;, wie sich aus H = 2, ® Hy.) etgibt (Def. 2 ist also als 
stets sinnvoll erkannt). § ist die Menge aller y= J y, mit y, €M(z,), 
Z |y,|2 < @; die Menge aller Funktionen | P,y|* (y € ®) ist also die Menge 
aller 2 |P,y|? mit y,€M(z,), X |y,|*< o oder die Menge der J a, (A) 
mit ¢, <e,, 2 ¢,(c0)< o. Das aber ist gerade der S-Bereich 2 [0] 


(Satz 12). So kann man folgende Definition aussprechen: 

Definition 10. Die Menge aller Funktionen |P,y|? (ye€R) heift der 
S-Bereich des Operators H. 

Er ist natiirlich unitérinvariant, man kann also von dem S-Bereich eines 
Typs sprechen. In § ist er stets primitiv, da es dort ein z gibt mit y < z 
fiir jedes y€ §. 

Satz 18. Ist |P,2|/* = o (A), |P,y|* = (A), [e] [oc] = {0], so ist 
M (x) L M (y). 

Beweis. Ich zerlege y in Komponenten: y = y,; + Yo, ¥,; €M(z), 
Y2LM(z). Es folgt M (y,) S Mz), M (ys) 4 M (ys) *), 


o = | P,y|? = | P,y,|* + | Piysl® = 0, + 09; 
O3<9, <0, 4, = 90, 4, = 9, y= Yn, M(y) 1 M(z). 


Zur praktischen Gewinnung des S-Bereiches eines Operators kann folgen- 
der Satz dienen. 

Satz 19. Ist € eine Grundmenge in R™), so erzeugen die Funktionen 
| P,x|* mit x €€ den S-Bereich von H. 

Beweis. Sei s der S-Bereich von H, t der von den | P,z|* erzeugte, 
und sei t + s; ich wihle c€s —t,o+0. Dann gibt es y€R mit | P,y|? 
= (A); nach Satz 18 ist yi x fiir c€€, yi R (Widerspruch). 

Satz 20. Zu jedem S-Bereich s gibt es genau einen Typ E, mit einfachem 
Spektrum und dem S-Bereich s. Ist t =,2.5 und sind die s pacrweise fremd*), 

— 
so ist E, =,~,2 E,. 

Beweis. Ich zeige zunichst, daB zwei Operatoren H in ® und H’ in 
mit einfachem Spektrum und gleichem S-Bereich 5 unitiér aquivalent 
sind. Dazu sei ¥ = {y} eine Basis von s. Ich wihle Elemente 7, € 8, 
a, €R' mit |P,z,|* = | Pix? = y(d) fir ye; dann ist nach Satz 18 
M(x,)1 M(z,) und entsprechend sinngeméS M' (z,) 1M (z,) fiir 





*) D.h.: Liegt die lineare Hiille von € iiberall dicht in R; vgl. [15], S. 85. 
%) D.h. ss’ = [0] fir 5 +9’. 
Mathematische Annalen. 116. 29 
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y+y. Es ist Ag 2) ~ Ey ~ Hy @')""). Ist R, = 2 @ M (z,,), 
R= = @® M' (z,), so folgt Hy, ~ ~ ®@ By, ~ Hg,. Sobald gezeigt ist 
R, = R (und damit ebenso R, = KR’), folgt H~H’. Nun hat Hy, den 
S-Bereich s; wire R, + R, so sei y + 0, yER, yi Ry; es ist | P,y|* 
= a (A) € s, es gabe also x € R, mit | P,x| = | P,y|, M(x) 1 My). Hieraus 
folgt nach dem ersten Kriterium (Satz6) Mehrfachheit des Spektrums 
(Widerspruch). Also ist H ~ H’, d. h. fiir Operatoren mit einfachem Spektrum 
bildet der S-Bereich schon ein vollstandiges Invariantensystem. — Es ist zu 
zeigen, daB E, zu gegebenem s wirklich existiert (vgl. Anhang II). Dazu 
bilde ich zu s wie oben eine Basis ¥ = {y} und einen Raum R =~ y© Dy 


($,, Hilbertsch), bilde in jedem Teilraum §,, einen Operator H,, ~ £,,, und 
definiere H durch H = ~ @H,,. H hat den S-Bereich s; zu beseies ist, 


daB H einfaches Sedkerete hat. Wire dies nicht der Fall, so sei nach 
Satz 6 z,y + 0 gewahlt mit 
|P,2\? = |P,y/? = @ (A), M(x) L My). 
[oe] hat mit einem der [ y] einen von [0] verschiedenen Durchschnitt; es sei etwa 
x «€¥, [eo] [yJ+ [0], 0+ @ € [e] [7]. Ich wahle 2’ €M(z), y € M(y) mit 
|P,2' |? = | P,y' |? = ¢ (A); dann ist M(z’) 1 M(y’), z +0. Zerlegt man 2’ 
und y’ in Komponenten nach den Raumen §,,, so findet man, da8 nur in §, 
Komponenten + 0 auftreten kénnen, da sonst [g] mit einem der [y] (y + x) 
einen von [0] verschiedenen Durchschnitt hatte. Also ist 2 € §,, y’ € D,; 
es folgt, daB Hy = H, mehrfaches Spektrum hat(Widerspruch). H hat also 
einfaches Spektrum und ist ein Vertreter des Typs Z,. — Fiir jede Basis V 
von t gilt E, = 2 © E,,,;; ist Y, eine Basis von s, so ist nach den Voraus- 
we ¥ 


setzungen die Vereinigungsmenge Y¥ = - Y, eine Basis von t und es wird 


= 2,© GEy, = 2 @( ~ @Ey)) = 2 O@Es, 


we Fs 
wie behauptet. 

Fiir Einfachheit des Spektrums haben wir eine neue Bedingung: 

Satz 21. (Zweites Kriterium.) Das Spektrum von H ist dann und 
nur dann einfach, wenn bei einer (und dann bei jeder) Zerlegung R = X @ M (z,) 
die S-Bereiche [| P,2,|*] paarweise fremd sind. 

Unter den durch s festgelegten Invarianten eines Operators H mit 
H ~ E, befindet sich auch die Dimensionszahl des Definitionsbereiches von H 
bzw. seiner abgeschlossenen Hiille. Sie ist gleich x, mal der Machtigkeit 
einer beliebigen Basis von s. Ist also s nicht primitiv, so sind alle Basen von s 


%5a) Fir die Schreibweise A ~ E vgl. S. 428. 
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gleichmichtig. Insbesondere hat jede Basis von A x Elemente. Ein Operator 
mit einfachem Spektrum ist in R*®, aber in keinem héherdimensionalen Raume 


méglich — in Analogie zum Punktspektrum (S. 430) und im Gegensatz zur 
alten Def. la. 


§ 6. 
Spektralprojektoren. 


Satz 22. Sind s und t S-Bereiche mit s +t =A, st = [0], so bilden 
die x €R mit | P,x\? € s und die y € R mit | P,y|? €t Unterriume KR, bzw. R, 
mit R = KR, O@ R,. Die Komponenten, in die z nach R, und R, zerfillt, liegen 
im M (z). 

Beweis. Die Mengen der x bzw. y mégen N, bzw. N, heiBen. Sicher ist 
N, 1 N, (Satz 18), daher auch R, i R,, wenn & der von aufgespannte 
Teilraum ist. Sofern jedes z € R eine Zerlegung z=2+y, TEN. YER, 
zulaBt, ist die erste Behauptung bewiesen, denn es ist dann R, ® R, = = R, 
und da bei Komponentenzerlegung nach NR, und NR, stets solche Komponenten 
erhalten werden, die schon in R, bzw. in &, liegen, ist R, = = R,, R, = = R. 
Nun sei |P,z|? = (A), [e]s = [eo], [e]t = [rt], dann ist Hy ., ~ Ei, 
= BE, @ Ey, (Sate 20), also M(z)= F OG mit H,~#,, He ~E,,; 
FCR, GER; z—zc+y, TEFER, yEGIR,:; zudem z € M(z), 
y €M(z), w. z. b. w. 

Durch die Zuordnung Pz = z wird also ein Projektor P erklirt, der 
durch H und s bestimmt ist. 

Definition 11. Zu jedem S-Bereich s wird (bei festem H) ein ,,Spektral- 
projektor‘‘ P, erkliart als der nach Satz 22 zum Unterraum ®, gehérige Pro- 
jektor. Die Gesamthert der Spektralprojektoren von H heiBt die erweiterte S pektral- 
schar von H. 

Es wird sich sofort zeigen, daB diese erweiterte Spektralschar im Hilbert- 
schen Raume mit der friiher (§ 1, 4) definierten iibereinstimmt. 

Satz 23. Ein Projektor P ist dann und nur dann mit jedem mit H ver- 
tauschbaren beschriinkten Operator vertauschbar, wenn P = P, mit passen- 
dem s ist. 

Satz 24. (Drittes Kriterium.) Das Spektrum von H ist dann und 
nur dann einfach, wenn je zwei mit H vertauschbare beschrinkte Operatoren 
untereinander vertauschbar sind. 

Beweis von Satz 23. 1. Es sei Pv B (vgl.§ 1.4) fiir jedes B mit BuH; es 
gilt PuP,, PouH. Essei Px =z, Py = 0; ich zeige: [| P,x|*][| P,y|*] = [0]. 
Sonst gabe es namlich x, € M(x) und y, €M(y) mit | P, x,|* = | P, y,/*, 
2, + 0, und es wire Hy... ~ Hy. Durch die isometrische Abbildung U, 
29* 
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werde diese Aquivalenz vermittelt: U,M(z,) = M(y,); U,P,u = P,Uyu 
fiir u € M(z,). Durch die Festsetzung Uyw = U>'v fiir v € M(y,), Uy(u+v) 
= U,u + Ugv wird U, ein unitaérer Operator in M(z,) ® M(y,); durch 
Uoz = z fiir z € 2 (2 das orthogonale Komplement zu M (z,) ® M (y,) in R), 
U = U, @ Ug wird ein unitirer Operator U in & erklart. Dieser ist mit H, 
aber nicht mit P vertauschbar, gegen die Voraussetzung. Es ist also 
(|P,z|*] [| Piy!*] = [0], d.h. die S-Bereiche von Hp, und H,,_ p), sind 
fremd. Hat H,,» den S-Bereich s, so ist P= P,. 2. Es sei BoH; zu 
zeigen: BoP,. Es ist B*vH* = H, S = B+ BtvoH, T = i(B— B*) vod. 
Sobald gezeigt ist, daB die beschrinkten Hermiteschen Operatoren S und T, 
wenn mit H, dann auch mit P vertauschbar sind, folgt dasselbe fiir B* und B. 
Ist nun Q, die Spektralschar z. B. von S, so ist Q; 0H; wenn fiir jeden Projektor 
Q aus QvH folgt: QvP,, kann man von SvH auf SvP, schlieBen. Also 
nur dies ist zu beweisen: ist Q Projektor, QvH, so ist Qu P,. QuH bedeutet: 
in QR ist mit z auch Mz) enthalten. Qu P, bedeutet: in QR ist mit z 
auch P,z enthalten. DaB aber P,z <M(z) ist, folgt aus Satz 22. 

Beweis von Satz 24. 1. Das Spektrum von H sei mehrfach. Ich 
wahle z, y nach dem ersten Kriterium und konstruiere wie oben (Beweis 23, 1) 
einen unitiren Operator U, der mit H vertauschbar ist, aber M (z) in M (y) 
iiberfiihrt und daher nicht mit dem zu M (z) gehérigen Projektor P vertausch- 
bar ist, der doch mit H vertauschbar ist. — 2. Das Spektrum von Z sei 
einfach, es sei Bu H, GuH; zu zeigen: BoG. Wie oben (Beweis 23, 2) kann B 
o. B.d. A. zunichst als Hermitescher Operator S, dann als Projektor Q an- 
genommen werden. Die S-Bereiche von Hy, und H,,_ 4» miissen nun 
fremd sein, da man sonst — wie oben, Beweis 23, 1 — z, €Q R, y, € (1—Q) R 
mit | P,z| = | P,y| finden wiirde (Kriterium 1). Also ist Q Spektralprojektor 
von H, also nach Satz 23 QvG. 

Satz 23 in Verbindung mit einer Bemerkung auf 8. 427 bringt die neue 
Definition (11) mit der alten in Einklang. — Das dritte Kriterium wiirde in 
einer Ausdrucksweise v. Neumanns ([9], 8. 405) so lauten: ,,Das Spektrum ist 
einfach, wenn der Ring (H)' Abelsch ist‘‘, oder: ,,... wenn (H)’ = (H)’”" ist‘. 
Nach [10] kann man hierfiir auch sagen: ,, . . . wenn jeder mit H vertauschbare 
Operator eine Funktion von H ist‘‘, diese letzte Formulierung ist jedoch nur 
fiir § giiltig. 

Satz 25. Ist Seine Menge von S-Bereichen s und t = IT s,s0 gilt P, = ILP.. 
Sind auferdem dies € S paarweise fremd und ist r = 7, 8 tt P= 2 P, 


Beweis. Da die P, simtlich miteinander vertauschbar sind, ist im ersten 
Falle nur zu zeigen, daB der Raum P, R der Durchschnitt aller P, R (s € S) 
ist. Das ist klar, da P, die Menge der z € R mit | P,z|* €s ist. — Stets 
ist P, +P, ,=1 (Def.11). Ist ss’ = [0], so ist P,P, = P,,, = 0. 
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Es ist also 2 P, ein Projektor und 1 — xP, =J]7(1—P,)=/1P,_, 
$e hs Ss 
= Pru» Nun ist A—r=A-— 2's = IT(A—), daher 1—2P, 
8 
=P, .=1-—P,, w.s.b.w. 


im 

Um einen Uberblick iiber die erweiterte Spektralschar zu gewinnen, wird 
man fragen, ob und wann zu verschiedenen S-Bereichen s,t verschiedene 
Projektoren P,, P, gehéren. Hat H den S-Bereich r, so hat offenbar Hp, » 
den S-Bereich sr; dann und nur dann, wenn sr = tr ist, ist P, = P,(= P,,). 
Hat insbesondere die Basis von r kontinuumviele Elemente, so gibt es 
2* wirklich verschiedene Spektralprojektoren; ist r =A, so ist die Zu- 
ordnung zwischen den S-Bereichen und der Spektralschar von H eineindeutig. 
Wird fiir vertauschbare Projektoren P,Q die Verkniipfung + durch 
P+Q=P+4+Q-— PQ erklart, so bildet die Spektralschar von H mit den 
Verkniipfungen + und eine Boolesche Algebra, auf die zufolge Satz 25 die 
in Satz 14 genannte Boolesche Algebra durch die Zuordnung s +> P, homo- 
morph, im Falle r = A sogar isomorph abgebildet ist. 


§ 7. 
Invarianten im aligemeinen Fall. 


Nachdem es gelungen ist, die Typen von einfachem Spektrum durch ihre 
S-Bereiche zu charakterisieren und dadurch eine Ubersicht iiber sie zu ge- 
winnen, wird man erwarten, daB beliebige Typen durch gewisse S-Bereiche 
und auBerdem Vielfachheiten gekennzeichnet sind. 

Definition 12. A hat ,,durchweg gleiche Vielfachheit’‘, wenn eine Zer- 
legung H = & @ H, in Operatoren H, méglich ist, die stimtlich von einfachem 
Spektrum und untereinander unitir dquivalent sind. 

Satz 26. Die Typen der Operatoren H von durchweg gleicher Vielfachheit 
(unter Fortlassung von E,,,) sind folgendermafen durch thre Vielfachheit B (H) 
= n und ihren S-Bereich s gekennzeichnet: Ist 3 = {0} eine Indizesmenge der 
Machtigkeit n, H,~E, (1 € 3), 80 ist H~ 2 50 2 Die Typen E von 
durchweg gleicher Vielfachheit sind den Pere a n) (s + [0], n + 0) ein- 
eindeutig zugeordnet; Schreibweise: E = nx E, *). 

Beweis. Zu beweisen ist nur: Ist H = z @ H,, H, ~ E,, n die Machtig- 


keit von J, so ist @(H) =n. Denn dann liefert das angegebene Verfahren, 
von (s, nm) ausgehend, eindeutig einen Typ der gewiinschten Eigenschaft und 
von hier eindeutig s und n zuriick. Sei nun die Vielfachheit von H nicht n, 
also B(H) <n, so gabe es eine Zerlegung H = 2® H. mit 8(H;) = 1 


2%) Vgl. §2, S. 429. 
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(« € 3’), wo Y eine Machtigkeit n’ < n hatte. Es sei ao € s, o + 0, dann ist 
P..,+ 0. Die Teilraume ®, und ®; von &, die zu H, baw. H, gehoren, 
reduzieren H und daher P,,.. In der Gleichung | 2 @ A, = 2, @H, be- 


ie 


trachte ich nur die in Ps liegenden Teile: ze ® Tt, = z ® T’; dabei 


ist T,~ Ey, T,~ E, , mit o,<o. Der ileus Fall ‘st also auf den 


Spezialfall primitiven s- Bereiches s = [o] zuriickgefiihrt. Ist nun n > xp, 
so ergibt sich ein Widerspruch, da die zu ~ @® T, gehérige Dimensionszahl 


Nx_= n, die zu 2 ® T, gehérige aber n’ xy, also kleiner als n ist. Ist nx, 


n n’ 
so hat man einen Operator im Hilbertschen Raum: T= 2 @T7,= J @T.. 
m1 t=1 


Die erste Zerlegung ist eine solche im Sinne von Satz 1a, wobei iiberdies die 
nicht versehwindenden zx, sémtlich einander dquivalent sind; daher ist nach 
friiheren Uberlegungen (S. 432/433) n = % (7') und die zweite Zerlegung mit 
n’ <n unméglich. Die Annahme %(H) < n fiihrt also zum Widerspruch. 


Aus formalen Griinden sollen auch nx £,,, und 0x E, zugelassen werden 
als Bezeichnungen fiir den Typ £,,) (in ®°). 


Wenn es gelingt, einen Operator in Teile von durchweg gleicher Vielfach- 
heit mit fremden S-Bereichen zu zerlegen, so wird das der Zerlegung eines 
Punktspektrums in Teilmengen entsprechen, deren jeder eine bestimmte Viel- 
fachheit zukommt. Teile mit gleicher Vielfachheit kénnen dabei natiirlich 
zusammengefaBt werden. 


Satz 27. Ist S eine Menge von paarweise fremden nicht leeren S-Be- 
reichen 5 mit ~s s = A, ist jedem s € S eine Kardinalzahl n (s) zugeordnet und 
n(s) + n(s’) “fir s+s' und besteht die Beziehung H~ x @® (n (s) x £,), 
so ist S und die Zuordnung n(s) durch H eindeutig bestionent. 

Beweis. Angenommen, es sei noch eine zweite Zerlegung T gegeben 
und Zahlen p (t) fiir t ¢T mit H ~ *, @® (p (t)x #,). U sei die Menge der 
nicht leeren unter den S-Bereichen st (s € S, t €T); es sei fiir r = st EU 
n(r) = n(s), p(r) = p(t). Es ist firs ¢ S 


s= yr, n(s)xE,= ZF @ (n(t) x £,) 
n «) <2 (s) n @) = (s) 


und entsprechend fiir t € T 
t= = tr, p(t)x B= 2D (P(t) x Br), 


te a, 
P(t) = pit) ° o=> (t) 


*, @(n(t) XE)wi~ 2 @ (p(t) x Er), 
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also, wenn man den in P, ® liegenden Abschnitt von H betrachtet, 
n(rt)X#, = p(rt)xX£,, n(r) = p(r). 

Aus st + [0] folgt also n (s) = p(t); man erkennt, daB S und & identisch 

sind und fiirs € S n(s) = p(s) ist, w. z. b. w. 

Treffen auf H die Voraussetzungen des Satzes 27 zu, hat also der zu H 

gehoérige Typ die Gestalt E = 2.8 (n (s)x Z,), so sage ich, daB E in der 
s€ 

Normalform vorliegt. Jeder Typ laBt sich auf héchstens eine Art in die Normal- 

form bringen; daB die als eindeutig erwiesene Darstellung stets ezistiert, soll 

nun bewiesen werden. Dazu gehe ich von folgender Uberlegung aus. 

H habe den S-Bereich s; dann gibt es einen Unterraum § C R mit 
H, ~~ £,. Denn man wahle eine Basis ¥ = {y} von s und Elemente z, €R 
mit |P,2,|* = y(A) und setze § = 2 ® M(x,). Hierauf beruht der 

yer 
folgende Satz. 

Satz 28. Es gibt eine wohlgeordnete Zerlegung H = 2 A H, mit 
H, ~E, , 5, S$ fiir B<a. 

Beweis. Durch transfinite Induktion nach « beweise ich folgendes: Es 
gibt zu jeder Ordnungszahl « = 0,1, 2,... einen Projektor P,, mit folgenden 
Eigenschaften: 

P,P; = 0 (B<a); 

2. P.vH; 

3. B(Ap_y) S1; 

4. s, Ss, fiir B<a, wenn s, der S-Bereich von Hp. y ist; 

5. s, ist der S-Bereich von Hy , wo Q, a (1 — P,) ist. 
<a 


— 


Seien die P, fir B <a veentan. Nach Induktionsvoraussetzung 1 
und 2 ist Q, = (1 — P,) =1— x. ‘ P, ein Projektor mit Q,0H. Da 


Q, © Q, (B <a) ist, ist der S- Bereich von Ho. a den ich s, nenne, in dem 
von Hy ® enthalten. Nun wihle ich P, so, daB P,SQ,, P,v H und 
Hp» ~ E, ist, was nach obiger Bemerkung méglich ist. Damit ist 1, 2,3 
befriedigt und s, der S-Bereich von Hp, g, also 4 erfiillt, 5 nach Konstruktion 
ebenfalls. Damit ist die Induktion geschlossen. 

Da Hp ,~E#,, und s, © s, fiir 8 <« ist (nach 3 und 4), folgt aus 
P, + 0: P; + 0 fiir 8 <a. Dies ist nicht fiir beliebiges « méglich, « kann 
unter dieser Bedingung die der Dimension von ® entsprechende Zahlenklasse 
nicht iiberschreiten. Es gibt ein kleinstes « mit P, = 0, dies sei mit O be- 
zeichnet. Dann ist also P, = 0, P, + 0 fiir a < 0; es miu8 Q, = 0, also 
2, P, = 1 sein. Wird Hp,» = H, gesetzt, so folgt H = 2 @4., H, ~&£,,, 


«<@ 
$, & %, fiir B<a, w. z. b. w. 
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Dieser Satz liefert, obwohl analog zu Satz 2a, noch kein Invarianten 
system, denn die s, sind, wie man leicht sieht, im allgemeinen durch H nicht 
eindeutig bestimmt. 

Satz 29. Jeder Typ laft sich auf die Normalform bringen, d.h. zu H 
gibt es stets eine Zerlegqung S von A und eine Funktion n(s) mit den in Satz 27 
genannten Eigenschaften. 

Beweis. Nach dem vorigen Satze gibt es eine Zerlegung H = 2,2 H, 
mit H, ~£,, t, & t; fiir B<a. Es sei r, = [7 t;—te fir 0< 28, 
to =A —ty. Dann ist r,t, = [0] und r, C ty fiir 8 <<a, daher r,r, = [0] 
(a + 6). Die r, sind paarweise fremd, héchstens arensreties von ihnen 
sind also + [0]. Durch Induktion beweise ich nun t, = A— 2 ae Es sei 


= 
also fiir B<at, =A — erm 4 - 1): es folgt JT ty = IT(A —t,) 
=A— ~. t,. Folglich Bo § Definition 


t, = [1 ts — te =A—21,-—1,=A-— Zt 
B<a ' jse 
Hiernach ist auch 0 = t, = A — et also et = Ata .&  & 
expe ' 
Entsprechend dieser Zerlegung von 1 t, zerlege = H,: 
H= 20 H,», Ae; ~ E,,. 
cx =e 
Es ist also 
H= 2 @H,= x ® A; = £ @® 2 @4A, ;. 
= «<f=e 0<psSo a<p 


Ist 3, die Kardinalzahl des vor # liegenden Abschnittes der Ordnungs- 

zahlenreihe, so ist ® Aas ~3XE,,, abo H~ 2X @ (3) £,,), 
«<p o<s<6 

wo die Summanden mit r1,= [0] zu  unterdriicken sind, oder 

H ~- ® (3.x E,,), da 3=0 ist. Da die 3, nicht paarweise ver- 

<6 

schieden zu sein brauchen, indiziere ich die verschiedenen unter ihnen neu 

als n, und setze s, = 2 ts, N(s,) =n,. Es ist dann + ® (3. £,,) 
one in 

=n(s,)xE,, H~ ~ZO(n(s, )xE,) und n, +n, fiir a +B. Da die ty 

paarweise fremd und ‘nicht leer sind und eine Zerlegung von A bilden, gilt 


dasselbe von den s,; wird die Menge der s, mit S bezeichnet, so ist 
H~ 2 @ (n (s)x £,), w. z. b. w. 
$e 


Dieser Satz gibt folgenden Uberblick iiber simtliche Typen mit reinem 
Streckenspektrum: Man wihle auf jede mégliche Art eine Zerlegung S von A 
in paarweise fremde S-Bereiche: A = 2s, s + [0], und eine Funktion, die 

$e 4 
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jedem s € S ewe Kardinalzahl n(s) zuordnet, so dap n(s) + n(s’) fiir 
s+s' ist, und bilde 2 D(n (s)xE,); so erhdlt man jeden Typ, und zwar 
jeden genau einmal. 


Diese Formulierung macht die Analogie zwischen Punkt- und Strecken- 
spektrum besonders deutlich; vgl. §2, Satz4. Der folgende Satz spricht 
dieselbe Tatsache aus. 


Satz 30. Die nach Satz 29 zu H gehérige Menge S und die auf S de- 
finierte Funktion n(s) bilden zusammen ein vollstindiges Unitirinvarianten- 
system von H. 

Da GS héchstens x Elemente enthalten kann, nimmt die Funktion n (s) 
héchstens x verschiedene Werte an, d. h. es gibt, wie beim Punktspektrum, 
nicht mehr als x verschiedene wirklich auftretende Vielfachheiten. 


Nach § 2 hat also der allgemeinste Typ eines selbstadjungierten Operators 
mit beliebigem Spektrum die Form 


= @ (3 () x Fe) ® FY @(n(s) x #s), 
ce€ ses 


und ein vollstindiges Invariantensystem wird gebildet vun den Mengen € 
und S und den darauf definierten Funktionen 3(c) und n (s). 

Man kann dem Invariantensystem noch eine andere Form geben in Analogie 
zu Satz 3. Durch die dort verwendeten Vielfachheiten % (H, b) wird folgende 
Definition nahegelegt: 

Definition 13. @(H, 5s), die ,,Vielfachheit des Spektrums von H iiber 
dem S-Bereich s‘‘, ist die Vielfachheit (Def. 2, 8.432) des in P, R liegenden 
Abschnittes von H: B(H,s) = B (Hp,s). 

Wir werden finden, daB auch die Zahlen %(H,s) ein vollstindiges 
Invariantensystem bilden. EsseiH ~ 2 O(n (s)x £,),H '~ 2.@ (n’(s’)x E,,) 
und nicht H~4dH’; dann gibt es s€ S und s’ € G’, so daB ss’ + [0] 
und n (s) + n’(s’) ist. Ist 90 + 0, 0 €5s’, so ist B(H, [o]) = n(s) + rn’ (s’) 
= % (H’, [e]). Also ergibt sich 

Satz 31. Notwendig und hinreichend fiir H~H' ist: %&(H, [o)) 
= 8 (H’, [0]}) fiir jede Funktion o € A. 

Die Beschrankung auf primitive S-Bereiche ist nicht unerheblich, da 
sie die Zah] der Invarianten von 2™ auf » herabsetzt. 

Ist R ein beliebiger selbstadjungierter Operator, R= A @H, wo H 
nur kontinuierliches und A nur Punktspektrum hat, so definiere ich B (R, A) 

= %(A, A), B(R,s) = B (A, s) und gewinne den Satz: Fiir einen beliebigen 
selbstadjungierten Operator R bilden die Vielfachheiten B(R, A) (A €Z) und 
B (R, [e]) (0 € A, 0 + 0) ein vollstdndiges Unitérinvariantensystem. 
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Anhang I. 


Spektraischar auf Punktmengen. 


War nun die Einfiihrung der Begriffsbildungen der §§ 4 bis 6 wirklich 
nolwendig? Ist es nicht méglich, auch im nichtseparablen Raume mit dem 
Apparat von §1 auszukommen? Diese Frage soll jetzt untersucht werden. 


Zunichst ist die Bildung von Funktionen eines selbstadjungierten 
Operators H durch 


F(H) = { F(a)dP, 


fiir Funktionen einer Baireschen Klasse in einem Raum beliebiger Dimension 
sinnvoll und auch P (b) und & (H, b) sind fiir Borelsche Mengen b vorhanden. 
Man kann also fragen: Bilden die Zahlen B (H, b) ein vollstiindiges Invarianten- 
system? Die Frage wire im Falle reinen Streckenspektrums zu bejahen, wenn 
jeder Spektralprojektor P, sich in die Form P (b) bringen lieBe (wie das im 
Hilbertschen Raume der Fall ist). Dies gilt nun sicher nicht allgemein, da die 
Zahl der Borelschen Mengen b und damit die Zah] der P(b) x ist, wihrend 
die Zahl der S-Bereiche s 2® ist. Es wiirde aber schon geniigen, wenn sich 
die P,,, als P (b) ausdriicken lieBen, und auBerdem wire eine Vermehrung der 
zugelassenen Punktmengen iiber die Borelschen hinaus méglich. 


Unter Beibehaltung der alten Bedeutung von P (m) (§ 1, 4), die durch 
P(m) = {aP, ausgedriickt werden kann und die Beziehung | P (m) z|* 
m 


= { d| P,x|? nach sich zieht, kann man in der Tat ohne weiteres P(m) x 
m 


fiir jede o-meBbare Menge m erkliren, wo @ (A) = |P,2|? ist. Dariiber 
hinaus scheint aber eine Erweiterung der Definition nicht sinnvoll zu sein, 
da man sonst in willkiirlicher Weise gewissen nicht o-meSbaren Mengen n 
einen Projektor P (n) mit P (n) z = 0 zuordnen miiBte. Es ist also von der 
Punktmenge m, fiir die P (m) erklart werden soll, zu fordern, da8 sie g-meBbar 
ist fiir jedes o €s, wo s der S-Bereich von H ist”). Hat H den S-Bereich A, 
so mu8 m fiir jede A-Funktion meBbar sein, wofiir v. Neumann [10] die 
Bezeichnung ®-mefbar eingefiihrt hat*). 

Nimmt man zunichst das Punktspektrum hinzu, so zeigt sich, daB trotz 
dieser Erweiterung die Invarianten nicht voll erfaBt werden kénnen. Sei z. B. 


R, ~(2xF,) @ E,, R, ~ (2X F,) @ (2x £,). 


27) Von Stone ,,H-MeBbarkeit™ genannt, [14], Definition 6.3, 8. 227. 

28) Aus [7] folgt, da8 zu den ®-meBbaren Mengen auBer den Borelschen jedenfalls 
noch gewisse nicht Borelsche Mengen gehéren, die freilich hier ganz unwesentlich 
sind, da sie fiir jede MaBfunktion aus A Nullmengen sind. 
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Dann sind nur ®-meBbare Mengen m zulassig und es ist stets % (R,, m) 
= B(R,, m) = 2 fiir m+0, aber trotzdem nicht R, ~ R,. 

Betrachten wir aber wieder Operatoren mit reinem Streckenspektrum; 
es wire immer noch denkbar, daB solche durch Vielfachheiten % (H, m) 
charakterisiert werden kénnten, wie dies ja bei reinem Punktspektrum tat- 
sichlich der Fall ist. H habe den S-Bereich A; es ist also P(m) genau fiir 
jede ®-meBbare Menge m erklart, und alle P, sind voneinander verschieden. 
Es gibt eine eindeutige Zuordnung m > s vermége P (m) = P, und folglich 
eine eineindeutige Zuordnung zwischen den P (m) und einer gewissen Menge 
von S-Bereichen™). Ich untersuche jetzt, ob diese Menge die primitiven 
S-Bereiche enthilt. 

Die Zuordnung m — s hingt von H nicht ab: Die Elemente y = P (m) z 
sind gekennzeichnet durch P (m) y = y, die o (A) = | P,y|? (d.h. die o €s) 
also durch o (m) = a ( @ ) oder o (m) = 0, wenn m die Komplementirmenge 
von m ist. s ist also die Menge der o¢ A mit o(m) = 0. 

Satz 32. Ist a> 0, ig das Intervall [0,4], p Cig eine abgeschlossene 
Punktmenge von nicht verschwindendem Ma, so gibt es auf ig eine stetige 
monotone Funktion r (t), so daB r (0) = 0, r (a) = a, r (t) auf jedem zu p fremden 
Intervall konstant ist und fiir jede B-Menge b mit b C p gilt: { dr(t) => m(b). 

6 


Beweis. Es ist m(p) = «4,0< ail. Seie, = (0,t)fir0 St Sa; 


ich setze r (t) = - m (e,- p), so daB also r (0) = 0, r(a) = a ist. Die ent- 


sprechende Mengenfunktion ist J dr (t) = r(b) = - m (bp). Fiir ein Intervall 


ici, ist r(ii)S = m (i), v(t) erfiillt also eine Lipschitz-Bedingung und ist 
daher stetig; im Falle ip = 0 ist r(i) = 0, d.h. v(t) konstant auf i. Fiir 
bp ist r(b) = — m (bp) = ~ m (b) > m (6). 

Satz 33. Ista > 0, ig = [0, a] und d C ig eine Nullmenge, so gibt es eine 
monotone, stetige, aber nicht totalstetige Funktion g(t) auf ig mit g (0) = 0, 
g(a) >0, Sago = 0. 


Beweis. Ich schlieBe d ein in-eine offene Menge 0 mit m(o)< > 


und bilde die abgeschlossene Menge p = iy — ipo. Es ist pd = 0, m(p) > >. 
Hierzu bilde ich die Funktion r (t) nach Satz 32. Dann sei / (t) eine beliebige 


2%) Eine Zuordnung zwischen den Mengen m selbst und den S-Bereichen bekommt 
man, wenn man Mengen ,,bis auf eine ®-Nullmenge“ betrachtet, d. h. bis auf solche 
Mengen, die fiir jede A-Funktion Nullmengen sind. Zu den ®-Nullmengen gehéren 
die abzaihlbaren und die in Anm. **) genannten Mengen, aber keine nichtabzahlbare 
B-Menge. 
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monotone stetige nicht totalstetige Funktion auf i, mit f (0)=0, f (a) > 0, 
und ich setze g (t) = { (r (¢)). Es ist zunachst g (t) auf i, monoton nicht fallend 
und stetig, g (0) = 0, g(a) > 0. Auf jedem Intervall i C o ist r (t) konstant; 
r(t) fihrt also (als Abbildung r = r (t) aufgefaBt) o, daher auch bd, in ¢ine 
abziihlbare Menge iiber, und dasselbe tut dann auch g (t) = f(r (t)); daher 
ist g(D) = Jaa = 0 als das Z-MaB der durch g = g (t) erzeugten Bild- 


menge von d auf der g-Achse. Da /(r) nicht totalstetig ist, gibt es auf der 
r-Achse eine Nullmenge a, die o. B.d. A. Borelsch und zu der genannten 
abzihlbaren Menge fremd angenommen werden kann, so daB f(a) > 0 ist. 
a ist das durch r = r (t) vermittelte Bild einer wohlbestimmten B-Menge b 
auf der t-Achse, und wegen m(b) S r(b) = m(a) = 0 ist auch b eine Null- 
menge. Da g(b) = f(a) > 0 ist, ist g(t) nicht totalstetig, w. z. b. w. 


Satz 34. Ist fiir einen Operator mit dem S-Bereich A der Projektor P(m) 
sinnvoll™) und P(m) = P, + 0, so ist s nicht primitiv. 


Beweis. Ich zeige: Zu jedem o€s gibt es ein o€s mit o ¢ [go]. 
O. B.d. A. sei 9 + 0. Sei m die Komplementirmenge zu m, so ist dies zu 
zeigen: Es sei m eine ®-meBbare Menge und 0 (m) = 0, @ €A, o + 0; dann 
gibt es o€A mit o(m) = 0, o ¢ [e]. Das durch t = 0 (A) erzeugte Bild 
von m auf der t-Achse ist eine Nullmenge d im Intervall 0 St Sa = @(o) 
(a> 0). g(t) sei die im vorigen Satze konstruierte Funktion und a (A) 
= g(o(A)). Dann ist o (m) = g(d) = 0, jedoch o keine totalstetige Funktion 
von @, ajs0 nicht ¢ < 0, w. z. b. w. 


Unter den S-Bereichen s, zu denen es eine Menge m mit P(m) = P, 
gibt, befindet sich also kein primitiver. Hieraus werden wir nun schlieBen, 
daB die Zahlen B (H, m) kein vollstdindiges Invariantensystem bilden. Es sei o 
aus A mit o + 0 beliebig gewahlt, H, ~2xE,, Hy ~(2XE,_ (6) @ Ey, 
= E,@E,_,,); es sind fiir jede ®meBbare Menge m B(H,,m) und 
%(H,,m) zu bilden. Entweder ist nun m eine Nullmenge fiir jede 
A-Funktion — dann ist 8 (H,, m) = B (H,, m) = 0; oder man hat % (Hj, s) 
und % (H,, s) zu bilden, wo s ein nicht primitiver S-Bereich ist — dann ist s 
nicht in [a] enthalten, also s (A —[o]) + [0],daher B (H,,s) = B (H,, s) = 2. 
Stetsist also @(H,,m) = B(H,, m), obwohl nicht H, ~ H, ist. 

Vergleicht man dies Ergebnis mit der v. Neumannschen Theorie der 
Operatorfunktionen ([9], [10]), so sieht man, daB diese Theorie im nicht- 
separablen Raume nicht gilt. Es wird dort folgendes Resultat gewonnen: 
Der Ring (R)”’, d. h. die Menge der beschrinkten Operatoren, die mit jedem 
mit R vertauschbaren beschriinkten Operator vertauschbar sind, ist die Menge 


%) D.h. m ist ®-meBbar; vgl. S. 450. 
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der Funktionen f{ (R) = j f(A)dP, mit beschrinktem / (4). Daraus ergab 
sich im Hilbertschen Raum, da8 jeder Spektralprojektor die Gestalt P (b) 


hat; im nichtseparablen Raume kann, wie wir sahen, P,,, nicht in diesem 
Sinne als Funktion von R geschriebenen werden. Um auch hier einen analogen 
Satz aussprechen zu kénnen, miiBte man den Begriff der Funktion eines 
Operators wesentlich erweitern. 


Anhang II. 
Realisation der Typen mit einfachem Spektrum. 


Um ein Beispiel eines Operators mit einfachem Spektrum und vor- 
geschriebenem Punktspektrum ¢ und S-Bereich s, also eine Realisation des 
Typs F, @® £,, zu gewinnen, kann man mittels einer Basis Y von s eine 
Zerlegung in F, @, 2. ® Evy, vornehmen; eine Realisation von F, ist trivial 


und eine solche von . Bo (in 2, (y)) wurde oben (S. 440) nach Stone angegeben. 
Diese Konstruktion beriicksichtigt das Punkt- und Streckenspektrum ge- 
trennt und enthalt auBerdem eine weitgehende Willkiir durch die Wahl der 
Basis von s. Beides kann auf die im folgenden angedeutete Art vermieden 
werden, freilich unter Verzicht auf die Eigenschaften eines linearen Funk- 
tionenraumes. 


Die Trennung von Punkt- und Streckenspektrum war schon bei Stone 
von vornherein vermieden, da er den Operator H, in 2, (0) nicht nur fiir 
o € A, sondern fiir jedes 9 ¢ M (wo M die Menge der M-Funktionen (vgl. § 1, 1) 
ist) konstruierte. In der Tat kénnte man in §4 von Anfang an A durch M 
ersetzen; fast alle Satze jenes Paragraphen blieben mit erweitertem Sinne 
giiltig, und man erhielte in §5 entsprechend eine einheitliche Behandlung 
von Punkt- und Streckenspektrum. In diesem erweiterten Sinne sind jetzt die 
Bezeichnungen S-Bereich, EZ, usw. zu verstehen. 

Sind H, und H, Realisationen von E, in 2, (g,) bzw. 2, (02), wos = [0,] 
= [04] ein primitiver S-Bereich ist, so wird die unitiire Aquivalenz von H, 
und H, vermittelt durch die Transformation 





f(A) = FQ) PER (HB (0s), fa £4 (0); 


hierbei bleibt also der formale Ausdruck d’f(4) = f,(A) ¥do,(A) invariant. 


A—o 


Durch die Festsetzung/(A)= { f,(1)|f1(s)|4ex (u),alsod f(A) = 4’ f(A)|@’f(A)), 


wird der Raum 2,(0,) auf einen Raum § (s) abgebildet, der nur noch von s, 
nicht von der speziellen Wahl von 0, abhingt. § (s) ist die Menge der in 
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(— ©, ) definierten, komplexwertigen, linksstetigen, bei — o verschwin- 
s—o 


denden Funktionen / (A) von beschrankter Variation, fiir die j |df(u)| €s 
ist. Durch Ubertragung der Verkniipfungen 1 


fi tg, ¢°%, (1,41) = J @, (A) ys (A) da, (A) 


und des Operators H,y, = Ay, = 2, von 2, (9,) auf R(s) erhalt man in R(s) 
Verkniipfungen / +9, coz, (x, y) und einen Operator H, ~ E,, die formal als 


@(f+g) =a@f+d'9,d' (coz)=c-d'x, (x,y) = [ dala y@, 


Hoy =z: d'z(a) = Ad'y(A) 
(a) =, ana =a fia fa))) 
Vid f (ay 
geschrieben werden kénnen. 

Dies ist eine durch s eindeutig bestimmte Realisation von E, im Raume 
R(s). Nachtriglich itiberzeugt man sich, da8 die obigen Formeln, die ja 
auf die Tatsache, daB s primitiv ist, nicht Bezug nehmen, fiir jeden (verall- 
gemeinerten) S-Bereich s eine Realisation H, von £, liefern. — Fiir s ct 
ist offenbar R (s) CR(t) und H, ein Abschnitt von H,; insbesondere er- 
scheinen alle H, als Abschnitte eines festen Operators H, in ® (@M). 
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Eine Bemerkung zur Berechnung 
der Diskriminante imprimitiver Gleichungen, 
insbesondere der Ikosaedergleichung. 
Von 
Ott-Heinrich Keller in Berlin. 


Es sei uns die Aufgabe gestellt, die Diskriminante einer irreduziblen 
Gleichung zu berechnen, wenn der Kérper jeder ihrer Wurzeln einen echten 
Unterkérper besitzt. Uber die algebraische Struktur des Kérpers soll sonst 
nichts vorausgesetzt werden, z. B. braucht die Ordnung der Gruppe des Unter- 
kérpers nicht kleiner zu sein als die des Oberkérpers. 

Hilbert’) zeigte, daB die Diskriminante des Oberkérpers gleich der 
Norm der Relativdiskriminante mal der r-ten Potenz der Diskriminante des 
Unterkérpers ist, wo r den Relativgrad bedeutet. Um nun aus der Korper- 
diskriminante die Gleichungsdiskriminante zu erhalten, hat man noch mit 
dem Quadrat der Determinante der Matrix zu multiplizieren, die die Dar- 
stellung der Potenzen der Gleichungswurzel durch die Kérperbasis vermittelt. 
Aber dazu braucht man die Kérperbasis, und deren Berechnung ist recht 
unbequem. 

Man kénnte vermuten, daB die Hilbertsche Formel nicht nur fiir die 
Hauptordnung, sondern auch fiir die anderen Ordnungen des K6rpers gelte. 
Einfache Beispiele widerlegen diese Vermutung. 

Es soll nun unsere Aufgabe sein, die Hilbertsche Formel so umzugestalten, 
da8 man mit ihrer Hilfe die Diskriminante einer Gleichung ausrechnen kann, 
ohne die Kérperbasis zu kennen. Damit hat man dann auch ein ganzzahliges 
Vielfaches der Kérperdiskriminante, und man kennt eine endliche Anzahl 
von Primzahlen, die allein als ihre Teiler in Frage kommen. 


1. 


Es sei also eine im Grundkérper k irreduzible Gleichung F (xz) = 0 vom 
n-ten Grade gegeben; nach Adjunktion einer Wurzel f, einer Gleichung 
7 (y) = 0 vom m-ten Grade spalte F (x) einen Faktor f(z, 8,) ab, der in z 
vom r-ten Grade sei (n = m-r). Im Kérper aller Wurzeln £,, By, .-., Bm 
von p(y) = 0 laBt sich also F (xz) in Faktoren zerlegen: 


F(z) = f (x, By) - f (2%, Ba) - - - £ (2, Bm)- 
1) Die Theorie der algebraischen Zahlkérper § 15, Werke I, S. 95. 
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Wir nehmen an, der héchste Koeffizient in F (x) sei 1; dann kénnen wir auch 
die Zerlegung so ausfiihren, daB der Koeffizient von 2’ in f(z, f,) gleich 1 
wird. 

Die Diskriminante von F(z) schreiben wir als Resultante von F (2) 


m 
und F’ (z) = mt (x, By) [Ti B,). Sind a, a®, ..., a” die Wur- 
i keh 


zeln von f(x, B;) = 0, so wird die Diskriminante 


D(F) = II Ii F (ai) = I II Sy ce? by) [] 1122. bo 
i k h 


i=1 e=} =i 9=1 1 
Ist nun h + i, so kommt in der: ‘etzten Produkt der Faktor f (a), B;) = 0 


vor. Diese Glieder verschwinden, und wir brauchen uns nur um die Glieder 
mit h = ¢ zu kiimmern 


D(F) = Ht I P (aS, i) IT (Ba) = Ho f(a’, Bd: TL IT }(a! by) 


Nun ist I’ (a, B,) die Relativdiskriminante D, (f) von f(z, B;) iiber 


o=1 


k (p,), und das Produkt IT D, (f (x, B;)) ist ihre Norm. 
i=1 
Im zweiten Produkt ist jeder Faktor 


IT f(a, By) 


o=1 
die Resultante von f(x, 8,) und f(z, 8,); in jedem solchen Faktor fiihren 
wir statt der f die beiden Polynome 


f(x. B) —f (, B,) 
9 (x; B;, Bx) = B; —B, ? 


B, f (#, B,) —B, f (2, B,) 
h (25 Ba, By) = 








ein. g und / sind Polynome in 2, f;, 6,, und zwar sind sie in §,; und £, symme- 
trisch. Dabei tritt die Substitutionsdeterminante f, — f, in der r-ten Potenz 
vor die Resultante: 


R (f (z, Bi), f (z, Bx)) as (B; rib B,)’ “R (9 (X45 Bi, Bx), h (x; Bi. Bx)); 
und das Produkt 
IT II R(f(e,B,), #(@,x)) 
k=ei 


wird 


i=1 
Mathematisehe Annalen. 116. 30 


IT TT (B:—Bs¥- IT TT B(g(@;BisBy)s (ws Bu. Br))- 
ki i=1 ki 
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Der erste Faktor ist die r-te Potenz der Diskriminante von p(y). Um den 
zweiten Faktor als Resultante schreiben zu kénnen, bilden wir das Polynom 
y (2) — 7 (B,) 
t (2,8) = — 

dessen Nullstellen gerade die von f, verschiedenen Wurzeln von ¢ (y) sind. 
Dann ist 
au R, (9 (x; B;, Bx), h(x; Bi, Bx)) = R(t (2,8), Re(g (258i, 2), h(x; Bx, 2))] 

+ 
und 


(1) TT TT Be (9 (23 Bis Beds b(@3 Ber Br) 
i=—1 ki 


= R,| ey), R.[t (z, y), Re (9 (2; y, 2), h(z; y,2))]}, 
also 


D(F) = n(D(f)) - (D (@)¥ - Ry {g, RB, [t, Re (g, AD}. 


Am giinstigsten ist der hiufige Fall, daB f(z, 8;) von #; nur linear und 
infolgedessen g und h von #, gar nicht abhingen. Dann wird: 


D(F) = n(D (f)) -(D (oy -(R(g, h))"~ ». 


Il. 


Gegen die eben gefundene Lésung ist einzuwenden, da der Faktor, der 
zur Hilbertschen Formel hinzutritt, nicht als Quadrat erscheint, obwohl 
er doch, wie wir uns zu Anfang iiberlegten, das Quadrat einer Determinante 
mit ganzen rationalen Elementen ist. Nun tritt zwar in (1) jeder Faktor 
R (g (x; B;, Bx), A(z; B;, Bx)) doppelt auf; aber dies kann bei einer Resultanten- 
bildung mit g(y) und rt (z, y) nie in Erscheinung treten, weil dabei (f;, 8,) 
von (f,, 8;) unterschieden werden mu8. Wir miissen versuchen, die unge- 
ordneten Lésungspaare (f,,8,) algebraisch zu kennzeichnen. Dazu fiihren 
wir statt £, und f, die elementar-symmetrischen Funktionen u,;, = f; - By 
und v,, = B,; + B, der Wurzeln von y(y) = 0 ein. Da g(z; 8, 8,) und 
h(x; B;, By) in B,; und £, symmetrisch sind, lassen sie sich als Polynome 


G (x; Uyy, 0,) und H (x; u,,, v;,) darstellen. u und v geniigen je einer Glei- 
chung ate =) ten Grades. Wir brauchen aber nur eine von ihnen, etwa 


x (v) = 0 aufzustellen. Thre Koeffizienten sind symmetrische Funktionen 
der #8, und kénnen leicht durch die Koeffizienten von g(y) ausgedriickt 
werden. y(v) zerlegen wir in seine irreduziblen Bestandteile 


1 (0) = (xs (0)) + (ea (0))* --- (ee (0). 
(Es geniigt sogar, die Faktoren voneinander zu trennen, die in verschiedenen 
Potenzen in y vorkommen.) 
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Die Gleichung fiir u iiber dem Grundkérper kann uns jetzt nichts mehr 
niitzen, da sie iiber die Zuordnung der u,, und der v,, nichts aussagt. 
Wir brauchen die Gleichung fiir u iiber dem durch v,, erzeugten K6rper. 


Wenn wir ein zusammengehériges Paar (u,,, v;,) kennen, bestimmen 
sich zwei Lésungen von » (y) aus der Gleichung 


(2) yY—%.4¥ + uy, = 0. 


Die Elimination von y hieraus und aus gp (y) = 0 liefert eine Gleichung 
y (u,v) = 0 vom m-ten Grad. 


Wir deuten diese Gleichung als Kurve in einer (u,v)-Ebene. Da 


ba 
y (u,v) = IT (6? — vB; +), zerfallt diese Kurve in m gerade Linien, 


i=1 
Tangenten an die Parabel v? = 4. Sie schneidensich in aint) Punkten S. 


Fiir jeden Punkt auf einer solchen Geraden haben (2) und  (y) = 0 eine 
Wurzel, fiir die Schnittpunkte zweier Geraden beide Wurzeln gemein. Die 
Punkte S stellen also die Wertepaare (u,v) dar, an denen uns liegt. 


Jede Gerade v = v,, wird von den m Parabeltangenten geschnitten; 
uns gehen aber nur diejenigen Punkte etwas an, in denen sie von zwei jener 
Tangenten geschnitten wird. Wir miissen also die Doppelwurzeln von 
y (u, ¥;,) = 0 suchen, etwa indem wir den gré8ten gemeinsamen Teiler 
@ (u,v) von y (u, ¥;,) und rad bilden. Ist v,, eine Wurze] von x, (v) = 0, 
also eine g,-fache Wurzel von x (v) = 0, so gibt es 0, Wertepaare (,, 8,), 
deren Summe v,, ist, uid g, Produkte u,;, = B,- By. w, (u,v) hat also in u 
den Grad y,. Da ferner u™ in y (u, v) den Koeffizienten 1 hatte, hingt u im 
Ring der Koeffizienten von g ganz algebraisch von v ab, und wir kénnen 
durch Multiplikation mit gewissen Polynomen in v erreichen, daB u® in w, 
keinen Faktor hat. Allerdings erfordert dies die Durchfiihrung des Euklidischen 
Algorithmus fiir Polynome vom Grade von x, (v), der im ungiinstigsten Fall 


m(m— 1) 





ist. Diesen Schritt kénnen wir zwar im Augenblick noch hinaus- 


schieben, miissen ihn aber dann bei der Bildung der dreifachen Resultante 
nachholen. 


Jetzt stellt sich der Faktor (1) 


ll ai R (G(x; U; x, V; x), A (v5 Ui x, Vix) - (JT R (Gi x5 tiny Yan)» H (2; thm Yon)))? 


i=ik+i 


genau wie in I. dar als 


CTT Re (tas Bel, Re (6, H))Y 


30* 
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Fiir die Berechnung hat dieser Weg den Vorteil, daB man es im Ergebnis 
und daher auch wohl vorher mit kleineren Zahlen zu tun hat, demgegeniiber 
den Nachteil, da8 man an zwei Stellen Resultanten von Polynomen a (Den 
Grades zu bilden hat. Bei dem ersten, unsymmetrischen Weg hatten wir 


héchstens Resultanten von Polynomen m-ten Grades zu bilden. Fiir groBe m 
ist das entscheidend wiahrend etwa fiir m = 3 der symmetrische Weg der 
einfachere ist. 


Ii. 


Als Beispiel wollen wir die Diskriminante der Ikosaedergleichung*) aus- 
rechnen. Wir setzen sie in den Gestalten 


H? — 1728/5 = 0, 
T? — 1728(1 — a) fP=0 


an, wo 
= — (x + 1) + 228 (x — 25) — 494 2 — 0 


die Gleichung der Flachenmitten, 
f=z(z’+1ll2®—1)=0 
die Gleichung der Ecken und 
T =(2™ + 1) + 522 (2 — 25) — 10005 (2 + 2) — 0 


die Gleichung der Kantenmitten und A einen frei veranderlichen Parameter 
bedeuten. Es ist 
— H? +1728) = T?. 


Die Betrachtung der. Fundamentalbereiche zeigt, daB nur fiir A = 0,1, o 
Wurzeln der Ikosaedergleichung zusammenfallen kénnen, daB also die 
Diskriminante die einzigen Nullstellen 0 und 1 hat. Wir miissen zunichst 
die Ordnung ihres Verschwindens fiir diese beiden Werte feststellen: Fiir 
A = 0 gehen wir von der ersten Darstellung aus und setzen 


D(H*® — 1728 f°- 4) = J] (3 H*? H’ — 1728-5 Af*f), 


wobei a1, ag, ..-, %q die Wurzeln der Ikosaedergleichung sind. Setzen wir 
3 
hierin H = YA- 1728 f, so wird: 


() D = 2 J] (3.28. VP" H’ — Ya-b- 1728-1), 


*) Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder S. 55—61. 
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und fiir A = 0 verschwindet kein Faktor des Produktes mehr. D verschwindet 
also bei A = 0 von 40ster Ordnung. 


Fiir 4 = 1 gehen wir von der zweiten Darstellung aus: 
D(T* — 1728(1 — a) f) = J] (27 T’ — 1728-5(1— aff) 


und setzen hierin 


T = Vi —A V1728f, 
dann wird: 
D = (1 — A* JJ (2 ¥1728 VP 7’ — 1728-5 Vl — Af*’). 


D verschwindet also fiir 4 = 1 von 30ster Ordnung, da wieder kein Faktor 
des Produktes fiir A = 1 verschwindet. Also ist D = C - 2 (1 — /)®, wo 
C von A nicht mehr abhangt. 
Aus (3) folgt 
C = lim xu == 31.9% 77 H’ (a,)- fs (a,). 
Amor a 

Bei diesem Grenziibergang fallen je drei Wurzeln zusammen. Zahit man 
jede nur einfach, so wird 


C= 96 2 IT (H(6,))- HTP" 1G.) = 8 24 (D(E)P (RU, NY”, 


wo f,, Be, ..., Bag die Nullstellen von H sind. 


Um D(H) zu berechnen, wenden wir unser Verfahren an, setzen 

= y und 

@ (y) = y* — 228 y® + 494 y*? + 288y +1 =0. 
Dic Funktionen g und A werden g = — 1, h = 2°, also von y unabhingig. 
Ihre Resultante ist — 1. Die Relativdiskriminante ist 5° y*, ihre Norm ist 5”. 
Es ist 

D(H) = (— 1)" -5® -(D (9). 

@(y) ist reziprok; wir setzen y — ; =z. Dann wird 

y (z) =2* — 2282 +49 =0, y®—yz—1=0, 


die Funktionen g und h sind hier g = — y und h = 4? — 1, ihre Resultante 
ist — 1. Die Relativdiskriminante ist z* + 4; ihre Norm ist 5°3?24¢. Die 
Diskriminante von y(z) ist 5524. Also D(g) = (— 1)?5%3?2" und 
D (H) = 5% 310 960, 

Wir miissen noch R (H, /) berechnen. Wir setzen {f = z- f*, dann wird 
R (H, f) = R(H, z)- R(H, f*), und der erste Faktor hiervon ist 1. 

H und f* lassen sich durch die Substitution 2° = y auf H, = y* — 228 ¥° 
+ 494 y® + 228 y + 1 und f, = y* + 11 y — 1 zuriickfiihren. Die Wurzein 
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von H, =0 seien 7, ..., yg, die von H = 0 seien B;, ..., Bap. Je 5 B, haben 
die gleiche 5-te Potenz y,. Dann wird 


RCH, f*) = IT (8) = TT (88) = (hr 


Setzen wir jetzt (y _ 3) =z, sq wird H, (y) = y* - (22 — 2282 + 496) 
= y°- H, (2) und f, (y) = y-(@ + 0) = yf). 
Die Wurzeln von H, = 0 seien 4,, 4,. Es ist 


IT th) =I 7. I ha(7— 2) = 1-UT On. 


v= 1 ‘= 


Also R(H, f) = R (Hz, f.) = 5%. Dann wird endlich 
D = 5785 3210 2420 740 () — )90. 


Uber dem Kérper der 5. Einheitswurzeln wird die Ikosaedergleichung 
galois’sch. In der Diskriminante des zugehérigen Ikosaederkérpers kénnen 
dann bei ganzzahligem 4 héchstens 2,3 und die in 5, 4, 4 — 1 enthaltenen 
Primzahlen aufgehen. 


(Eingegangen am 8. 8. 1938.) 














Einfacher topologischer Beweis 
des Fundamentalsatzes der Algebra. 


Von 


Wei-Liang Chow in Shanghai (China). 


Deuten wir die komplexen Zahlen x bzw. y als Punkte auf den Kugel- 
oberflachen K, bzw. K,, so definiert jede Gleichung y = 2" + a,2"~' 
+... +4, eine (singulare) 2-Kette I’ auf K,, deren Urbild K, ist. I" ist 
also ein Zyklus. Gabe es einen Punkt auf K,, der nicht von I" iiberdeckt 
ware, dann wiirde J’~ 0, wie man leicht einsieht. Andererseits laBt I” sich 
durch eine Deformation, die etwa durch 


y= 2 + (a, 2"~-'4+...+4,)A, 
A=1->A=0, 


definiert werden mége, in die durch y = 2x” definierte 2-Kette I” deformieren, 
die ersichtlich der n-fachen K, homolog ist. Wir hatten dann nK,~TI 
~ I’ ~ 0, was offenbar absurd ist. Also iiberdeckt I’ die ganze K,, d.h. die 
Gleichung y = z* + a,2"~*'+...+a, ist fiir jedes y, insbesondere fiir 
y = 0, lésbar. 


(Eingegangen am 9. 7. 1938.) 








Anwendung des Perronschen Beweises 
eines Satzes von Minkowski. 


Von 


J. F. Koksma in Amsterdam. 


§ 1. 
Einleitung. 
Der in der Uberschrift gemeinte Satz lautet: 
Satz 1. Sind a, B, y, 4, uw, v reelle Zahlen mit «ad —By = +1, so 
gibt es ganze rationale Zahlen x, y derart, dap 
—t Ss fe (z-—4) +Biy—} (e@— 4) + 4(y—»)} S24. 
Hierin ist enthalten (man setze « = 0, 8 = —1,y=1, 6=0, u =0, 
y= — #): 
Satz 2. Sind O und #@ reelle Zahlen, so gibt es ganze rationale 
Zahlen x, y mit 
|2(O@x—y—9%)| s}. 
Tiefer als Satz 2 liegt 
Satz 3. Geniigen die reellen Zahlen O und # fiir jeden Gitterpunkt 
(z, y) + (0,0) den Bedingungen 
Or—y+0, y+I), Oxr—y—d+2), 
so gibt es unendlich viele Gitterpunkte (x, y) mit x + 0 und 
so 
4{z|° 
Satz 3 wurde in etwas schwiicherer Form zuerst von Tchebycheff 
gefunden und nachher von Hermite verschirft. Ihre Beweise sind (wie 
auch ein Kroneckerscher Beweis des Tchebycheffschen Satzes) arithme- 
tischer Art. Satz 1 und Satz 3 in der obigen scharfen Fassung stammen 
von Minkowski und wurden von ihm auf geometrisch-anschauliche Weise 
hergeleitet. Spiter sind von mehreren Mathematikern neue und oft sehr 


einfache arithmetische oder geometrische Beweise von Satz 1 oder Satz 3 
gegeben worden’). Nach meiner Erfahrung ist es manchmal nicht leicht, 


|Oz—y-—9| < 


1) Literatur in meinem Bericht: Diophantische Approximationen (Erg. d. 
Math. IV, 4; Berlin 1936), Kap. II, § 3, VI, § 1ff. 
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eine Methode zur Herleitung von Satz 1 auch zum Beweise von Satz 3 
zu verwerten. 

Neulich veréffentlichte Herr O. Perron?) einen sehr schénen und be- 
sonders einfachen arithmetischen Beweis von Satz 1. Das Ziel dieser Note 
ist, die Perronsche Methode zum Beweis des Satzes 3 zu benutzen'). 

Im folgenden verwende ich einige Eigenschaften der Kettenbruch- 
darstellung von © (@ ist nach den Voraussetzungen von Satz 3 irrational), 
nicht weil die Theorie der regelmaBigen Kettenbriiche sich nicht vermeiden 
lieBe, sondern weil der Beweis dadurch einen mehr konstruktiven Charakter 
erhilt. 

Vorbemerkung. Um Satz 3 zu zeigen, braucht man nur zu be- 
weisen, dais es unter den Voraussetzungen dieses Satzes unendlich viele 
ganze rationale z, y mit z + 0 und 


(1) |Oz—y— saa 

gibt. Denn gilte in (1) das Zeichen = fiir zwei Gitterpunkte (z,, y,) 
und (Z,, ¥g) mit x, + 2, so waren die beiden Zahlen O z, — y, — # und 
Ot,—Y¥,—% rational, also wire die Zahl O (2, —z,) —(y, — y,), also 
auch © rational. Weil es ferner zu jedem ganzen rationalen x + 0 
héchstens ein ganzes rationales y mit (1) gibt, gilt also das Zeichen = 
in (1) fiir héchstens einen Gitterpunkt (z, y) mit z + 0. 


§ 2. 
Beweis von Satz 3. 


Die Naherungsbriiche = — des regelmaBigen Kettenbruchs @ (py = [9], 
% = 1) *) geniigen bekanntlich 5) den Gesetzen 





Pit. % — PiQ+1 = (—1)$ (t > 0), 
(2) a P, l 
0 < (-1) 6-3)<2- (¢ => 0). 
Wir setzen 
(2a) Rk, =90 qi — Pi (* } 0). 


2) O. Perron, Neuer Beweis eines Satzes von Minkowski, Math. Annalen 115 
(1938), S. 656—657. 

3) Der Deutlichkeit halber schreibe ich den Beweis in § 2 vollsténdig nieder, 
so daB ich in § 2, obwohl ich von ihr einen ausgiebigen Gebrauch mache, nicht 
mehr nach der Perronschen Arbeit zu verweisen brauche. 

4) Es bedeute [u] fiir reelles u die gréBte ganze rationale Zahl = uw. 

5) Vgl. z. B. O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen. (Leipzig-Berlin 
1929; 2. Aufl,) 











466 J. F. Koksma. 


In der Folge mége » eine beliebige gerade*) ganze rationale Zahl 
=> 0 bedeuten. Dann ist nach (2) 
(3) Pn+19n — PaGati = 1, 
(4) 0<4q,R, < 1. 


Wir bestimmen nun die von » abhiingigen Zahlen M, und N, aus dem 
Gleichungspaar 


(5) 
und finden wegen (3) 
(6) My, = qn+19; Na = — Qn? 
Weiter betrachten wir die Substitution 

= WX+ Qn+iY, 
¥Y = PnX+ Pn+1iY, 
welche wegen (5) mit der Substitution 
& = qn(X — M,) + Qn+1(¥ —N,), 

y+ 8 = p, (X — M,)+ Pani (¥ — Nn) 
gleichbedeutend ist; es liefert (8) wegen (2a) und (3) die Identitat 

Oz? -—a(y + 8) 

(9) =n R,(X—My)?+ (Gn Bn 41+ Yn +1Rn)(X—-Mn)(Y—Nn) + Qn +1 Rn4i1(¥—-Na}® 


0 = gn My + Qni+1 Nn, 
— B= pn My + ni Nn 


(7) 





(8) 








ate se Gee oP 8b 
=n R, |X M,,+ 2q,h, (Y N,)| iq, R,(% N,)*. 
Jetzt sei 
(10) Y, = der nachsten ganzen rationalen Zahl von WN, 
gesetzt, so da8 
(11) |\¥.—N,| S34 
ist. Wir unterscheiden jetzt zwei Fille. 
Fall A. Sei 
(12) (Y, oa N,,)? Ss In R,. 


Dann werde 
[% = der nachsten ganzen rationalen Zahl von 


q, &,, +4, R,, 
| M. — = R — (Y, — N,) 


gesetzt. Wegen (4), (13) und (12) ist alsdann das letzte Glied von (9) fiir 
X=zZ,, Y= Yl, 


(13) 





absolut < }. 


6) Diese (unwesentliche) Einschrankung mache ich zur Vermeidung von Fall- 
unterscheidungen. ; 
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Fall B. Sei 
Vn R, < (Y,, — N,)*. 
Dann werde *) 


9, F, n +49,4,2 n Vy, —iy— —4q, n 
x, = |, — cya —*(Y, — N,)+ 29, B J+. 


also fiir geeignetes m, > 0 und < 1 














V(¥,—%,) — 9, 2, 
N,) + Tq, B + 


Gn Py i+ In Baas 
X,, = M, — 2q, R, (Y —— 


gesetzt. Alsdann ist das letzte Glied von (9) fiir 
A=xzfZ,, Y= YF, 








gleich 
Qn Rn 











(Y,—-¥,?—-@ 2, ‘ (Y,—4,)° 1 
ES ee ae 


Hierin ist wegen (4), (11) und 0<o, <1: 
0 < an V(Yn — Nu)*® — qn Ry + 2 Gn Rp — Vt — dn Ry + In Rp 
<V¥i—q.R, +93 R32 + Qn R, = V(t — Qn Ry)*® + Qn RB, = 3, 
so daB auch im Fall B das letzte Glied von (9) fiir X = X,, Y = Y,, 
absolut < } ist. 


Wegen (9) befriedigen also in beiden Fallen die durch (7) mit X = X,, 
Y = Y,, gelieferten ganzen rationalen Zahlen + =z, y = y, die Un- 








gleichung 

(14) | tn (O %m — yn — 9)| S } 
Ich behaupte jetzt, daB 

(15) |Oz% —y—0| s+ 


% 
ist. Diese Behauptung ist wegen (14) trivial, wenn |2,| > 49,; wir 
nehmen zu ihrem Beweis also 








(16) |2n| << 34m 
an. Aus (7) mit X= X,, Y= Y,, r= 2,, y = yp folgt wegen (3) 
(17) Y,, = In Yn — Pn Tn- 
Wegen (2) mit i = n ist O = 2 ape gilt 
o, 7, 
29 2» — Yn — 8) = 44(— a 8) =Pxtn— In Yat 
=— y. — 8 qn: 








|t,| <S 4 wegen (10) und (6)), 
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so daB wegen |o,| < 1 und (16) im der Tat (15) gilt. 
Aus (15) folgt 
(18) O in — Wn — 0 > O fir n> o—. 


Weil nun nach den Voraussetzungen von Satz 3 der Ausdruck 
0 2,— Yn, — 0 
bestindig ungleich Null ist und es zu beliebigem z héchstens ein ganzes 


rationales y mit 
|O@z—y-—B\<} 


geben kann, folgt aus (18) sofort 
|\2,|—> o fir n + o. 


Das heiBt: es gibt unendlich viele verschiedene unter den Gitterpunkten 
(Zp, Yn), also unter den Gitterpunkten (z, y) mit (1), so dab Satz 3 wegen 
der Vorbemerkung in § 1 bewiesen ist. 


(Eingegangen am 18. 8. 1938.) 
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Grundlagen einer Theorie der Integralgruppen 
und der Integralperioden bei den 
Normalteilern der Modulgruppe. 
Von 
E. Hecke in Hamburg. 
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§ 1. 


Problemstellung. Ubersicht iiber die Methoden und Resultate. 


Bezeichnungen. 


Besitzt ein algebraisches Gebilde in einer Variabeln vom Geschlechte p 
eine Gruppe 6 von ein-eindeutigen analytischen Abbildungen auf sich (Auto- 
morphismen), so erfahren die p linear unabhangigen Differentiale 1. Gattung 
bei diesen Abbildungen lineare homogene Substitutionen, die in ihrer Gesamt- 
heit eine Darstellung S der abstrakten Gruppe 6 bilden. Eine allgemeine 
Methode zur Bestimmung dieser Darstellung, d.h. zur Bestimmung ihres 

Mathematische Annalen. 116. 31 
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Charakters, hat zuerst Hurwitz") angegeben. Fiir das spezielle Gebilde, 
welches durch die elliptischen Modulfunktionen einer Primzahlstufe g definiert 
ist, habe ich*) vor einigen Jahren die Zerfallung der genannten Darstellung 
in ihre irreduziblen Bestandteile auf einem etwas anderen Wege ermittelt,. 
wobei sich ein merkwiirdiger Zusammenhang mit der Klassenzahl*) des 


quadratischen Zahlkérpers K () — q) ergab. Seitdem ist von den Herren 
C. Chevalley und A. Weil die Frage von neuem aufgenommen*) und mit 
algebraischen Methoden ein sehr allgemeines Theorem iiber diese und ver- 
wandte Gruppen bewiesen worden. 

Meine weiteren Untersuchungen lassen nun erkennen, da8 allgemein 
das Problem der Bestimmung dieser Gruppe der Differentiale 1. Gattung 
in zwei verschiedenartige und verschieden schwierige Probleme zerlegt 
werden mu8: 

I. Das eine ist die Bestimmung der Gruppe S + S, wo & die Dar- 
stellung mit konjugiert-komplexen Koeffizienten zu GS bedeutet. Diese 
Gruppe S + G ist offenbar die Gruppe, nach der sich die reellen und imagi- 
naren Teiie der Integrale 1. Gattung, d. h. die 2 p reellen Potentiale 1, Gattung 
bei den Automorphismen © umsetzen, wenn man von additiven Konstanten 
absieht. Der Kern dieser Frage ist topologischer Natur*), da die Potentiale 
1. Gattung in bekannter Weise den Randkurven eines kanonischen Schnitt- 
systems auf der Riemannschen Flache zugeordnet werden kénnen und es 
sich also nur darum handelt, wie sich ein solches Schnittsystem bei den Ab- 
bildungen aus © verhalt. Denkt man sich die Darstellung S + S durch die 
Angabe des Charakters und dessen Zusammensetzung aus den einfachen 
Charakteren der Gruppe © gegeben, so ist durch die Kenntnis von S + © 
die Vielfachheit x = x (D) bestimmt, mit der eine irreduzible Darstellung D 
von © mit reellem Charakter in S auftritt, Von einer irreduziblen Darstellung D 
mit nicht-reellem Charakter ist dagegen so nur die Summe der Vielfachheiten 
bekannt, mit welchen D und 5 in S vorkommen. 

II. Es bleibt also als zweites Problem noch die Ermittlung der Vielfach- 
heiten einer Darstellung mit nicht-reellem Charakter. Dies Problem ist leer, 
falls alle einfachen Charaktere von @ reell sind. Im anderen Falle muB es 
funktionentheoretisch nach den bisherigen Methoden erledigt werden und 


1) A. Hurwitz, Uber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in 
sich (§ 14), Math. Annalen 41 (1893) = Math. Werke, Bd. I, 8S. 427 ff. 

*) E. Hecke, Uber ein Fundamentalproblem aus der Theorie der ellipt. Modul- 
funktionen, Abh. a. d. Math. Sem. Hamburg VI (1928). 

*) E. Hecke, Uber das Verhalten der Integrale 1. Gattung bei Abbildungen, 
ins besondere in der Theorie der ellipt. Modulfunktionen, Abh. a. d. Math. Sem. Hamburg 
VIII (1930). 

*) C. Chevalley und A. Weil, Uber das Verhalten der Integrale 1. Gattung bei 
Automorphismen des Funktionenkérpers, Abh. a. d. Math. Sem. Hamburg X (1934). 
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fiihrt, wie die Beispiele aus *), ®) zeigen, zu sehr bemerkenswerten Beziehungen 
zur Arithmetik. 

Wenn nun das algebraische Gebilde in Gestalt eines Kérpers von auto- 
morphen Funktionen gegeben ist, wie etwa des Kérpers der elliptischen 
Modulfunktionen, die bei einem Normalteiler N der Modulgruppe [ (1) von 
endlichem Index invariant bleiben, wo dann die Automorphismengruppe © 
die Faktorgruppe T (1)/® ist, so laBt sich, wie ich in dieser Arbeit zeigen 
werde, das Problem I mit einer neuartigen Methode iiberraschend einfach 
und allgemein erledigen. Man braucht dabei nicht die Kenntnis aller ein- 
fachen Charaktere der Gruppe ©, sondern erhilt die Vielfachheit r, mit 
welcher eine irreduzible Darstellung D in S + & auftritt, ausgedriickt allein 
durch den Charakter von D. 

Das Hauptresultat spricht sich in folgender einfachen Formel aus: 

Die Vielfachheit r einer irreduziblen Darstellung D von [ (1)/M mit 
dem Charakter y innerhalb der Gruppe S + S (dabei D nicht die identische 
Darstellung) ist 


(1) “(D)+*(D) =r= 
1 1 1 
t-y DO) -¢ Y ul™-zZ J xl(T0y). 
n mod N nm mod 2 nm mod 8 
Dabei sind U, T die beiden Modulsubstitutionen tr = 1+ 1, 1 = — S 


T , 
N ist die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche U" zu ® gehdrt, / der Grad 
von D. 

Ich hatte urspriinglich diese Frage nur fiir die Kongruenzgruppe N = [(N) 
der Stufe N behandelt, wo G6 = [ (1)/T (N) die inhomogene binire Modular- 
gruppe I(N) mod N ist; es zeigte sich aber, daB die ganzen Entwicklungen 
wortlich fiir alle Normalteiler der Modulgruppe von endlichem Index gelten. 

An dieser Stelle sei noch die folgende Tatsache hervorgehoben: Das 
algebraische Gebilde, welches durch die invarianten Funktionen zu dem 
Normalteiler MN definiert ist, ist endlich-vieldeutig unter allen algebraischen 
Gebilden allein schon durch seine Abbildungsgruppe 6 bestimmt (wenn man 
noch den Zusammenhang zwischen Geschlecht p, Ordnung w von © und 
Exponent N durch Gleichung (5) als gegeben ansieht). Im Falle © = M (q) 
mit Primzahl g ist das Gebilde sogar eindeutig durch diese Daten fixiert®). 

Der Grundgedanke meiner Methode zum Beweis der Formel (1) ist die 
Benutzung der Perioden der Integrale oder Potentiale 1. Gattung. Irgend- 


5) H. Spies, Die Darstellung der inhomogenen Modulargruppe mod gq”. .., Math. 
Annalen 111 (1935), S. 346. : 

*) E. Hecke, Die eindeutige Bestimmung der Modulfunktionen q-ter Stufe durch 
algebraische Eigenschaften, Math. Annalen 111 (1935), S. 293. 


31* 
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ein System von / linear unabhangigen reellen oder komplexen Potentialen 
1. Gattung von ®, j; (7), ..., jy (t), das sich bei allen Substitutionen aus 
[ (1) bis auf additive Konstanten linear in sich umsetzt — kiirzer: ein in- 
variantes System —, erzeugt eine Darstellung der unendlichen Modulgruppe 
T (1) durch affine Substitutionen in f Variabeln. Einer jeden Modulsubstitution 
L entspricht dabei eine affine Substitution M (Z), deren homogener Bestand- 
teil nur von der Klasse von L mod ® in [ (1) abhiangt, und daher 
definieren diese homogenen Teile eine homogene Darstellung vom Grade f 
der Faktorgruppe © = [(1)/M. Wenn also L zu ® gehért, so ist M (L) 
eine reine Translation, und die Komponenten dieser Translation sind die 
Perioden, um welche sich die Potentiale j, (t) bei der Substitutién L andern. 
Ferner ist bei jeder parabolischen Substitution ZL aus N diese Periode gleich 
Null. Man kann daher durch Andern der j,;(t) um additive Konstanten 
erreichen, daB schon die Substitution M (U), nicht erst M(U*), homogen 
ist; dies mag gleich vorausgesetzt werden. Eine jede affine Darstellung mit 
diesen Eigenschaften (bei festgegebenem ®) mag kurz als ,,zulissige Dar- 
stellung der [ (1) bezeichnet werden. 

Es ist klar, daB r verschiedene invariante Systeme von Potentialen, 
welche affine Darstellungen mit dem gleichen homogenen Teil erzeugen, 
sich in den Translationskomponenten dieser Darstellung unterscheiden 
miissen und da® also die Anzahl r der linear unabhingigen Systeme dieser 
Art mit der Anzahl der linear unabhangigen Méglichkeiten fiir die Translations- 
komponenten bei gegebenem homogenen Teil der Darstellung zusammen- 
hangen muB. 

Eine zulassige Darstellung in f Variabeln la8t sich nun auf zwei ver- 
schiedene Arten festlegen: 


1. Durch die homogenen Teile D und die Werte der f additiven Kon- 
stanten, die in der affinen Substitution M (7) zur Substitution T (tr) = — + 
auftreten. Denn M(U) und M (T) erzeugen ja die ganze Gruppe. 


2. Durch die homogenen Teile D und die Werte der Translations-Kom- 
ponenten in allen M (L), wenn L zu ® gehért. Da & eine freie Gruppe mit 
endlich vielen Erzeugenden ist, geniigt die Angabe der M (L) fiir diese Er- 
zeugenden L. 

Benutzt man die zweite Art der Festlegung und die Tatsache, daB die 
Schar aller 2 p Potentiale 1. Gattung bei NR genau 2 p unabhingige Trans- 
lationen erfahrt, so ergibt sich, da8 jede zulassige Darstellung mit irreduziblem 
homogenen Teil durch genau ein bestimmtes System von Potentialen 1. Gat- 
tung tatsichlich realisiert ist (Vollstandigkeitssatz §4, Satz 6). 

Benutzt man aber die erste Art, so sieht man, daB die f additiven Kon- 
stanten in der affinen Substitution M (7), die wir zu einem Vektor p (Matrix 
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mit einer Spalte und / Zeilen) zusammenfassen, nicht willkiirlich gewahlt 
werden diirfen. Die durch die affinen Substitutionen M(U) und M (T) 
erzeugte affine Gruppe ist vielmehr dann und nur dann eine Darstellung 
der [ (1), wenn die definierenden Relationen der Modulgruppe 


T? —(TUP = 1 


bei der Abbildung L — M (L) richtig bleiben. Bezeichnen wir mit Mg, € 
bzw. die Matrizen f-ten Grades, welche in der homogenen Darstellung D 
den Modulsubstitutionen S und der Identitét entsprechen, so ergeben sich 
zwei Bedingungen fiir p, die in der Ausdrucksweise der Matrizen lauten: 


(2) a) (E+M,)-p = 9, 
b) (E+ Mp y + (My y)*)-p = 0. 
Es sind lineare homogene Gleichungen fiir die f Komponenten von p. 

Aus diesen Tatsachen folgt, daB eine irreduzible Darstellung D in der 
Gruppe S + S der Potentiale 1. Gattung genau so oft enthalten ist, wie die 
Anzahl der linear unabhingigen Lésungen p des Gleichungssystems a), b) 
angibt. Ist also z der Rang dieses Systems, so ist die gesuchte Vielfachheit 
r = f —z, und es ist offenbar der Rang z 


(3) f—r=2<z(a)+2(b), 


wenn z (a), z (b) die Rangzahlen des einzelnen Systems a) bzw. b) sind. Nun 
lassen sich diese einzelnen beiden Rangzahlen ja einfach aus den Charakteren 
der Matrizen Mz, My und ihren Potenzen berechnen. Und die einzige 
Schwierigkeit ist, festzustellen, daB in diesen Ungleichungen das Zeichen 
= gilt (bis auf einen trivialen Zusatz, den ich hier bei dieser allgemeinen 
Orientierung unterdriicke (Gleichung (25), Satz 7)). Diese Aussage folgt 
nun sehr einfach nach Multiplikation von (3) mit dem Grade f der Darstellung D. 
und Summation iiber alle irreduziblen Darstellungen D von 6. In der so 
entstehenden Formel 


(4) 2 (Pf —f-2(a)—f-2()) Ss Sef 


ist namlich der Bestandteil ¥ rf nach Definition gleich 2 p, wahrend die linke 
Seite ebenfalls gleich 2 p ist vermége bekannter Eigenschaften der einfachen 
Charaktere endlicher Gruppen. Dabei wird der Zusammenhang zwischen 
Geschlecht und Index eines Normalteilers der Modulgruppe benutzt. Somit 
gilt in (4) das Gleichheitszeichen und daher ebenso in den einzelnen Un- 
gleichungen (3). Damit ist die Behauptung (1) bewiesen (§4, Satz 8). 
Durch die Bedingungen (2) sind die unbekannten Vektoren pz, welche 
in der affinen Darstellung durch die x Integralvektoren 1.Gattung zu D 
auftreten, auf eine Mannigfaltigkeit von nur r = 2x Dimensionen einge- 
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schrinkt (wenn wir den Charakter von D als reell voraussetzen). Die Be- 
deutung dieser Reduktion zeigt sich nun auch darin, da8 es weiterhin gelingt, 
die bilinearen Gleichungen, welche nach Riemann fiir die Integralperioden 
eines algebraischen Gebildes gelten, in unserem Falle in iibersichtlicher Weise 
allein durch die Grundvektoren p, auszudriicken (§ 5, Gl. (44)) und weiter: 
Nach passender Wahl gewisser 2 x, Grundlésungen p = g* von (2) (die noch 
auf unendlich viele Arten méglich ist) kann man in der linearen Schar der 
x Integralvektoren zu D eine Schar von x ,,Normalintegralen“ auswihlen, 
deren Grundvektoren p, aus den g* mit Hilfe einer eindeutig bestimmten 
Matrix (t, a) des Grades x ausdriickbar sind. Diese Matrix (tr, a) ist vom 
Typus einer Riemannschen Perioden-Matrix: symmetrisch und mit positiv 
definitem Imaginarteil. An Stelle von x* Freiheitsgraden bei den p, bleiben 
somit nur noch 4x(x + 1), wie bei den algebraischen Gebilden vom Ge- 
schlecht x (§ 6, Satz 13). 

Zu einem &hnlichen Ergebnis wiirde man kommen, wenn man von der 
Perioden-Matrix des vollen Systems der p Integrale zu N ausgeht. Die Auto- 
morphismen des Gebildes bedeuten fiir die Perioden eine komplexe Multi- 
plikation 1. Ordnung. Und aus der Existenz dieser folgt, daB die Perioden- 
Matrix reduzibel wird, indem sie durch geeignete Transformation in Teil- 
matrizen zerfallt, welche den irreduziblen Darstellungen der Abbildungs- 
gruppe entsprechen. Zur Auswertung dieser Aussage im konkreten Falle 
braucht man aber die Kenntnis der Erzeugenden des Normalteilers N, deren 
Berechnung schon in den niedersten Fallen praktisch fast undurchfiihrbar 
ist. Fiir die Anwendungen, wo die Integrale durch Potenzreihen gegeben 
sind, ist gerade die Zuriickfiihrung des Problems auf das Verhalten 
der Integrale nur bei den zwei Substitutionen U und T eine erhebliche 
Erleichterung. 

In der oben erklarten Matrix (t,,) steckt als akzessorisches Element 
noch die Auswahl der Koordinatenvektoren g* im Raum der Lésungen von 
(2), wahrend die Matrix unabhingig ist von der Wahl von D innerhalb der 
Klasse aquivalenter Darstellungen. Eine erste Einschrinkung dieser Un- 
bestimmtheit wird zunichst dadurch erzielt, daB wir verlangen, die Kom- 
ponenten der Vektoren g* sollen in dem Koeffizientenkérper von D liegen, 
und diesen dann méglichst einfach wahlen. Hierzu ist aber eine genaue 
Kenntnis der algebraischen Natur von D notwendig. Deshalb wird weiterhin 
die Untersuchung nur fiir die Kongruenzgruppen ® = [ (g) von Primzahl- 
stufe q durchgefiihrt und fiir sie in §7 bewiesen, daB jede irreduzible Dar- 
stellung der inhomogenen Modulargruppe M(q) im Kérper ihres Charakters 
realisierbar ist. Dabei ergibt sich als Nebenresultat die fiir andere Fragen 
sehr wichtige Tatsache, da8 der entsprechende Satz fiir die homogene Modular- 
gruppe M, (q) nicht zutrifft (Satz 15 in §7). 
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Die noch verbleibende Unbestimmtheit mu8 durch arithmetische Zusatz- 
bedingungen iiber die auftretenden Nenner beseitigt werden, sowohl fiir die 
Koeffizienten der Darstellung D als auch fiir die Komponenten der g*. Diesen 
Bedingungen entspricht bei dem algebraischen Gebilde vom Geschlecht x 
etwa der Ubergang von einem beliebigen System von 2 x Riickkehrschnitten 
auf der Riemannschen Flache zu einem kanonischen Schnittsystem. In dieser 
Arbeit gehe ich aber auf diese Fragen nicht weiter ein. 

Was nun noch an willkiirlichen Elementen in den t,, bleibt, ist das 
Gegenstiick zu dem Begriff ,,Riemannsche Periodentransformation bei den 
Normalintegralen 1. Gattung‘, aber hier mit der bemerkenswerten Erweite- 
rung, daB der Koeffizientenbereich nicht der rationale Zahlkérper, sondern 
der total reelle Kérper K (vy) vom Grade n ist. Der einfachste Fall mit » > 1 
fiihrt zu Periodensystemen, wie sie zuerst Herr Hilbert bei den Modulfunk- 
tionen von » Variabeln zu einem Kérper n-ten Grades eingefiihrt hat: Die 
simulianen Perioden einer Funktion von n Variabeln sollen folgende Gestalt 
haben: 

BO- a, + vO-y,, (i = 1, 3,...,#). 


Mit festem z,, y, durchlaufen u,v alle ganzen Zahlen des Kérpers, wobei 
durch die oberen Indizes | die Konjugierten in diesem Kérper bezeichnet 
sind. Die erwahnten Periodeniransformationen sind dann die Substitutionen 
der Modulgruppe in diesem Kérper, simultan mit konjugierten Koeffizienten 
ausgeiibt auf die » GréBenpaare (2;, y;). 

Im letzten Paragraphen werden invariante Aussagen iiber die Perioden- 
Matrix t,, fiir einzelne spezielle [ (g) bewiesen, die sich ohne Heranziehung 
der oben angedeuteten arithmetischen Verscharfungen formulieren lassen, 
wie etwa, daB bei den Funktionen der Stufe 11 alle 26 Integrale 1. Gattung 
sich als elliptische Integrale wahlen lassen (§ 8). 

Das niachste Ziel ist dann die Anwendung der entwickelten Theorie auf 
Integrale, die durch unendliche Reihen, als vierfache Thetareihen, gegeben 
sind, und die Diskussion der Konsequenzen fiir die analytische Zahlentheorie 
der quaternéren quadratischen Formen. 

Bezeichnungen. U und T sind durchweg zur Bezeichnung der beiden 
erzeugenden Modulsubstitutionen gebraucht: 


Ur=t+1, Tr= —-. 


Der Querstrich iiber irgendeinem Zeichen, wie Z, bedeutet den Ubergang 
zum Konjugiert-komplexen. Kleine deutsche Buchstaben a, x, ... bedeuten 
Vektoren, d.h. Matrizen mit einer Kolonne. Fiir quadratische Matrizen 
verwenden wir groBe deutsche Buchstaben M, U,H,... Der Akzent ’ an 
deutschen Buchstaben bedeutet den Ubergang zur transponierten Matrix, 
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speziell also etwa x’ eine Matrix mit einer Zeile, deren Elemente die 
Komponenten von x sind, und weiter ist dann z’-W-» der bilineare Aus- 
druck 


r-U-y = 2 Gr, Zr Ye; 
r,@ 


wenn & die quadratische Matrix (a,,) vom Grade f und x, y Spaltenvektoren 
mit { Zeilen z,, y, sind. € ist die Einheitsmatrix von einem Grade, der in 
jedem Falle aus dem Zusammenhang ersichtlich ist. Mit D oder D, wird eine 
Darstellung einer endlichen Gruppe durch lineare homogene Substitutionen 
in f Variabeln bezeichnet. 


ed 
mit ad — be = 1 im Restklassenring mod N, wobei S und — S als nicht 
verschieden gelten. Ebenso ist 9, (N) die analoge homogene Gruppe, wo S 
und — S nicht als gleich gelten. 


M(N) ist die Gruppe der binéren ganzzahligen Matrizen S = ( ’ 


[(N) ist die Gruppe der Modulsubstitutionen, deren Koeffizienten- 


schema kongruent (, °| mod N ist, also [ (1) die volle unendliche Modul- 


gruppe. 
§ 2. 
Grundlagen fiir die Theorie 
ausgezeichneter Untergruppen der Modulgruppe. 

Es sei [ (1) das System der Modulsubstitutionen t’ = oa in der 
Variabeln rt, R ein Normalteiler von [ (1) mit endlichem Index y. Die bei N 
invarianten Funktionen von t bilden bei passender Einschrankung der Sin- 
gularitaéten einen algebraischen Funktionenkérper, sein Geschlecht p, das 
auch das Geschlecht von M heiBt, l4Bt sich mit Hilfe von drei zusatzlichen 
Angaben iiber N, nimlich des ,,Verzweigungs-Schemas“ ausdriicken. Setzen 
wir von nun ab voraus, da8 p > 0 — und nur in diesem Falle ist die Frage- 
stellung dieser Arbeit sinnvoll —, so weif man, daB dieses Verzweigungs- 
Schema von der Form {2, 3, N} sein muB’). Das bedeutet, daB N keine ellip- 
tischen Substitutionen enthalt und daB N die kleinste natiirliche Zahl ist, 


wofiir die Substitution tr = 1+ N zu ® gehért. Das Geschlecht p hat 
dann den Wert 


(5) p = 1+ joy (N — 6). 





7) Fir die allgemeine Theorie der Normalteiler der Modulgruppe vgl. das Buch 
von Klein-Fricke, Vorl. iiber d. Theorie der ellipt. Modulfunktionen, Leipzig 1890, 
Bd. I, 8. 333—343. 
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Die Anzahl der nach ® nicht-dquivalenten rationalen Punkte, d. h. die Anzahl 
der rationalen Spitzen des Fundamentalbereiches von ®, ist 


a £ 
o=¥yF 


da dieser Bereich aus « Exemplaren des Fundamentalbereiches von T (1) 
mit je einer rationalen Spitze besteht und andererseits jeder rationale Punkt ~ 
ebenso wie offenbar der Punkt t = o bei genau N mod § verschiedenen 
Substitutionen fest bleibt. 

Die Gruppe & ist eine freie Gruppe mit 2 p + o — 1 erzeugenden Substitu- 
tionen. Das wird bekanntlich bewiesen durch die Betrachtung des geschlossen 
gedachten Fundamentalbereiches von ® als Riemannscher Flache, welche 
dann durch p Paare von Riickkehr-Schnitten und o nach den rationalen 
Punkten fiihrenden Hilfslinien einfach zusammenhingend wird. Die Er- 
zeugenden werden so gewahlt, daB 


(6) U,, @ = 1, 2,...,¢—1 parabolische Substitutionen sind, 
die iibrigen Erzeugenden seien mit 


(7) L, (vy = 1, 2, ..., 2 p) 
bezeichnet. 

Die p Integrale 1. Gattung von ® sind eindeutige iiberall regulire Funk- 
tionen von t, weiche bei den Substitutionen von MN sich um additive Kon- 
stanten, die Perioden der Integrale, aindern. Ist f(t) eine Funktion von ®, 
so ist auch f (Sr) eine solche, wo S ein Element aus [ (1) bedeutet. Hier- 
durch ist eine Abbildung des Funktionenkérpers zu MN auf sich definiert, 
die umkehrbar eindeutig analytisch ist. Da S, und S, dieselbe Abbildung 
bewirken, wenn sie mod M in derselben Klasse von T (1) liegen, so bilden 
diese Abbildungen eine Gruppe, die Automorphismen-Gruppe © des Kérpers, 
die offenbar mit der Faktorgruppe [ (1)/M isomorph ist. Die Schar der 
p linear unabhiangigen Integrale 1. Gattung geht bei den Abbildungen von 6 
bis auf additive Konstanten in sich iiber, und die Differentiale 1. Gattung 
erfahren also bei den Substitutionen von f (1) lineare homogene Substitu- 
tionen, die eine Darstellung S der Abbildungsgruppe © bilden. Die 2 p Real- 
und Imaginirteile dieser Differentiale setzen sich also bei f (1) nach einer 
Gruppe um, die ebenfalls eine Darstellung von G ist und die in der Ausdrucks- 
weise der Gruppentheorie als S + S zu bezeichnen ist, wobei S die zu S 
konjugiert-komplexe Darstellung bedeutet. 

Das Ziel des ersten Teiles dieser Arbeit (§ 1 bis 4) ist die Zerlegung von 
S + G in irreduzible Bestandteile,-d. h. die Beantwortung der Frage: Wie 
oft ist eine irreduzible Darstellung von ©, gegeben gedacht durch ihren 
Charakter, in der Darstellung S + © enthalten ? 
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Die Gruppe S werde kurz als die Integralgruppe von N bezeichnet, 
genauer als die Gruppe der Differentiale 1. Gattung. Da die Ableitung eines 
Integrales 1. Gattung nach t eine ganze Modulform zu ® von der Dimension 
— 2ist, welche in allen rationalen Spitzen verschwindet, so heiBt die Gruppe S 
auch die Gruppe der Spitzenformen zu ® von der Dimension — 2. 

Die Real- und Imaginirteile der p Integrale 1. Gattung sind die 2 p 
linear unabhangigen reellen Potentiale 1. Gattung. Auch jede lineare Ver- 
bindung dieser mit komplexen Koeffizienten nennen wir Potential 1. Gattung. 
Die fiir das folgende wichtigsten Eigenschaften dieser Schar formulieren wir 
besonders als Hilfssitze: 

Hilfssatz 1. Fiir jedes Potential 1. Gattung zu ®, f(r), gilt 


f (Lt) = f(z), 


wenn L eine parabolische Substitution aus ® ist. 
Diese Gleichung folgt fiir ein Integral 1. Gattung bekanntlich aus seiner 
Regularitaét in derjenigen Ortsvariabeln, welche fiir den rationalen Fixpunkt 


2Qait 
von ZL anzusetzen ist. Fiir t= o ist z.B.e % Ortsvariable. Also ist die 


Behauptung auch fiir die Potentiale richtig. 
Hilfssatz 2. Es gibt zu beliebig gegebenen 2 p komplexen Konstanten 


a, (vy = 1, ..., 2 p) stets ein Potential 1. Gattung, das bei den Erzeugenden L, 
von ® aus Gleichung (7) sich so verhilt: 
f(L,t) = f(t) +4, (y» = 1, ..., 2p). 


Dieses f ist eine Konstante dann und nur dann, wenn alle a, = 0 sind. 

Diese Tatsache folgt einfach daraus, daB die Substitutionen L, den 
Riickkehrschnitten auf der Riemannschen Flaiche des Funktionenkérpers 
entsprechen und daB bekanntlich stets Potentiale 1. Gattung auf der Flache 
existieren, die an den 2 p Schnitten beliebig vorgeschriebene Perioden auf- 
weisen. 

Hilfssatz 3. Ein volles System von 2p Potentialen /, (t) 1. Gattung 
(n = 1, 2,..., 2p) zu N verhilt sich bei T (1) so: Zu jeder Modulsubstitu- 
tion S gibt es eine quadratische Matrix Mg des Grades 2 p mit konstanten 
Elementen c,;(S) und 2 p weitere Konstanten c¢, (S), so daB 


(8) fn (St) =F ens (8)-ft2) +o(8), n=1,2,...,2p. 


Die Matrizen Mg hangen nur von der Klasse von S in [ (1) mod MN ab und 
bilden die Darstellung S + S der Abbildungsgruppe © = [ (1)/M%. 

Es ist fiir die Beurteilung des ganzen Ansatzes wichtig, sich zu iiberlegen, 
da8 map an Stelle der 2 p Potentiale j, (t) auch 2 p analytische Funktionen 
von t finden kann, welche ebenfalls die in den drei Hilfssitzen formulierten 
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Eigenschaften haben und die sich mit demselben Erfolg fiir unsere Theorie 
verwenden lassen, nimlich das System der p Integrale 1. Gattung und p 
passend gewihite Integrale 2. Gattung. 

Fiir alle Integrale 1. und 2. Gattung gilt nimlich Hilfssatz 1. Ferner 
ist es trivial,da8 man aus p Integralen 1. Gattung und p passend gewiahliten 
Integralen 2. Gattung Funktionen mit beliebig vorgeschriebenen Periodizitiits- 
modulen a, linear darstellen kann (Hilfssatz 2). Endlich la8t sich durch 
einfache gruppentheoretische Uberlegungen zeigen, daB man diese p Integrale 
2. Gattung iiberdies als invariantes System gegeniiber T (1) wahlen kann 
(Hilfssatz 3). Da® die Gruppe dieser 2p Integrale dann gerade S + S 
ist, folgt daraus, daB sie sich topologisch genau wie diese definieren la8t®*). 

Die Gruppe S + S kann also auch als die Gruppe der Differentiale 1. 
und 2. Gattung bezeichnet werden. 


§ 3. 
Konstruktion aller zulassigen Darstellungen der unendlichen Modulgruppe 
durch affine Substitutionen. 


In diesem und dem folgenden Paragraphen sollen der Kiirze halber 
unter ,,Integral“ und ,,Potential“ ohne weiteren Zusatz stets solche der 
1. Gattung verstanden werden. 

Durch das System der 2 p Potentiale /, (rt) wird nach (8), Hilfssatz 3 
eine Darstellung der unendlichen Modulgruppe f (1) durch affine Substitu- 
tionen in 2 p Variabeln erzeugt (dabei wird benutzt, daB die 2 p + 1 Funk- 
tionen 1, f(t) linear homogen unabhingig sind). Wir untersuchen die be- 
sonderen Eigenschaften dieser Darstellung und betrachten zu diesem Zwecke 
gleich Darstellungen in einer beliebigen Zahl f von Variabeln. 

Eine affine Darstellung der [ (1) in f Variabeln 21, 2%, ..., 2, liegt 
vor, wenn zu jeder Substitution S aus [ (1) eine affine Substitution M (S) 
in f Variabeln gegeben ist 


{9) M(S): 2% 2 Cni(S) 2, + ey (8S), e=1,...,f, 


und wenn die Zusammensetzung dieser M (S) isomorph mit der der S in [ (1) 
verliuft. Dabei mag iiberdies der Identitét S = J in [ (1) ebenfalls die 
identische Transformation der z, entsprechen. Das einzelne M (S) ist be- 
stimmt durch den homogenen Bestandteil, die Matrix f-ten Grades 


Ms = (Cnr (8)), 


%) Vgl. meine unter *) zitierte Arbeit, speziell § 1. 
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und ihren Translationsteil, den wir als Vektor pg (Matrix mit einer Spalte 
und f Zeilen) Cy (S) 
Ce (8S) 


ey (8) 
schreiben. Fassen wir ebenso die Variabeln x, zu einem Vektor ¢ mit den 
Komponenten 2, zusammen, so schreibt sich (9) in der Bezeichnung der 
Matrizentheorie 
(10) t>Ms-t + Ps. 
I. Die Kompositionsregel lautet offenbar 


(11) Mse= Ms'Mr, Psx = Ps + Ms Pr, 
wobei S, R-beliebige Elemente aus [ (1) bedewten. 
Speziell gilt 
Ps-1 = — My’ Pg, 
Psi s-1 = Ps — Ms_ 5-1° Pg + Ws: P,- 
Wir nennen zwei solche Darstellungen aquivalent, wenn sie sich durch 
eine affine Transformation der Variabeln ineinander iiberfiihren lassen. Eine 
affine Darstellung heiBe ferner reduzibel oder irreduzibel, wenn der 
homogene Teil M, das ist. (Wir brauchen diesen Begriff nur, wenn die M, 
eine endliche Gruppe bilden.) 
Wird die Darstellung M (S) durch ein invariantes System von / Potentialen 
zu ® realisiert (welche linear inhomogen unabhingig sind), so ist weiter 
II. M, = Einheitsmatrix €, wenn LCM, 
Ms = Mz, wenn S und R sich nur um einen Faktor aus N unter- 
scheiden. 
Die Mz bilden also eine Darstellung der endlichen Faktorgruppe T (1)/R. 
Ferner ist in diesem Falle auch nach Hilfssatz 1 
p, = 0, wenn L eine parabolische Substitution aus § ist. 
Speziell ist also pyw = 0 und daher wegen I: 
0 = pypw = (E+ M,+ Mi +...+ MF"). vy. 
Durch eine affine Substitution y, = z, + y, mit konstanten y, laBt sich 
also die Darstellung in eine équivalente iiberfiihren, die die gleichen homogenen 
Teile Ms, aber p,, = 0 hat (wie man aus der Diagonalgestalt von M,, sofort 
erkennt). 
III. Wir setzen daher gleich voraus 


(13) Py = 0. 
Definition. Eine affine Darstellung M (S) = (Msg, pg) mit den Eigen- 
schaften I, II, III hei®e kurz eine zulissige Darstellung der [ (1). 


(12) 
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Hilfssatz 3 bedeutet, die 2p unabhiingigen Potentiale kénnen so ge- 
wahlt werden, daB sie eine zuliassige Darstellung der [ (1) erzeugen. Wir 
wollen nun einen Uberblick iiber alle zulassigen Darstellungen, insbesondere 
iiber die irreduziblen gewinnen. 

Satz 1. Wenn in einer Darstellung (Ms, ps) mit den Higenschaften I, 11 
die py = 0 sind fiir alle L aus ®, so kann sie durch eine Translation 
x) = t, + yn im die durchweg homogene Darstellung (Ms, 0) transformiert 
werden. 

Beweis. Die Darstellung (Ms, ps) ist nach Voraussetzung offenbar 
bereits eine Darstellung der endlichen Gruppe 6 = T (1)/M und kann als 
homogene Darstellung dieser in f + 1 Variabeln aufgefaBt werden: 


2 >, 
f 
tn > 2 Cnr (8) + em + On (8) - 2 n=1,...,f. 


Diese endliche homogene Gruppe in / + 1 Variabeln ist reduzibel, da z, 
fest bleibt, und nach dem Satz von Maschke werden also durch den Ubergang 
VON 2, ZU Y, = 2, + Yn% mit passendem konstanten y, die Substitutionen 
(f + 1)-ten Grades zerspalten in solche, welche die f Variabeln y, (n = 1) 
nur unter sich umsetzen, d.h. die z, + y, werden homogen transformiert, 
wenn auf die z, die affine Gruppe (Msg, ps) ausgeiibt wird. 

Satz 2. Hine zuldssige Darstellung ist vollkommen bestimmt durch die 
beiden Matrizen My, My und den Vektor pr. 

Denn M (U) = (My, 0) und M (T) = (My, pr) erzeugen ja die ganze 
Gruppe affiner Substitutionen. 

Der Vektor py heiBe der Grundvektor der betreffenden Darstellung oder 
auch des Integral- (bzw. Potential-) vektors, in deren affiner Darstellung er 
auftritt. 

Wenn M (8S) = (My, ps) und M*(S) = (Ms, p¥) zwei zulassige Dar- 
stellungen mit demselben homogenen Teil Wg sind, dann ist auch 
(Ms, Aps + mp§) eine zulassige Darstellung, wenn A, w beliebige, von S 
unabhangige komplexe Zahlen sind. 

Satz 3. Die affinen Substitutionen (My, 0), (My, Pr) erzeugen durch 
Zusammensetzung nach 1 dann und nur dann eine zuldssige Darstellung von 
T (1), wenn My, My die Erzeugenden einer homogenen Darstellung der T(1)/N 
sind und wenn der Vektor pr eine Lésung p der Gleichungen ist: 


a) (€ + Mr)-p = 0, 

b) (E+ Mru + Mev)-p = 0. 
Beweis. Damit M (U) = (Mv, 0) und M(T) = (Mp, pr) iiberhaupt 
eine Darstellung der [ (1) erzeugen, ist notwendig und hinreichend, daB die 


(14) 
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definierenden Relationen der abstrakten Gruppe [ (1) bei der Abbildung 

auf die M (S)-Menge richtig bleiben. Diese Relationen sind bekanntlich 
T? = (TU) = Identitat J. 

D.h. es mu sein 

M (T) = (&, 0), 

(15) M (TU) = (G, 0). 


Setzen wir voraus, daB die homogenen Bestandteile Mg bereits die Er- 
zeugenden einer Darstellung der endlichen Gruppe [ (1)/M sind, so ergibt 
die Ausrechnung von (15) nach der Kompositionsregel (11) genau die Be- 
hauptung. 

Die charakteristischen Wurzeln der Matrix Mypy sind dritte Einheits- 
wurzeln, die von Mp sind + 1. Daher ist der Rang z(a) des Gleichungs- 
systems a) allein gleich der Vielfachheit der Wurzel 1 bei My, ebenso der 
Rang z (b) von b) allein die Vielfachheit der Wurzel 1 bei Myy. Diese Viel- 
fachheiten lassen sich aber bekanntlich durch die Charaktere der Matrizen 
und ihrer Potenzen ausdriicken; und da der Rang des vereinigten Systems a) 
und b) héchstens gleich der Summe der beiden Rangzahlen sein kann, so folgt 

Satz 4. Der Rang des Gleichungssystems a), b) aus Satz 3 ist kleiner 
oder gleich 

42 x(T) +4 LF x((TUP). 
nm mod 2 n mod 3 


Hierbei bedeutet z7(S) den Charakter der durch My, My erzeugten 
homogenen Darstellung Mz, der endlichen Gruppe [ (1)/M. 

Wir werden im niichsten Paragraphen zeigen, daB in der Aussage von 
Satz 4 sogar das Gleichheitszeichen gilt, wenn die Ms eine irreduzible Dar- 
stellung bilden, die nicht die identische ist. 

Zu einer gegebenen irreduziblen homogenen Darstellung Mg der [(1)/M 
mit dem Charakter y (S) suche man jetzt alle Vektoren p von der Art, daB 
die zulassige affine Darstellung, die aus 


M (U) = (My, 0) und M (T) = (Mr, p) 
erzeugt wird, mit der homogenen Darstellung (Ms, 0) affin aquivalent ist. 


Dann gilt 

Satz 5. Diese p sind genau diejenigen Vektoren, welche die Gestalt 
(16) p=a— Mp-a, 
wober 
(17) a—My-a=0 


ist, haben. Die Anzahl W (x) der linear unabhingigen p ist 
1 
(18) Wise EF x(0%. 
nmod N 
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Beweis. Wegen der Irreduzibilitat von Mg entstehen die mit (Mg, 0) 
aquivalenten zulissigen Darstellungen aus dieser durch die Variabeln-Trans- 
formation » = 4-z + a, wo A ein konstanter Skalar und a ein konstanter 
Vektor ist. In den Variabeln y hat die affine Darstellung die Gestalt 


(Ms, a — Msg a). 
Fiir S = U muB also sein 
(17) a—WMy-a = 0, 
und fiir S = T ist daher 
(16) p=—a— Mya. 


Die Anzahl W (x) der so darstellbaren unabhangigen Vektoren p ist héchstens 
so groB wie die Anzahl der Vektoren a mit der Bedingung (17). Diese Anzahl 
wiederum ist gleich der Vielfachheit der charakteristischen Wurzel 1 in der 
Matrix Mz. Daraus folgt die Behauptung von Satz 5. 

Es wird sich nachher wieder ergeben, daB in der Ungleichung (18) das 
Zeichen = gilt, wenn die Darstellung Mg nicht die Identitat ist. 


§ 4. 
Der Volistindigkeitssatz fiir die affine Gruppe der Potentiale und ihre 
Zerfallung. 


Satz 6. Jede irreduzible zuldssige Darstellung M (S) = (My, pg) der 
Modulgruppe, in welcher mindestens eine reine Translation (€, py) mit pz + 0 
vorkommt, wird durch ein System von Potentialen tatstichlich realisiert. Das 
System ist durch diese Etgenschaft villig bestimmt, nicht nur bis auf additive 
Konstanten. 

Beweis. Die Darstellung habe den Grad f. Nach §1, Hilfssatz 1 und 2 
gibt es dann zunichst / Potentiale j, (rt), (n = 1, 2, ..., f), die wir wieder 
zu einem Vektor j(t) zusammenfassen, derart, daB fiir die 2p +oa0—1 
Erzeugenden L,, U, der Gruppe ® aus (6), (7) gilt 


j(L,t) = i(t)+ Pz, yv=l1,..., 2p, 
i(U,t) = i(t), @e@=zl,..,¢0-—1. 
Die pz, sind dabei der vorgelegten Darstellung M (L,) entnommen. Die 


jn (tT) erweisen sich nun bis auf additive Konstanten als die gesuchten Poten- 
tiale. 


Denn da die L,, U, die freien Erzeugenden der Gruppe ® sind und diese 
Gruppe auch auf die Translationen M (L) = (€, pz) unserer Darstellung ab- 
gebildet ist, so folgt aus (19) zunachst 


(20) j(Lt) =j(t) +p, fir alle LC®. 


(19) 
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Also ist insbesondere der Vektor j(t) nicht konstant, da ein pz, von Null 
verschieden sein soll. 
Nun sei S eine beliebige Modulsubstitution. Wir setzen 


(21) g(t) = j (St) 
und wollen erst zeigen, daB g(t) sich von 
g* (t) = Ms -j (z) 
nur um einen additiven konstanten Vektor unterscheidet, weil die Differenz 
bei allen Z aus ® invariant bleibt. In der Tat folgt aus (20), (21) 


(22) g (S** LSt) = g(t) + pz. 
Ubt man andererseits auf die Vektorgleichung 
j (S-* LSt) = j(t) + Ps-1n8 
die Transformation Ms aus und beriicksichtigt, daB nach (12) 


Ps 38 = Ms" “PL; 
so folgt 
g* (S-* LSt) = g* (t) + py. 
Da nun mit Z auch S-* LS die ganze Gruppe N durchliuft, so erweist sich 
die Differenz g* (t) — g(t) bei der Gruppe ® als periodenfrei, ist also ein 
konstanter Vektor p§. Es gilt also fiir jedes S aus [ (1) 


(23) j (St) = Ms -j (tr) + vF. 


Da hiernach die Differentiale dj, (t) sich nach der irreduziblen Darstellung Mz 
umsetzen, so sind sie entweder linear unabhiangig oder sie sind alle identisch 
Null. Letzteres ist nach Konstruktion nicht der Fall, also ist (Mg, p¥) aus 
(23) auch eine Darstellung von ©. Sie stimmt mit der gegebenen (Mz, pg) 
fiir alle S aus ® iiberein, also kann sie nach Satz 1 durch Ersatz von j,, (t) 
durch j, (t) + const. in die gegebene iibergefiihrt werden. 

Gabe es noch eine zweite Lésung unseres Problems, so wire die Differenz 
ein Potentialvektor, der sich nach der irreduziblen Darstellung (Mz, 0) 
umsetzt. Er mu8 dann konstant sein, weil er bei N invariant bleibt. Dieser 
konstante Vektor a hat weiter nach Definition die Eigenschaft 
(24) a = Mg-a. 
Wire er nicht Null, so wiirde die lineare Teilmannigfaltigkeit ¢ = ta des 
z-Raumes durch die irreduzible Gruppe Mz in sich iibergehen, dann miiBte 
diese Teilmenge der ganze z-Raum, also f = 1 sein, und nach (24) ware Ms 
die identische Darstellung, was gegen die Voraussetzung ist. 

Nunmehr ergibt sich die Bestimmung der Vielfachheit r leicht durch 
Verbindung der Sitze 3, 4, 5, 6. 
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Es sei eine bestimmte irreduzible Darstellung D = D(y) der Faktor- 
gruppe T (1)/M gegeben. Ihr Charakter sei y(S) und ihr Grad f = f(y). 
Sie sei genau r mal in S + & enthalten. Dann gibt es also genau r Potential- 
Vektoren j’(t)(s = 1,..., 7) (mit f Komponenten), deren Differentiale 
linear unabhingig sind und die sich bei [ (1) nach einer zulassigen Darstellung 
(Ms, pS) mit gewissen p% umsetzen. 

Andererseits wird nach dem Vollstandigkeitssatz 6 jede zulissige Dar- 
stellung mit diesen Mg durch genau eine lineare Kombination 


i(t) = Af (t) +... +4 P(t) +0 
realisiert, worin die A, beliebige konstante Skalare und a ein konstanter 
Vektor ist, der nach Satz 5 an die einzige Bedingung 
a—@Myg-a=0 
gebunden ist. Der zu j (t) gehérige Vektor pz aus der zulassigen Darstellung ist 
Pr=Ay pp +...+4Ppt+e 
mit 
¢=a- Mr ‘a. 
Aus pr = 0 folgt j (zt) = const., also alle A, = 0 und daher auch ¢ = 0, 
Mithin bilden die py eine lineare Schar von genau r + W (zy) unabhangigen 
Elementen (W (x) ist in Satz 5 definiert). Andererseits sind die p, nach Satz 3 
die Lésungen des Gleichungssystems (14), deren Anzahl durch Satz 4 abge- 
schitzt ist, und damit folgt endlich 
Satz 7. Es gilt die Ungleichung 
(25) f—(+W@) St 2S x(M™+4 ZS x((TUy) 
fiir jeden einfachen Charakter x von T (1)/®, der nicht der Hauptcharakter ist. 
Denn die linke Seite ist der Rang des Gleichungssystems (14), ausgedriickt 
durch die Anzahl der Lésungen. 


Satz 8. In den Ungleichungen von Satz 4, 5 und 7 gilt das Gleichheits- 
zeichen, wenn x ein einfacher Nicht-Hauptcharakter ist, d. h. 


(1) r=r(z)= f—W)—4 2 a(M)—4 2 x((TU), 
Wind= HE x(0", 


Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung 


(26) SxQy) = HE x(0") 


Mathematische Annalen. 116. 
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und entsprechend S,(z) und S, (yz) fiir die beiden analogen Summen mit 
zwei und drei Gliedern auf der rechten Seite von (25). Die Ungleichungen 
(18) und (25) fassen wir zusammen zu 


(27) f(x) — (x) S W(x) + Sax) + 83 (x) S Sw (x) + Sa (x) + 8s (x), 


multiplizieren dies mit der positiven Zahl f(y) und summieren iiber alle 
einfachen Charaktere 7, auBer dem Hauptcharakter. Eine solche Summation 
sei a 2 bezeichnet, waihrend ~ eine Summe iiber simtliche einfachen 


Chenthien ‘bedeutet. Wenn denn, wie wir zeigen wollen, die beiden auBeren 
aus (27) entstehenden Summen einander gleich sind, so mu8 offenbar in jeder 
der einzelnen Ungleichungen (27) bereits das Zeichen = gelten, und Satz 8 
ist bewiesen. 

Nach bekannten Formeln der Gruppentheorie ist nun 


(28) 21 (H)-x(8) = 0, also 2, f@:28) = — 
' wenn S nicht das Einheitselement ist. Dagegen 
(29) Ze a@=e-1 


und endlich nach Definition und Gleichung (5) 
Z v(x)-t (x) = 2p = 2+ Fy (N — 6). 
11 
Aus (28), (29) folgt fiir die drei Summen 
Lt) =f-1 sr 1=2,3,N, 
41 
und dadurch erweisen sich in der Tat die beiden auBeren Seiten der ent- 


stehenden Ungleichungen gleich demselben Wert u (¥ + $ + =) — 3, wo- 
mit alles bewiesen ist. 


§ 5. 
Die Riemannschen Periodenrelationen, ausgedriickt in den Vektoren p,. 


Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Perioden der Integrale 1. Gattung 
zu N iiber, die ja gewisse Kombinationen der Perioden der Potentiale sind, 
Die Perioden eines solchen einzelnen Integrals j (t), d. h. die Zahlen a, wofiir 


j (Lt) =j(t) +4, (Lo), 
sind vollig bestimmt, wenn man das System der konjngierten Integrale j (St) 
und die affinen Substitutionen kennt, nach welcher sich diese bei den beiden 


Erzeugenden U, T umsetzen. Indem wir uns von vornherein den homogenen 
Teil dieser Substitutionen gleich in irreduzible Bestandteile zerlegt denken, 
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haben wir also die verschiedenen Scharen von je f/ Integralen 1. Gattung 
zu ermitteln, deren Differentiale sich nach einer bestimmten irreduziblen 
Darstellung f-ten Grades von G umsetzen, Bei gegebener Darstellung D, 
fixiert durch die Matrizen My,Mz, ist also die Anzahl der linear unabhangigen 
Differentialvektoren 1. Gattung dj(t), welche den beiden Gleichungen 


dj (Ut) = My - dj (tz), 
dj (Tt) = My - dj (rt) 


geniigen, gleich der Vielfachheit x = x(D), mit welcher D in S vertreten 
ist. In §4 haben wir 


x(D)+«(D) =r 


bestimmt. Das ist also eine gerade Zahl, wenn der Charakter y von D reell ist. 
Normieren wir die j(t) durch Addition eines passenden konstanten 
Vektors durch die homogene Bedingung 


Po = 0, 
so hingen die Perioden des Integralvektors j (t) bei N nur ab von dem Vektor 
pr, der durch die Gleichungen 
j(Ut) = My j (t), 
j(7t) = Mp -j(t) +r 


definiert ist. Die méglichen pz bilden eine lineare Schar und sind eine Teil- 
schar der r + W(x) Lésungen von 


(30) 


(E+ Mry + Mey) -p = 0. 


Nun geniigen bekanntlich die Perioden der Integrale 1. Gattung noch 
den Riemannschen Bilinearrelationen, die urspriinglich formuliert sind in der 
Ausdrucksweise der Topologie der Riemannschen Flaiche. Die Umformung 
in die Sprache der Gruppe M habe ich friiher®) einmal durchgefiihrt; bei 
unserem Problem sind nun iiberdies alle Bedingungen nicht in den Erzeugenden 
der Gruppe ® (die den Schnitten auf der Flaiche entsprechen), sondern in 
dem Vektor py auszudriicken. Wir wollen diese Formeln jetzt aufstellen, 
sie erweisen sich als viel einfacher und sollen nun direkt ohne Benutzung 
meiner friiheren Resultate hergeleitet werden. 

Es ist zweckmaBig, hierbei auch gleich noch die Integrale 3. Gattung 
zu N zu beriicksichtigen, soweit sie eindeutige Funktionen von 1 sind. Thre 
logarithmischen Singularitiaten liegen nur am Rande der oberen t-Halbebene, 


(31) 


*) E. Hecke, Die Riemannschen Periodenrelationen fir die ellipt. Modulfunktionen, 
Crelles Journal f. d. r. u. angew. Math. 167 (1931), S. 337. 


32* 
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d.h. in den rationalen Punkten, und wir setzen durchweg voraus, daB sie 
an einer solchen Stelle in der Ortsvariabeln eine Entwicklung von der Form 


c-logt + regulire Funktion von ¢ bei t = 0 
haben und in allen iibrigen Punkten regular sind. Sie sind auch zu definieren 
als die Funktionen y (t), deren Ableitungen apts) ganze Modulformen zu N 


von der Dimension — 2 sind, welche nicht notwendig in allen rationalen 
Punkten verschwinden. Da die Differenz zweier Integrale 3. Gattung mit 
den gleichen logarithmischen Residuen c ein Integral 1. Gattung ist, so gibt 
es nur endlich viele linear unabhangige, und zusammen mit denen der 1. Gat- 
tung und der Konstanten bilden sie eine Schar von p +o linear homogen 
unabhiangigen Funktionen, die offenbar bei allen Abbildungen von © in sich 
iibergeht. Also kann man diese Schar wieder in bei den Abbildungen von 6 
irreduzible Teilscharen zerlegen, und zu einer Darstellung D = (... Mg . . .) 
von © gibt es dann neben den x Integralen 1. Gattung noch solche Systeme 
3. Gattung, die sich bei den Operationen U, T so verhalten: 


g(Ut) = My -g(t) +1, 


(82) g (Tt) = Mr -g(t) +4. 


Dabei bedeutet g (t) einen Integralvektor 3. Gattung, dessen Komponenten 
die { Integrale 3. Gattung y, (t) sind, |,q sind konstante Vektoren. Wire 
I = 0, so wiirde g(t) bei tr = to ohne Singularitaét sein, wie man aus der 
Diagonalgestalt von My erkennt, und wiirde daher auch in allen zu t = © 
nach [ (1) aquivalenten Punkten regular, also bereits ein Integral 1. Gattung 
sein. Aus (32) folgt 

g(TUrt) = Mrv-g(t) + ¢, 
wo 

¢c=q+t+ Mr “If, 

und da g (t) eine affine Darstellung der Modulgruppe erzeugt, so mu8 wegen 
T? = (TU) =I wieder gelten: 


(E + My) -q = 0, 


33 
(99) (€ + Mery + Mey) =O. 


Zu einer gegebenen Darstellung My, Mz, kann es nur dann einen nicht 
reguliren Vektor 3. Gattung geben, wenn unter den charakteristischen Wurzeln 
von My die 1 vorkommt. d.h. wenn 


Det. |E€ — My| = 0. 


Denn andernfalls la8t sich durch Ubergang von g zu g + const. der Vektor | 
in O iiberfiihren, was nur bei der ersten Gattung sein kann. 
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Die Riemannschen bilinearen Relationen und auch die Ungleichung fiir 
die quadratische Form kann man nun sehr iibersichtlich und einfach in 
den Vektoren I, q, py auf folgende Art ausdriicken: 

Es seien j (t), g(t) zwei Integralvektoren, deren Differentiale sich bei 
[ (1) nach konjugiert komplexen Darstellungen D und D von 6 umsetzen, 
und zwar sei 

j(t) von 1. Gattung, g(t) von 1. oder 3. Gattung. 


Speziell sei also 

(34) g(Ut) =My-g(t) +1; g(Tt) =My-g(t) +4 

und 

(35) (E+ Mr)-q=0; (E+ Mpy + Mp y)*c =O mit c= q+ Mprt, 


wahrend fiir j (t) die Gleichungen (30), (31) gelten sollen, wo wir p anstatt 
pr schreiben. 
Es sei ferner 
5) _ (4,5) (r, s= 1, tary f) (ys _ a,,) 
die bei D invariante Hermitesche Matrix: 


H (z, y) = 2 4,, Zr Ys 


soll invariant sein, wenn man auf die z die Substitution Ms und auf die y 
Ms ausiibt. Wir schreiben diese Form als Matrix ersten Grades als Produkt 
H (x,y) = 2-H». 

Der Akzent bedeutet den Ubergang zur transponierten Matrix, x’ ist also 


der Zeilenvektor mit den Komponenten z,, waihrend y der Spaltenvektor 
mit den Komponenten y, ist. Die Invarianz-Eigenschaft von § bedeutet:’ 


(36) Ms H “Ms = F. 
Wir integrieren nun den Differentialausdruck 

2 are Jr (t)- dy, (t) = i (t)- 9° dg (t) 
iiber die Berandung des iiblichen Fundamentalbereiches der Modulgruppe 
in positivem Sinne: Mit einem positiven c und dann c—> + @ 

ani 

auf der Geraden R(t) = — $ von — }+ic bis op=e*, 
auf dem Einheitskreis von o bis 0 + 1, 
auf der Geraden R(t) = 4 von 9 + 1 bis 4 + ic, 
auf der Geraden von } + ic bis — }+/7¢. 
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Dann ist das Integral iiber diesen geschlossenen Weg W 


(37) J (i,9) = ff (t)- $-dg (x) 
i 


gleich 0, weil im Innern und auf dem Rande j (r) und $9 regular nach Defini- 
tion sind. Andererseits la8t sich dieses Integral durch die Vektoren p, q, I 


ausdriicken, indem wir die Tatsache benutzen, daB die Teile von W durch 
die Substitutionen U, T aufeinander bezogen sind. 


A Ee Et et ba 
38 fo J+ sepepey- 
—t ic eri e ‘ $+ie 
Hier ist 
$+te — tric — tic 
i (t)- $-dg(t) = f F(8r)-$-de(Us) = f #@-S-do), 
e+1 e e 


also die beiden ersten Summanden in (38) zusammen = 0. Ebenso ist 


e+1 


ff ()-S-dale) = [i (2)-$-4g(T x)= fie) My + ')-S- dMr-a(e) 


@ 4 ae 
= fi ()-$-da(t) + | p’-H-Mr-dg(z) 


= fi’ (t)-$-dg(z) + vp’ S-Mr-(a(o) — oki)), 
und schlieBlich 


— +e 
J (i,9) = fi ()-H-dg(x) = v'-H-Mr- (ge) — gi) + j sone 
7 $+ic 
Wegen 
§-MNr = MyF'-H=Myr-H und My-p = —p 
wird 
—t+ic 
J (i,¢) = p’- H-(g(%) — g(o)) + j ots 
$+ie 


In derselben Weise erhalten wir die Riemannsche Ungleichung, indem wir j (t) 
an Stelle von g (t) nehmen und das Differential j’ - § - dj langs W integrieren: 
— tric 
J (i,i) = Ji)-$-4i@) =~ $-G@-i@)+ J -- 


. $+ic 
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Und nun miissen die Werte der Integrale g, j in den Punkten i, 0 mit Hilfe 
von p, q,! ausgedriickt werden. Setven wir zunichst in (34) rt = i, so wird 
wegen Ti =i 


9 (i) = Mr -g (i) +4, 
9 (i) = 3(9 @) + 9 (Ti) = 44+ 4(E + Mr) -9 (i). 
Und da 
H+ (E+ Mr) = (E+ MY) -G, (E+ Me) -p =O, 
wird der Summand 
Py H-a) = tP'-H-q+i ip’ (E+ M)-H-g (i) = tp’ -H-q. 
Ebenso ist o Fixpunkt von 7'U, und daher 
9 (e) = 4(g(e) + g(TUe@) +9 ((TU)*e)) 
= $(E+ Mery + My) -9(e) + Fe+4Mrv-c; 
P'H-9(e.)= FP -H c+ dp’ -H' Mey 
= #P'-H-c—4P'-H-My-<, 
und daraus folgen die beiden Hauptformeln 


Satz 9. 
on — rte 
(39) J(i,g) = 4P'-H-q— Ep’ -H-e+}p'-H-My-c + j — 
$+ie 
a cd — tic 
(40) J(i,j) = —4P'-H-P+tp'-H- Mop + ff , 
$+ic 





wenn j(t) ein Integralvektor 1.Gattung, g(t) em solcher 1. oder 3. Gattung 


ist, deren Differentiale sich bei [ (1) nach konjugiert-komplexen Darstellungen 


von T (1)/M umsetzen. § ist eine invariante Hermitesche Form, und die Perioden- 


vektoren p,q c¢ sind durch (20), (34), (35) definiert. 


Die Irreduzibilitét der Darstellung wurde bei dem Beweis nicht benutzt. 
Ist nun speziell auch g(t) von 1. Gattung, so ist ¢c = q und der von c 


abhingige Zusatzterm wird fiir c +  offenbar gleich 0, weil der Integrand 


alsdann auf dem Integrationsweg gleichmaBig gegen 0 konvergiert. Ebenso 
verschwindet auch in der zweiten Gleichung der Zusatzterm fiir jeden zu- 


lassigen Integralvektor j(t) von 1. Gattung. 
Der dann resultierende bilineare Ausdruck 


J (i, 9) = — tv’ (GS —2HMy) -q 
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fiir zwei Integrale 1. Gattung l4Bt sich nun, ebenso wie auch J (j, i), unter 
Benutzung der linearen Gleichungen fiir p, q noch folgendermaBen umformen: 


p’-§-My'q = —p'-§-Mrv-qg =P -H$-(E+M,,)-q 
= PH (E+ Mp1 7)-4 =P" H-(E— Mz) -a, 
6J (j,9) = — p'-H-q+2p'-H-My-q 
=p H-q—2p'-H- Mz" -q; 
also ist J (j, g) auch gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Werte 


(41) 6 J (i, 9) = p’ -(G- Mo — H- Mz’) -a. 
Setzen wir nun 

(42) B = i(HM, — HMz’) = i(HMr — My-H). 
so ist 

(43) B = 8’ 


eine Hermitesche Matrix. Wiahrend nun wegen der Regularitaét des Inte- 
granden schlieBlich die Gleichung J (j, g) = 0 folgt, wird die Bedeutung von 


b i = 
J(i,i) = aye BP 
durch folgenden Hilfssatz gegeben: 


Hilfssatz 4. Ist (a,,) eine positiv definite Hermitesche Matrix des 
Grades f/ und sind w,,...,w, f analytische Funktionen, so ist 


if Za,, w, du, > 0, 


wenn das Integral iiber den gesamten Rand eines Gebietes in positivem Sinne 
erstreckt ist, wo alle w, regular und eindeutig sind, auBer wenn alle w, konstant 
sind. 
Beweis. Man transformiere durch eine lineare homogene Substitution 

mit nicht-verschwindender Determinante die w, in gewisse Verbindungen 9,, 
so daB 

2 4,, vw, d0,= X Prd Py- 

r,@ r 


Ist nun g = u + iv mit reellem 4, v, so ist 
fede fu + tv) d(u —iv) = f(udu +vdv)+ if(vdu —udv), 
und wenn das Integral iiber den gesamten geschlossenen Rand erstreckt wird, 
tifedp =4 [(udv—vdu) >0, 


weil dieses Integral bekanntlich gleich dem Dirichletschen Integra] der 
Potentialfunktion « iiber das Innere des Bereiches ist. - 
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Somit lauten schlieBlich die Riemannschen Relationen fiir die Integrale 
1. Gattung, ausgedriickt in den Grundvektoren, welche bei der Substitution T 
auftreten: 

Satz 10. Es seien j (t), g (t) zwei Integralvektoren 1. Gattung zu N, deren 
Differentiale sich bei T (1) nach konjugiert-komplexen Darstellungen D = (Msg) 
und D = (Ms) von G = T (1)/M eines Grades f umsetzen, j (tr) sei nicht kon- 
stant und ferner sei speziell bei U, T 

j (Ot) = Mo (2), g (Ut) = By +9 (2), 
j(7t) =Mr-i(t)+Pp, g(Tt) = Mr-g(t) +4. 
Endlich bedeute $ eine bei der Darstellung D invariante positive Hermitesche 
Matriz 
H = Ms-H- Ms = H'; B= i(HM, —My-H) = B. 
Dann gilt 
(44) p-B-q=0, p':B-p>o. 

Fiir spaitere Anwendungen auf spezielle Normalteiler N ziehen wir aus 
Gleichung (39), wenn g(t) von 3. Gattung ist, noch die Folgerung: Das 
Zusatzglied 

—}tt+ic 
fi (@)-$-dg(z) 
etic 
ist mit c - o auch gleich 0 fiir Integrale 3. Gattung g (r), sofern der Integral- 
vektor 1. Gattung j(t) bei tr = i @ verschwindet, d.h. sofern das konstante 


2ait 


Glied in der Potenzreihe nach e ¥ fiir j(r) gleich 0 ist. Das ergibt die 
Relation fiir die Perioden 1. und 3. Gattung: 

Satz 11. Es sei j(t) ein Integralvektor 1.Gattung, g(t) ein solcher 
3. Gattung, deren Differentiale sich nach konjugiert-komplezen Darstellungen 
umsetzen, und zwar sei 

g(Ut)=My-g(t) +1; g(Tt)=Mr-g(t)+q; c=aq+ Mel, 

wihrend im tibrigen die Bezeichnungen des vorigen Satzes gelten. Wenn dann 
tiberdies noch j (co) = 0 vorausgesetzt wird, so besteht die Relation 
(45) 3p'-H-q—4p'-H-c+2p'-H' Moc = 0. 


§ 6. 
Die Normalintegrale 1. Gattung von ® zu einer irreduziblen reellen 
Darstellung der Abbildungsgruppe. 


Mit Hilfe dieser Relationen soll nun eine Normierung des vollen Systems 
derjenigen Integrale 1. Gattung vorgenommen werden, welche zu einer festen 











494 E. Hecke. 


irreduziblen Daistellung von 6 gehéren, in derselben Weise, wie nach Riemann 
das voile System aller p Integrale eines algebraischen Gebildes derart normiert 
wird, da8 das Periodensystem die bekannte Riemannsche Normalform erhilt. 

Je nach der Natur der betreffenden Darstellung D gibt es nun drei 
wesentlivh verschiedene Typen jener Relationen und demgema8 drei ver- 
schiedene Typen der Normierung: 


1. Die irreduzible Darstellung D ist mit eine: reellen Darstellung aqui- 
valent. Das ist der bei den Kongruenzgruppen M = [ (N) haupt- 
sichlich vorkommende Fall. 

2. Die irreduzible Darstellung D hat reellen Charakter, ist aber nicht 
mit einer reellen Darstellung aquivalent. Dieser Fall kommt bei 
Kongruenzgruppen von Primzahlstufe iiberhaupt nicht vor. 

3. Die irreduzible Darstellung D hat nicht-reellen Charakter. Bei den 
Kongruenzgruppen von Primzahlstufe N = q tritt dies nur fiir gq = 3 
(mod 4) ein, und zwar gibt es dann fiir dieses g nur zwei solche Dar- 


stellungen. Sie haben den Grad f = *>+ und fiir ihre Vielfachheiten 


x (D), x(D) ist die Summe natiirlich wieder durch die Formel fiir r 
(Gleichung (1)) gegeben, wahrend ihre Differenz gleich der Klassenzabl 
des Kérpers K () — q) ist. 

Weiterhin soll hier nur der Typus 1 niher diskutiert werden, auf den sich, 
da man vorliufig nur Kongruenzgruppen als Normalteiler genauer kennt, 
zunichst das Hauptinteresse konzentriert. Mit diesen Resultaten sollen dann 
zur Illustrierung ihrer Tragweite im nichsten Paragraphen einige wesentlich 
neue Aussagen fiir die Integrale der Kongruenzgruppen ® = [ (q), wo q 
eine Primzahl ist, forruliert werden. 

Es sei also D eine irreduzible Darstellung von © = T (1)/M vom Typus 1. 
Wir setzen sie gleich als reell voraus, und der Zahlkérper, der durch ihre 
Koeffizienten definiert wird, heiBe K (D). Wir wenden Satz 10 auf D an. 
Die beiden Differentialvektoren dj (tr), dg (t), von denen in Satz 10 die Rede 
ist, setzen sich also nun nach derselben Darstellung D um. In Gleichung (42) 
ist dann § eine reelle symmetrische Matrix aus K (D), Mp ist reell und 


(46) 8 =i1U, wo UA = (H-My — MM, -H) = —A 
eine alternierende Matrix des Grades f in K (D) ist. 


Setzt sich der Differentialvektor 1. Gattung dj (tr) bei [ (1) nach D um 
und erzeugt j(t) eine gulassige affine Darstellung, so gilt das gleiche fiir 
j(t) + a, wenn der konstante Vektor a so gewahlt ist, dab a — My -a = 0. 
Zu j(t) + gehért dann aber bei T der Grundvektor 


(47) 





p* =p+a—Mr-a, 
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wenn p zu j(t) gehért. Die Menge aller méglichen p bildet eine Teilschar der 
Vektoren x mit der Eigenschaft 


(48) (E+ Mr) r= 90, (E+ Mp y+ Mpy)-t = 0. 
Diese Vektoren x spannen nach Satz 5, 8 eine Mannigfaltigkeit von 2 x + S,y(y) 
Dimensionen auf, dabei ist x durch Gl. (1) definiert; wir benutzen den Uber- 
gang voa p zu p* nach (47), um durch zusitzliche Bedingungen diese Dimen- 
sionszahl auf 2 x herabzudriicken. Dies geschieht durch irgendwelche weitere 
Sy (z) homogene lineare Gleichungen, welche wir fiir p fordern. Zum 
Beispiel: 

a) Ist der Integralvektor j(t) durch seine Potenzreihenentwicklung 
gegeben, so ist es das einfachste, die additive Konstante durch die Forderung 


(49) i(o)=0 
eindeutig festzulegen. Sie hat natiirlich pp = 0 zur Folge. 


b) In der Schar der p* aus (47) gibt es ebenfalls genau einen Vektor, der 
auch noch die Orthogonalitatsbedingung 
(50) p*’ -(a — My-a) =O fiir alle a mita—My-a=0 
erfiillt 

Die Ubersetzung der Bedingung (49) in eine Bedingung fiir p fiihrt durch 
das Transzendente hindurch: Die Forderung j (oo) = 0 1a8t sich mit Hilfe der 
Integrale 3. Gattung, die zu D gehéren, vermége Satz 11 formulieren. Und 
fiir die Kongruenzgruppen N = T (N) kennt man die Perioden dieser Integrale 
3. Gattung, weil diese Integrale sich nach einem Fundamentaltheorem durch 
die Logarithmen von invarianten Funktionen der Gruppe ® ausdriicken 
lassen und deren Perioden ja Vielfache von 22% sind. Diese Tatsache ist fiir 
die Anwendung auf Thetareihen spiterhin von Bedeutung. 

Fiir die allgemeine Durchfiihrung der Theorie setzen wir jetzt b) als Zu- 
satzforderung an und haben damit folgendes Problem: 

Unter den 2x Lésungsvektoren x der Gleichungen 


(51) (E+Mr)-r=0; (E+ Mp y+ Mey) tr = 9, 
(52) r’ «(a — Mra) = 0 fiir alle q mit a— My-a = 0 


bilden die bei den Integralen 1. Gattung von D auftretenden Grundvektoren p 
eine lineare Teilschar mit x Erzeugenden. Fiir zwei beliebige unter ihnen, 
p,q, gelten stets die Bedingungen 


p-UA-q=0, p'-iA-p>od. 
Man fiihre ein Koordinatensystem im z-Raum ein, in welchem diese Be- 


dingungen méglichst einfach lauten, und bestimme ein méglichst einfaches 
System von Erzeugenden der p-Schar. 














496 E. Hecke. 


Hierzu sei zunichst g° (9 = 1, ..., 2) ein vollstaéndiges System unab- 
hangiger Lésungen z von (51), (52), die wir auBerdem mit Komponenten aus 
K (D) gewahlt denken. Mit zwei beliebigen Vektoren dieser Schar 


2x 2x 
[= > 2°"; D= 2 ¥e'S" 


@e=1 


bilden wir die alternierende Form 
2x 
(53) A(z,y) = r-A-y = 2 2 Ye" Cop, wo Cap = g'*-A- gf. 


Ubergang von einem System g* zu einem anderen bedeutet offenbar fiir 
A (a, y) Transformation dieser bilinearen Form durch kogrediente Sub- 
stitutionen der z,, y, und umgekehrt. Es ist nun bekanntlich stets mdglich, 
eine solche alternierende Form durch kogrediente Substitutionen der Variabeln 
auf die Normalform 


zr Ca (La Ya+x — La+x Ya): wo €. = 0 oder 1, 


«=1 


zu bringen, und zwar mit Koeffizienten, die dem Kérper der C,,, d. h. also 
dem Kérper K (D) angehéren. Wir denken uns daher von vornhereim diese 
Normalgestalt bereits erzielt, also die g® so in K (D) gewahlt, daB 





g'*-U-g? = g*t+*-A-g?t+* = 0 
(54) e. fir« = 6} fir lsa Ps x 
gg =| 5 
0 fir « + 6) 
mit 


A= H-My — M, - H. 
Bei dieser Wahl des Koordinatensystems im zy-Raum ist also™) 
(55) A(z, y) = 2 -U-y = J ee (Za Yo + x — Dat x Ya): 
Jetzt sei j®(t) (0 = 1,...,%) ein volles System von x Integralvektoren 


1. Gattung zu D, deren Grundvektoren p® der Zusatzbedingung (52) geniigen. 
Dann driicken sich diese Vektoren p® durch die g* in der Gestalt 


(56) pe Seig’+ Dcd.,-g°** 


mit eindeutig bestimmten c$ aus. Und fiir beliebige nicht saimtlich ver- 
schwindende Zahlen u, ist mit 


(57) p= Ju, pe, 
@ 
(58) p -U-p + 0. 


) Ein Zeichen XY ohne néheren Zusatz soll weiterhin in diesem Paragraphen eine 
Cc 
Summation iiber die ganzen Zahlen « = 1, ..., x bedeuten. 
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Hieraus folgt 

Hilfssatz 5. Die Determinante der ersten x* Koeffizienten in (56) ist 
Det. (c&) + 0. 


Beweis. Andernfalls lieBen sich mit x nicht simtlich verschwindende 
Zahlen u, so finden, daB 


Lup ck = 0, a=zl,...,% 
und mit diesen Werten u, wirde fiir p nach (55), (57) sich ergeben 
p-U-p=0 
gegen die bewiesene Ungleichung (58). 


Weiter folgt 
Hilfssatz 6. In der alternierenden Form (55) 


A (zx, y) = r-U-y 
sind alle ¢, von 0 verschieden, also = 1. 


Beweis. Ware etwa ¢, = 0, so bestimme man die x Zahlen u, aus 
x { l1 a=l1 
(2M 7 \ 0 a> 1, 


was nach dem vorigen Hilfssatz méglich ist. Fiir den damit gebildeten Vektor 


p= Lupe =gi+ Lupe ..g° =g'+ Z %+20°"" 
e Q,@ @ 


+2 


ist aber offenbar p’ -&M-p = 0, was unméglich ist. 

Nach Fixierung des Koordinatensystems der g*durchdie Bedingungen (54), 
(A (a, y) soll die Normalform mit allen ¢, = 1 haben), wahle man jetzt die 
x Integralvektoren j® (rt) dazu — die man fiiglich als die Normalintegrale zu 
diesen g* zu bezeichnen hatte — in folgender eindeutig bestimmten Weise: 
Bei den entsprechenden Grundvektoren p®, ausgedriickt in den 2 x Vektoren g* 
nach (56) soll die Matrix 


(59) (c2) = Einheitsmatrix des Grades x 


sein. Nach Hilfssatz 5 sind diese p® und damit die j® (t) eindeutig bestimmt, 
und es gibt also ein System von Konstanten fiir die c? , , 


(60) Tap = as, (24,0 =1,..., x), 

so daB 

(61) pea get S tepatts, (o=1, 24). 
a=1 


Dann folgt endlich das SchluBresultat 

Satz 12. Die so definierten t,, bilden eine symmetrische quadratische 
Matrix des Grades x, deren imagindrer Teil die Matrix einer positiven qua- 
dratischen Form ist. 
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Beweis. Die bilineare Gleichung 
py’ -U-p”=0 
lautet wegen (55) mit e, = 1 
Too — tag = 0. 
Bildet man weiter mit dem allgemeinen Vektor der p-Schar 
p= Zu,ve= Fuer+ Lu,t, ots 
den Ausdruck 
p -U-p=—A(z,7) mit z= 4u,, 
Zetx= LUeteg, (2 = 1,..:, %), 


e 
so kommt 


A (z,Z) = 2 (ta Se+s — Ba Za+n) = » Ue Uo (Tag = Tao), 
a «0 
und wegen 
t-A(z,z)>0 
ist die Behauptung bewiesen. 
Wir sprechen das Gesamtergebnis noch in einem besonderen Satze aus: 


Satz 13. Die x unabhéngigen Integralvektoren 1. Gattwng j® (t), welche 
zu einer bestimmten reeilen irreduziblen Darstellung D mit dem Koeffizienten- 
kérper K (D) gehdren, lassen sich so wihlen, daB mit gewissen Konstanten t, 

j¢ (Ur) = My- je (zx), 


; x = 1, 3, ..., % 
je(T rt) = My-je(t) + g2+ DT tap: g***, e : . 
e=1 


8 


(62) 


Hierbei hat (rt, ,) die in Satz 12 angegebene Eigenschaft einer Riemann- 
schen Periodenmatrix, die 2 x Vektoren g¢* sind gewisse, schon aus den beiden 
Matrizen My, My rational berechenbare Vektoren mit Komponenten in 
K(®D), die allein durch die Bedingungen (51) (52) (54) eingeschrankt sind. 

Fiir die Perioden von j® (t) bei einer Substitution Z aus ® folgt dann 


(63) je (Lt) = je(t) + Bz - (a2 + E tae8"**) 


Die Matrix PB, ist eine durch L bestimmte, von g unabhingige Matrix aus 
dem Matrizenring, der durch die Potenzprodukte der My, WM, und ihre 
linearen Verbindungen mit ganzen rationalen Koeffizienten gebildet wird. 

Die weitere Entwicklung mu8 dann der Begriff der Ganzzahligkeit in 
dieser Theorie der Perioden in den Vordergrund stellen. Denn man hat in 
der Theorie der algebraischen Gebilde vom Geschlechte x die 2 x Vektoren g* 
als das Analogon zu irgendwelchen 2% Querschnitten anzusehen, die die 
Riemannsche Flache einfach zusammenhangend machen. So wie es da not- 
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wendig ist, von solchen allgemeinen Schnittsystemen zu einem kanonischen 
System iiberzugehen, so mu8 man bei unserem Problem unter Riicksicht auf 
die arithmetische Natur der Koeffizienten in My, Mp gewisse ausgezeichnete 
Koordinatensysteme der g* zugrunde legen. 

Von besonderem Interesse sind diese Aussagen, wenn der Kérper K (D) 
algebraisch bekannt, also z. B. der kleinste, von vornherein mégliche Kérper 
ist, nimlich der durch den Charakter von D erzeugte. Das ist dann ein total 
reeller (Abelscher) Zahlkérper. So ist es im Falle der Kongruenzgruppen, 
die wir nun naéher untersuchen wollen. 


§ 7. 
Die irreduziblen Darstellungen der Modulargruppe mod g im Kérper 
ihres Charakters. 


Es sei jetzt der Normalteiler N speziell die Gruppe [ (g) der Modul- 
substitutionen, deren Koeffizientenschema kongruent der Identitét nach 
einem festen Modul q ist, und q sei eine Primzahl > 2. Die Faktorgruppe 
[(1)/T (q) ist die binaére inhomogene Modulargruppe M(q)modq (mit 
Determinante = 1(modq)). Ihre einfachen Charaktere sind bekannt”). 


Die Grade f der irreduziblen Darstellungen D,, die nicht die identischen sind, 
sind 


q=1i 
f=4, a q+1, q-—1, (e = (—1)? )- 


Alle Charaktere sind reell, auBer fiir g = 3 (mod 4) die beiden des Grades itt , 


deren Werte konjugiert-komplexe Zahlen aus dem Kérper K () — q) sind. 
Um unsere Theorie anwenden zu kénnen, miissen wir aber auch die Dar- 
stellungen selbst kennen, und zwar solche in méglichst einfachen Kérpern. 
Hier gilt nun folgender Satz: 


Satz 14. Jede irreduzible Darstellung der M(q) ist dquivalent mit einer 
solchen, deren Koeffizienten im Kérper ihres Charakters liegen. 

Insbesondere ist also mit der obenerwihnten Ausnahme jede Darstellung 
mit einer reellen aquivalent, und es kann also auf sie die Theorie aus den 
vorigen Paragraphen angewendet werden. 


1) Tabellen fiir die einfachen Charaktere der Modulargruppe finden sich an 
folgenden Stellen: G. Frobenius, Sitzungsb. d. Berliner Akad. (1896), S. 985ff.; H. Feld- 
mann, Uber das Verhalten der Modulfunktionen von Primzahlstufe bei beliebigen 
Modulsubstitutionen, Abh. a. d. Math. Sem. Hamburg VIII (1931), S. 323; I. Schur, 
Untersuchungen iiber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrocheno lineare 
Substitutionen, Crelles Journ. f. d. r. u. angew. Math. 132 (1906), S. 128, sowie auch 
in meiner unter *) zitierten Arbeit. 
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Den Beweis fiir Satz 14 fiihren wir durch Konstruktion einer Darstellung 
im Kérper K (xz), und zwar geschieht das fiir jeden Grad / auf besondere 
Weise: 

1. f = q. Die einzige Darstellung des Grades g hat rationalen Charakter. 
Sie entsteht aus der bekannten Darstellung von M (q) als Permutationsgruppe 
in q + 1 Variabeln durch Abspaltung der identischen Darstellung und ist 
daher im rationalen Zahlkérper realisierbar. 


2j/=—_ ae Die zwei Darstellungen dieses Grades sind zunichst be- 
22% 


kannt in einer Gestalt aus K(f), wo ¢ = e@, wiahrend der Kérper 
K(y)=K (Veq) ist. Die Matrizen My, Mz bedeuten folgende Substitutionen : 
a) q=1 (mod 4) 


U: tr, > C2 *Zn; = 
(64) | — a= 0,1,..., £54; 
|r: 7 == | Zp +2’ (o"' + O-") x), 
b) annie 
U: ty > 0? aq, 
(65) 1 a =1,..., 1. 
oy > Dy ('— f-") 2, 
~~ tm 


Dabei ist ) + q positiv bzw. positiv imaginar, der Exponent ; ist mod g zu 
nehmen. Ersetzt man in diesen Formeln alle algebraischen Zahlen durch ihre 


Konjugierten in K (¢) (4. a Cel, Vig (= ) V+ q); so entstehen 
ebenfalls irreduzible Darstellungen von M (q), “a zwar insgesamt je zwei 
nicht-aquivalente. 

Da8 nun diese Darstellungen mit solchen aus K ( V eq) aquivalent sind, 
folgt aus einem allgemeinen Theorem von Herrn I. Schur™): Aus Spur und 
Grad der Substitution M, (mit der Periode 2) berechne man die charak- 
f+zxz coe 


teristischen Wurzeln von My, +1 hat die Vielfachheit p = 


M 
— 1 die Vielfachheit n = — Die zwei irreduziblen gas der 


Untergruppe (7, T?); z’ = + z sind also in D p- bzw. n-mal enthalten. Nach 
dem zitierten Satz von Schur ist dann aber der ,,Index“ des Charakters 


%) I. Schur, Arithmetische Untersuchungen iiber endliche Gruppen linearer 
Substitutionen, Sitzungsber. d. Berliner Akad. 1906, 8.177, Satz IXa. 
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von D in bezug auf den rationalen Zahlkérper ein Teiler von p und von n, 
also auch von p — » = 1, d.h. D ist im K6rper K (y) realisierbar. 
Explizite Formeln fiir g = 3 (mod 4) habe ich in einer fritheren Arbeit 8) 
gegeben. 
3. f = q+1. Die Charaktere eines solchen D, sind nach der Tabelle in™) 
bestimmte Zahlen aus dem reellen Unterkérper des Kérpers der primitiven 


t-ten Einheitswurzeln, wo t alle Teiler von % 7 ! auBer 1 und 2durchlauft. Da 


diese Ausdriicke bei Ubergang von g zur Konjugierten o-1 (und nur bei diesen 
Automorphismen) invariant bleiben, so gibt es zu jedem dieser ¢ genau } 9 (t) 
verschiedene einfache Charaktere des Grades q +1. Der Kérper K (x) ist 
der reelle Unterkérper K (9 + o-1). Eine Darstellung D, im Kérper K (g) 
laBt sich leicht angeben. Wir miissen zeigen, daB diese mit einer solchen aus 
K (o + o-*) aquivalent ist. Man erhilt D, folgendermaBen: 

Man fiihre g* — 1 unabhingige Variable z (a,, a.) mit zwei ganzzahligen 
Indizes a,, a, ein, wo @,, 4, nur mod g in Betracht kommen, und ordne jeder 


b 
bindren ganzzahligen Matrix S = ( ) mit Determinante 1 folgende Per- 


cd 





mutation der z zu: 
(66) L(y, @g) > Z (ay, 4y)|S = xz (a,a + agc, a,b + agd). 

z(0,0) sei = 0. 
Diese Permutationen bilden offenbar eine Darstellung der homogenen Modular- 
gruppe WM, (q). Wir wollen diese Darstellung in irreduzible Bestandteile des 
Grades q + 1 zerlegen. Wir werden so auch alle Darstellungen der inhomo- 
genen Gruppe S(q) von diesem Grade erhalten und wollen bei dieser Ge- 
legenheit auch die hier vorkommenden Darstellungen der homogenen Gruppe 
M, (q) diskutieren, iiber die sich ein bemerkenswerter Satz ergeben wird. 


Es bedeute y(n) einen nicht-reellen Restcharakter der rationalen Zahlen n 
mod q 


(67) y (n) nicht-reell. 
Wir fiihren folgende Verbindungen der z ein: 
’ ’ = Px ° l ° l e 
y (2,,4,, ) nag? a (ta,,ta,) 


Da offenbar fiir festes y die y bei den Permutationen der z genau dieselben 
Permutationen erfahren, andererseits wegen 


(68) y (ra, ra, y) — v (r) y (4, a2, ¥), wenn (r, q) = 1, 





3) E. Hecke, Bestimmung der Perioden gewisser Integrale durch die Theorie 
der Klassenkérper, Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 727. 
Mathematische Annalen. 116. 33 
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nur héchstens ae = q+ 1 unabhingige y vorhanden sind, so wird durch 
die y eine Darstellung der M, (q) in héchstens g + 1 Variabeln definiert. 
Wegen (68) lassen sich die y durch folgende g + 1 GréBen ausdriicken: 
(69) z(n) = y(l1,n, y), mod q, 
z(o) = (0,1, y). 
Wegen 
—-1 0 
¥ (0.45, 9)|(“ 2s) = v(— D-y (ena, y) 


liegt mit y(— 1) = +1 bereits eine Darstellung der inhomogenen §M (q) 
vor, wahrend bei y(— 1) = — 1 eine Darstellung erst der homogenen M, (q) 
vorliegt. Aus der Charakterentabelle (auch fiir die homogene M, (q)) stellt 
man fest, daB der Charakter der — offensichtlich monomialen — Darstellung D 
in den z wirklich ein einfacher Charakter von M, (q) ist, und daB wir die 
t-te Einheitswurzel o, welche zur Definition des Charakters von D in der 
Tabelle dient, mit der Zahl yp (g) fiir eine feste Primitivzahl g von q identi- 
fizieren kénnen. 

(70) ¥ (9) = @. 

Fiir U und T ergibt sich speziell 


fem) |(o 3) = ¥G.n+ Ly) = 2m +0), 


~ | (20) | (9 3) = 9 1s w) = 2( 0); 


z(n) |(} 9) = 9% —Ly) = 9)-2(—9"}), nO 


T: 2) |(} 9) = ¥@ —1.y) = v(—0)-2(), 
2(0)|() 9°) = 91,0. y) = 2). 


Die Darstellung hat reellen Charakter, und man bestatigt in der Tat leicht, 


da8 folgende lineare Verbindungen der z bei U und T konjugiert-komplexe 
Substitutionen zu denen der z erfahren: 


u(l)=z(o)+ LY y(n)-z(n+)), 1 mod q, 
(71) n modq 
u(o)= yp(— 1) Yz(n). 


Fassen wir wieder die u und die z zu je einem Spaltenvektor u, 3 zusammen 
und schreiben die letzten Gleichungen (71) mit einer quadratischen Matrix & 
(72) u= U-3, 

so rechnet man leicht aus, daB 


(73) U-M=g- y(—1)-E, 
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wahrend iiberdies die Matrizen Mg fiir die aus (72) folgenden Substitutionen 
der z durch die Transformation & in ihre konjugiert-komplexen iibergehen: 
(74) Ms = A-Mzs - AR}. 

Ist nun die Darstellung Ms mit einer reellen Darstellung Rg aquivalent, 
so gibt es eine umkehrbare Matrix $ derart, daB 


(75) Ms = B- Ry - B-2. 
Wegen der Irreduzibilitat von Mg muB dann 
(76) U=1-B-B, A-W=A-1-E 


mit einer skalaren Gr6Be A sein. Das kann aber nach (73) nur fiir y(— 1) = + 1, 
d. h. fiir die Darstellungen der inhomogenen M (q) der Fall sein. Und so ergibt 
sich folgende bemerkenswerte Eigenschaft der Modulargruppe: 

Satz 15. Diejenigen irreduziblen Darstellungen der homogenen W,(q) 
vom Grade q + 1, welche nicht schon eine solche der inhomogenen M (q) sind, 
haben reellen Charakter, sind aber keiner reellen Darstellung dquivalent. 

Andererseits folgt aber fiir y(— 1) = + 1 der zu Anfang dieses Para- 
graphen ausgesprochene Satz. Wir wihlen namlich, was, wie wir zeigen 
werden, immer méglich ist, eine Zahl w aus K (e) mit der Eigenschaft 


(77) o:'® =4, 
setzen 


C=o!-Y, alo €-C=E, 
so daB wieder Mg = €-Ms- C-1. Mit einer Zahl » aus K(o) bilde man jetzt 
(78) %=pE+pE =pO-C + we = C(wE + pO) = C-F = §F-C. 


Nimmt man jetzt « so, daB die Determinante von § nicht 0 ist, also — £ ver- 


schieden von den charakteristischen Wurzeln der Matrix €, so ist € = § - F, 


(79) F-Ms- F* = F- Ms F’. 
Diese Darstellung ist also reell, ist mit Ms aiquivalent und liegt offenbar 
in K (g), also schon in K (ge + o~), was zu beweisen war. 

Die Existenz der Zahl w mit der Bedingung (77) sieht man so ein: @ ist 
eine primitive t-te Einheitswurzel. Enthalt ¢ einen ungeraden Primfaktor p, 
80 sei wo (") ein Restcharakter mod q, dessen Werte p-te Einheitswurzeln 
sind, der aber nicht der Hauptcharakter ist. Dann hat die Lagrangesche 
Wurzelzahl 

A= 2 Po (n) ” 


, n modq 
bekanntlich den Betrag Yq: 


(80) A-A=4q, 
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wahrend A? dem Kérper der p-ten Einheitswurzeln, also jedenfalls dem 
KGrper K (oe) angehért. Die Zahl 


(81) o = = 





ist dann eine Lésung von (77). Hat aber ¢ keinen ungraden Teiler, so ist 


es, weil gréBer als 2, durch 4 teilbar, und, weil ¢ Teiler von 1 ist 
q = 1(mod 4). Eine solche Primzahl g ist aber Norm einer ganzen Zahl » 
des Kérpers der 4. Einheitswurzeln*). 


4. f= q-—1. Die irreduziblen Darstellungen von M(g) des Grades 
q — 1 sind weniger leicht zugianglich. Ich habe vor einigen Jahren in Vor- 
lesungen gezeigt, wie*man explizite iibersichtliche Formeln fiir sie durch Be- 


nutzung des Kronecker-Produktes aus den Darstellunger der Grade tit 
erhalten kann. In den Formeln fiir den Charakter einer D,_, kommt wieder 


eine primitive t-te Einheitswurzel o vor, wo aber nun ¢ ein Teiler von q + . 


und ¢ > 2 sein muB, derart, daB insgesamt 4 ¢ (t) verschiedene Darstellungen 
D,_, zu den verschiedenen o mit dem gleichen ¢ gehéren, wobei o und o-} 
die gleiche D,_, ergeben. Der Charakter 7 von D,_, erzeugt den reellen 
Kérper K (¢ + o~*). Man kann eine Darstellung des Grades g — 1 angeben, 
die zu einer bestimmten primitiven ¢t-ten Einheitswurzel o gehért, deren 
Koeffizienten aber erst im reellen Unterkérper der primitiven 2 t-ten Einheits- 
wurzeln liegen, Fiir ungrade ¢ ist damit alles bewiesen. Fiir grade t, die ja 
nur bei g = 3 (mod 4) vorkommen kénnen, ist aber noch die Heranziehung 
eines tiefen zahlentheoretischen Satzes iiber Zahlnormen dieses relativ- 
quadratischen Kérpers beziiglich des Kérpers K (z) erforderlich, um eine 
Darstellung im Kérper K (zy) herzuleiten. Auch hier gilt wieder der Satz, 
da8 jede solche Darstellung D,_, in dem reellen Kérper ihres Charakters 
realisiert werden kann. 

DaB in den Fallen 3.,4. eine reelle Darstellung méglich ist, folgt 
auch aus den allgemeinen Sitzen von Frobenius und Schur™); indessen 
brauchen wir die Realisierung im Kérper K (zy) und die genaue Kenntnis 
derselben. 

Eine ausfiihrliche Behandlung dieser Gruppen wird in einer eben ab- 
geschlossenen Hamburger Arbeit von G. Laudi gegeben werden. 





14) Ist der Charakter y(m) reell, so wird man durch die alsdann reduzible . 
Gruppe der y auf die Darstellungen mit f = qg und i gefiibrt. 


15) G. Frobenivs und I. Schur, Uber die reellen Darstellungen der endlichen 
Gruppen, Sitz.-Ber. Akad. Berlin 1906. 
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§ 8. 


Die Normalperioden fiir die Integrale der Kongruenzgruppe T (q). 
Numerische Beispiele. 


Wir kénnen jetzt auf diese Gruppen MR = [ (gq) die oben entwickelte 
Theorie fiir die Integralgruppe und die Integralperioden anwenden. Ich gebe 
zunachst einige numerische Beispiele und bediene mich dabei der folgenden 
Abkiirzungen: 

Fir f = q +1 soll DM (t), wo ¢ ein Teiler von 4 z 1 dh. von q -{ 
und ¢ > 2 ist, eine der eben unter 3., 4. beschriebenen Darstellungen sein, 
deren Charakter mit der primitiven t-ten Einheitswurzel 9 oder o gebildet ist. 
Da in der Integralgruppe S solche D{? (t) mit algebraisch konjugiertem 
Charakter, d.h. mit demselben f,¢ gleich oft vorhanden sind, so tritt in S 
gleich das volle Aggregat 2 Di? (t) eine ganze Anzahl von Malen auf, wobei 


diese Summe aus den } @ (t) verschiedenen Darstellungen mit demselben ¢, 
d. h. fiir die verschiedenen konjugierten o oder o besteht. An einer solchen 
Summe soll noch die wichtige Anzahl der Summanden } @ (t) besonders an- 
gegeben werden in der Form 





= Dd? (. 
(4 #00) 


Fir ¢ = 3, 4, 6 besteht diese Summe nur aus einem Glied und soll dann auch 
nur als D,(#) geschrieben werden. 


Fiir die ersten Primzahlen g ergibt sich so die folgende Ubersicht iiber 
die Zusammensetzung der Integralgruppe S = S (q) der g-ten Stufe: 


S (7)=9,, 

S (11) = D+ Dy + Dyed), 

S (13) = D,, (6) + 2 D3 (7), 

S(17) = Dy, + EDe (8) + 2D, (3) + Z Die (9), 

S(19) = D, + D, + ED (9) + 25086) + 2 Di2(10), 

S (23) = FDy + VDyy + LDN (11) + 2Dyp (4) + 2 Doo (3) + 2 Dy (6) 
+ 2 Dy (12). 


Diese Tabelle kann berechnet werden aus den bekannten einfachen 
Charakteren y von D, mit der Formel §4, Satz8 — auBer fiir die beiden 
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magn = = append des Grades! —— 1 welche bei g=3 (mod4) existieren. 
Fir f = ! liefert der Satz nur die ies der Vielfachheiten 

% (Dy) + * (Dy). 
Die Differenz x (D) — x (D) ist, wie ich frither gezeigt habe*), gleich der 


Klassenzahl A des Kérpers K()—q). Andererseits werden durch binire 
Thetareihen vom Typus 





e nit ue 

(82) 6 (t,7r, ¥— 9) = Ps pe q 
s=r(i—q) 

(4 durchliuft die ganzen Zahlen aus K(Y— gq), welche kongruent der 

rationalen Zahl r mod y — qsind) genau h linear unabhingige Systeme von je 

f= 1-1 Moduiformen. (— 2)-ter Dimension zu [ (g) erzeugt, die sich alle 


bei T a) nach derselben Darstellung D, umsetzen und die durch Integration 
nach t Integrale 1. Gattung zur [ (g) ergeben™). Fiir die kleinen Werte von g 


q = 7, 11, 19, 23, 31, 47, 71, 


«(Di-) + «(Di-) h, 
folgt also aus der Existenz jener h - / Thetareihen, daB x (D,) = 0 sein muB. 
Die Perioden dieser h speziellen Integralsysteme sind nun bekannt. Die 
Grundvektoren py dieser Integrale sind nimlich in Gestalt unendlicher 
Reihen gegeben, und bei ihrer niheren Untersuchung zeigt sich, daB sie die 
Werte elliptischer Modulfunktionen fiir singulire Argumente aus dem Kérper 
KE (v¥—9) sind. Uber diese Zahlen lassen sich mit der Theorie der komplexen 
Multiplikation so genaue es Ps machen, daB ich beweisen konnte®): 


Satz 16. Unter denh- (=! Tytegralen 1. Gattung dieser Schar kann man 


die ema s0* 80 init da deren Perioden bei T@ immer ganze 
Zahlen aus K(¥—9) sind. 

Diese Integrale nehmen iiberhaupt, auch hinsichtlich ihres Verhaltens 
gegeniiber dem Operator 7,,, eine Sonderstellung ein und sind also iiberdies 
elliptische Integrale. 

Von den iibrigen Darstellungen D,, die also nach § 6 simtlich im Kérper 
ihres reellen Charakters realisierbar sind, betrachten wir zunichst die mit 
rationalem Charakter, also mit f = g und von denen mit f= q+1 die 
mit ¢ = 3, 4, 6. 


wo noch 


16) E. Hecke, Zur Theorie der ellipt. Modulfunktionen, Math. Annalen 97 (1926), 
8. 210. 
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Satz 13 zeigt, daB die Perioden dieser x Systeme auf eine Perioden- 
matrix (t,,) fiihren. Bei festem m erfahrt die n-te Komponente jeder der 
Integralvektoren unter einer Substitution Z aus T (gq) den additiven Zuwachs 


(83) g? + X Ga" Tae: 


wo g°, 9, ganze rationale Zahlen bedeuten. 

Das endgiiltige Ziel der Theorie ist nun nicht die Bestimmung der t, a 
selbst, da diese ja keineswegs eindeutig fixiert sind, sondern noch von der in 
hohem MaBe willkiirlichen Auswahl der Koordinatenvektoren im 2 x-dimen- 
sionalen g-Raum abhingen. Vielmehr hat man invariante Aussagen iiber 
die tT ,, zu suchen, welche unabhingig von diesen willkiirlichen Elementen 
sind. Das Problem ist daher etwa so zu formulieren: 

Welches sind die Werte der Modulfunktionen x-ten Grades, die zu periodi- 
schen Funktionen von x Variabeln mit dem Periodensystem (83) gehéren ? 
Im allgemeinen wird die Matrix (t, ,) des Grades x nicht zu Integralperioden 
eines algebraischen Gebildes vom Geschlechte x gehéren (Riemannsche 
Perioden), sondern ein allgemeineres, Jacobisches Periodengitter aufspannen. 
Nur fiir f = q ist stets das erstere der Fall, denn zu einem Integralvektor j (r), 
der sich nach D, umsetzt, gibt es stets eine lineare Verbindung der Kom- 


q 
ponenten 2 Anjn(t), welche bereits bei der Untergruppe [, (g) (d. h. c=0 


mod q) invariant ist. Die Vielfachheit x von D, in GS ist gleich dem Geschlecht 
von Ty (q). Und das Periodenproblem fiir D, ist identisch mit dem Perioden- 
problem fiir das algebraische Gebilde der Invarianten von [, (q). 

Bei den anderen Darstellungen D, gibt es keine Untergruppe [*(q) 
zwischen [ (q) und [ (1) von der Art, daB alle Invarianten von [* (q) nur 
in der Darstellung D,, aber in keiner anderen vorkommen. Das laBt sich 
beweisen auf Grund der Kenntnis simtlicher Untergruppen der M (q). 

Eine wichtige invariante Aussage léBt sich in einem speziellen Fall 
machen, wenn namlich x = 1. Dann sind offenbar unter den Perioden (83) 
nur zwei unabhingige enthalten und das Integral ist elliptisch: 

Saiz 17. Ist eine Darstellung D, mit rationalem Charakter in der Inte- 
gralgruppe S nur einfach enthalten, so sind die zugehérigen f Integrale elliptisch. 

Speziell entsteht so fiir die erste nicht-triviale [ (g) eine iiber den klassi- 
schen Bestand der Theorie hinausgehende Aussage: 

Satz 18. Fiir das Gebilde [ (11) der Stufe 11, vom Geschlecht p = 26, 
lassen sich die 26 Integrale 1. Gattung als elliptische Integrale wihlen. 

Denn die Integrale von D, haben nach Satz I6 nur Perioden, die ganze 


Zahlen aus K (Y—q) sind, und D,;, Dre haben rationalen Charakter und 
die Vielfachheit 1. 
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Uber das Gebilde [, (11) vom Geschlecht 1, dessen Perioden die zu D,; 
zusammensetzen, ist durch Fricke’”) bekannt, daB der Wert der ,,WeierstraB- 
Invariante“ dieses elliptischen Gebildes eine rationale Zahl, aber keine ganze 
Zahl ist. Daraus folgt, daB die Periode 1,, selbst sicher nicht eine imaginir- 
quadratische Zahl ist. Denn fiir solche Argumente ist die WeierstraB-In- 
variante bekanntlich eine ganze algebraische Zahl. 

Ahnliches gilt nach den numerischen Resultaten von Fricke auch fiir 
q = 17 und 19, wo [,(q) ebenfalls das Geschlecht 1 hat. 

SchlieBlich ist der allgemeine Fall der Darstellungen D/ (t) der, daB 
der Kérper K (z) ihres Charakters ein total reeller (Abelscher) Zahlkérper 
vom Grade n = }  (t) ist. 

Sei zunichst noch x = 1, wie etwa beig = 13. Jede der drei Darstellungen 

“) (7) (1 = 1, 2, 3) mit konjugierten Koeffizienten aus dem reellen kubischen 
kc der 7. Einheitswurzeln K (o + o~*) wird durch einen Integralvektor 
1. Gattung mit 12 Komponenten realisiert. Dabei nehmen wir natiirlich an, 
daB wir die Koordinatenvektoren g* in den drei Darstellungen ebenfalls als 
konjugierte GréBen aus dem kubischen Kérper gewahlt haben. Betrachten 
wir etwa die erste Komponente dieser drei Integralvektoren! Nach (63) ist 
das allgemeinste simultane Periodeasystem dieser drei Integrale bei einer 
beliebigen Substitution Z aus [ (g) von folgender Gestalt: 

(84) i (Lr) = J (2) + wo + 29-2, 1 = 1,2,3. 
Hier sind mw, 4 Zahlen aus dem kubischen Kérper mit beschrinktem 
Nenner, und die oberen Indizes | bezeichnen die algebraischen Konjugierten. 

Derartige besondere Periodensysteme fiir periodische Funktionen von 
drei Variabeln sind nun schon bei anderen Problemen aufgetreten, es sind 
die Hilbertschen Periodensysteme iiber dem total reellen Kérper K (o + o—}); 
und die oben erwihnten invarianten Verbindungen der drei GréBen 1®, 
deren Bestimmung als das Ziel der Theorie erscheint, sind die Hilbertschen 
Modulfunktionen der drei Variabeln 1) iiber dem Kérper K (o + o~}). 
Sie sind invariant, wenn man auf die drei Argumente 1? die konjugierten 
Substitutionen der Modulgruppe dieses total reellen kubischen K6rpers ausiibt. 
Die Thetareihen, aus denen sich diese invarianten Funktionen zusammenbauen 
lassen, haben die Gestalt 


(85) Eexp{ni 3 E uo. 1), (exp z = e*), 


wo u alle ganzen Zahlen eines Ideals aus dem Kérper durchlauft, wahrend 
der obere Index / bei den yu die Konjugierten bezeichnet. 
Allgemein findet man so: 


7) R. Fricke, Die ellipt. Funktionen und ihre Anwendungen, Leipzig 1922, Bd. II, 
8. 403 ff. 
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Satz 19. Das Periodenproblem fiir die n = } p(t) algebraisch-konju- 
gierten Darstellungen Df? (t) (l = 1,...,) ist, wenn die Vielfachheit x der- 
selben in der Integralgruppe gleich 1 ist, gleichbedeutend mit der Bestimmung 
der Werte Hilbertscher Modulfunktionen von n Variabeln tiber dem total reellen 
Korper n-ten Grades, der durch die Charaktere der Darstellungen D\ (t) be- 
stimmt ist. 

Im allgemeinsten Falle ist endlich auch noch x >1. Dann sind die 
fraglichen Periodensysteme fiir  - x Variabeln simultan anzusetzen und haben 
folgenden Typus 

~ 0 o = 1,2,...,%, 
e+ Dre Te@’ l= 1,2,...,m. 
Hier sind die y wieder ganze Zahlen aus dem Kérper K (yz) der Charaktere, 
wobei die Indizes | an den y die Konjugierten bezeichnen. An Stelle der 
Hilbertschen Moduigruppe des Kérpers K (y) im Falle x = 1 tritt nun eine 
Gruppe von Transformationen der n Matrizen (72,) (l= 1,...,m), die man 
etwa als die Gruppe der Riemannschen Periodentransformationen in dem 
K6érper K (x) (anstatt wie gewohnlich in dem rationalen Zahlkérper) bezeichnen 
miiBte. Diese Gruppe ist bisher noch nicht systematisch studiert worden. 
An Stelle der oben angegebenen Thetareihen bei x = 1 treten bei der Bildung 
der Invarianten dieser Gruppe jetzt folgende Thetareihen auf: 


n 
(86) Z expini d Put. f,.... 
Myr wens My =1 


Hier sind 
Q(a,,... a) F epsety, (§=1,3,...,2), 
a, 6=1 


n quadratische Formen in x Variabeln und die u durchlaufen die ganzen Zahlen 
des reellen Kérpers K (zy), deren Konjugierte durch den oberen Index | be- 
zeichnet sind. 

In vielen Fallen sind nun die Integrale 1. Gattung zu [ (g) bekannt in 
Gestalt von Potenzreihen nach e**‘*, die auf arithmetischem Wege, mit Hilfe 
von quaternéren definiten ganzzahligen quadratischen Formen, erklart sind. 
Ist Q, eine solche quadratische Form, so entstehen diese Integrale aus den 
vierfachen Reihen 
(87) 6(7,Q,. = LY exp|2rxirQ,(n,,...,m,)}, 

My - +s Me 
(wo fiir die ganzzahligen n,,..., m, eventuell noch Kongruenzen nach einem 
festen Modul als Summationsbedingungen hinzutreten) durch Integration 
nach t, nachdem man noch einen passenden Teilwert der Weierstra8schen 
g-Funktion fiir die Perioden t und 1 addiert hat, wodurch an Stelle von @ 
eine Spitzenform tritt. Nun zeigt die formale Integration, daB die Grund- 
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vektoren py eines solchen Systems von Thetareihen sich sehr einfach auf die 
Werte der zugehérigen Dirichlet-Reihen 


(88) 9(3,Q,) == : 


(a) Qe (Ms »- +» ™)* 

im Punkte s = 1, dem Symmetriepunkte der Funktionalgleichung dieser 
Dirichlet-Reihen, zuriickfiihren lassen. Darnach stehen also diese Werte 
mit den Perioden t, , in engstem Zusammenhang. Und es entsteht das Problem, 
die arithmetischen Konsequenzen weiter zu verfolgen, die sich aus den Sym- 
metrieeigenschaften der t,, fiir diese Dirichlet-Reihen ergeben. Die Reihen 
scheinen ein Analogon zu den Bernoullischen Zahlen fiir die zu Q, gehérigen 
Quaternionenkérper zu sein. Man wird so, auch unter Heranziehung meiner 
Theorie der Euler-Produkte und des Operators 7, auf ganz neuartige Be- 
ziehungen zwischen der Arithmetik.der ganzzahligen quadratischen Formen 
und der Funktionentheorie gefiihrt. 


(Eingegangen am 30. 10. 1938.) 











Das Verhalten 
von mehrfachen Thetareihen bei Modulsubstitutionen. 


Von 


Bruno Schoeneberg in Hamburg. 





2r 


Ist 2 a,,n,n, eine positiv-definite quadratische Form in einer geraden 
i,k=1 


Anzahl von Variablen mit ganzen rationalen Koeffizienten, so stellt bekanntlich 
die Thetareihe 


2r 
nit ZT UKM 


Se tha 
Miy--y UBe 

eine eindeutige ganze Modulform der Dimension — r und einer Stufe, die von 
der Diskriminante der quadratischen Form abhingt, dar. Diese Abhangigkeit 
ist bisher nicht untersucht. Zu ihrer Bestimmung, die in dieser Arbeit vor- 
genommen wird, wendet man auf die Thetareihe die Transformationsformel 
an und gelangt so zu einem System von endlich vielen, nicht notwendig linear 
unabhangigen Funktionen, das die urspriingliche Reihe enthalt und sich bei 
der vollen Modulgruppe linear homogen umsetzt. Aus der Beschaffenheit 
der Umsetzungskoeffizienten wird bewiesen, daB alle diese Funktionen zu 
einer angebbaren Stufe gehéren. Diese Bestimmungen sind fiir den Fall, daB 
die quadratische Form die Normenform eines Ideals aus einem imaginar- 
quadratischen Zahlkérper ist, von Herrn Hecke?) und fiir den Fall der Quatern- 
ionen von mir*) vorgenommen worden. Die Herleitung der Ergebnisse ge- 
schieht gleich fiir eine allgemeinere Klasse von Funktionen. Diese Funktionen 
entstehen dadurch, daB man auf die Thetareihen einen gewissen Differen- 
tiationsprozeB wiederholt anwendet und die so entstandenen Funktionen mit- 
einander linear kombiniert. Hiervon sind die binaren differenzierten Reihen 
bekannt, die zu den GréBencharakteren der imaginir-quadratischen Zahl- 
kérper fiihren. Die Koeffizienten unserer Funktionen sind die Kugelfunktionen 
in bezug auf die benutzte quadratische Form in ganzzahligen Argumenten. 
Als Stufe ergibt sich ein Wert, in den auBer der Diskriminante noch der gréBte 


1) Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Math. Annalen 97 (1926), S. 210. 
2) Indefinite Quaternionen und Modulfunktionen, Math. Annalen 113 (1936), 
8. 380. ; 
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gemeinsame Teiler der (27 — 1)-reihigen Unterdeterminanten von (a,,) 
eingeht. Bei der Durchfiihrung der vorliegenden Aufgabe treten mehrfache 
GauBsche Summen auf. Zu ihrer Berechnung ziehe ich das funktionen- 
theoretische Verhalten der verallgemeinerten Thetafunktionen heran. Dadurch 
wird eine erhebliche Vereinfachung erzielt. Als Anwendung unserer Ergebnisse 
bringe ich einige neue Tatsachen iiber den Zusammenhang gewisser qua- 
dratischer Formen der Determinante 1 mit den Koeffizienten von A (rt). 

Herrn Hecke, der mich zur Beschiaftigung mit diesen Fragen angeregt 
und durch wertvolle Ratschlige unterstiitzt hat, danke ich an dieser Stelle. 

Wir bedienen uns im folgenden der Vektorschreibweise und bezeichnen 
durch 

N = (M1, Mg, . . ., Mey) 


die Gesamtheit der 2 r Variablen n,. Weiter sei U = (a,,) die ganze rationale 
Matrix einer positiv-definiten quadratischen Form in 2r Variablen und 
D = |a,,| ihre Determinante. Von & setzen wir a,;, = a,, und 


a,, = 0 (mod 2) 
ar 
fiir alle ¢ und & voraus. Der Wert von im, 4, ,%,%, ist also fiir alle ganzen n, 


eine gerade Zahl. Die Voraussetzung a,, = 0 (mod. 2) maB nétigenfalls durch 
Multiplikation mit 2 erreicht werden. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 
ar 


i tiemeMe = U(n, n), 
2r 
Py {teem = A(m, n), 


5 m,n, = (mn). 


ar 
Den Vektor, dessen i-te Komponente 2 4,,%, ist, bezeichnen wir durch 
=1 


z Oy & My = A(n). 


45 1 
Der Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist die Reihe 
(1) = Se—*tMn + unty) 


n 
in der ¢ > 0 ist, u einen variablen Vektor bedeutet und n alle Vektoren mit 
ganzen rationalen Komponenten durchléuft. Um die erwaihnte allgemeinere 
Klasse von Funktionen einzufiihren, wenden wir auf # den Operator 


L£= sue mit beliebigem (I,,..., l,,) = 1 


v= 
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an, dessen n-malige Wiederholung durch 2* bezeichnet sei. Vorher bemerken 
wir noch: 
L(A (n+ u, n+ u)) = 2A(in+ wu), 


227(A(n + u, n+ u)) = 2L(A (in + u)) = 241, 0). 


Dann ist 


{2) 2(9) = - 2 at SH (in + ue EET Hae, 
Durch nochmalige Anwendung des Operators 2 ergibt sich 
22(9) = —2 mt & (a (1, 1) — 2 wtH (i, n + u)) SEO TH ET, 
Jetzt machen wir iiber | die Vorausseizung U (1,1) = 0. Dann ist 
27(9) = (—2 at? 2 (W(t, a+ ape errs sere 


eine Funktion, die in iibersichtlicher Weise aus 2 (#) hervorgeht. Das gleiche 
gilt auch bei wiederholter Anwendung von 2: 


(3) QF (9) = (— 2 at F(A (Ln + wpe Bat ees, 
n 
Wir ziehen jetzt die Transformationsformel fiir Thetafunktionen heran: 
a aw 


Dent tuntw ®* aia iat 
; * |\VD|4 
Dabei ist U-? die zu UM inverse Matrix. 

Ersetzen wir in dieser Formel ¢ durch — it, so erhalten wir als Gleichung 


zwischen analytischen Funktionen fiir J m (rt) > 0: 





aia” * (n,m z 
4 etit (n+ um + u) — <a CCC 
™ $ a |\VD| 4 a° 
Die Anwendung von £* auf diese Gleichung fiihrt zu: 
_ aw! (n, 2) 
5 L, kexitMent¢un¢ wy _(— #) int -— +a 
' PAS gicaas (- are njte 


Hieraus folgt fiir u = u mit ganzem rationalem bh und natiirlichem, zunachst 
beliebigem N: 
a & (a, n) 
© FS Mime F 
N n=6 ‘mod. N) 
miU- (n,n) , 271d) 
yf is Tt . N 





(— é)* Va 
(— ir t*\~D| = 


An Stelle des Summationszeichens n fiihren wir rechts ein neues durch die 
U, (n) 
D, 


Substitution n = H(z) ein. Wegen x = UA-(n) = mit ganzen W, 
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und D, ist dann die Summe iiber alle rationalen x mit dem Nenner D, und der 
Bedingung & (D,z) = 0 (mod. D,) zu erstrecken. Als D, sind die Zahlen z A 
1 
wo K, der gréBte gemeinsame Teiler der (2 r — 1)-reihigen Unterdeterminanten 
A,, von & ist, und deren Vielfache méglich. Unter ihnen wihlen wir eine 
fiir das Folgende geeignete aus. Vorher bemerken wir, da8 die Unter- 
determinanten A,, gerade Zahlen sind. Das folgt leicht daraus, daB die 
zugehérigen Matrizen U,, ganz, symmetrisch, von ungeradem Grade sind und 
in der Hauptdiagonale gerade Elemente besitzen. Die ausgewahlte Zahl sei 


D 
N=: 
wobei 


—_ A, Ags Agr,2r 
K —= (4n, “2” . ‘or - * Axx) 


ist und somit den gréBten gemeinsamen Teiler der A,, und der durch 2 ge- 
teilten A,;, bedeutet. Dieses N soll auch der Wert des schon in (6) gebrauchten 
N sein. Jetzt wird die rechte Seite von (6), wenn wir wieder iiber n summieren, 


: (— aj — =i & 2 , 25680,» 

7” 1, n))* tN ¥ 

©) =i 2 (He mpe 
An) = 0 (mod. N) 

Beachten wir noch, daB wegen Y (n) = 0 (mod. N) der Wert U (n, h) mod. N? 

nur von n mod. N abhiangt, so ergibt sich fiir (6) die Gestalt 


A (n,n) 
(7) > (aan) a 


n = 5 (mod. ¥) 








or % (g, 5) ni An, m 
(— 4) » 2ni—a y” - 
= eee, A e U (1, n) e ° N 
(—éry ** |VD| g mod. N ita 
(& (g) = 0 (mod. N)) 


Wir machen jetzt iiber h die Voraussetzung 
Y (h) = 0 (mod. N) 


und haben dann auf der linken Seite von (7) eine derjenigen Funktionen, die 
rechts durch die innere Summe dargestellt wurden. Ersetzen wir noch t 


durch — :, so sagt (7) aus, daB sich das System der Funktionen 





a(n, ») 
(8) > Mame >, 


n = 5 (mod. 4) 
in dem bh alle ganzen Vektoren mod. N mit &(bh) = 0 (mod. N) durchiauft, 
bei der Substitution —* linear in sich umsetzt. Da in (7) von dem Parameter I 
nur die Verbindung (%(I,n))‘ linear und homogen auftritt, gilt dieselbe 
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Formel auch, wenn man (% (I, u))* durch ein beliebiges homogenes Polynom 
P,(u) der Dimension k ersetzt, das sich in der Gestalt 


(9) P,(u) = x o, (2 (I, u))* 

darstellen la8t*). Da die Reihen (8) bei der Substitution tr + 1 den Faktor 
p29 

e %* aufnehmen, ist ihr Verhalten auch hier von | unabhingig. Daher 

definieren wir jetzt mit ganzem ) und % (h) = 0 (mod. N) 


+a,» 


(10) (x35, U, P,) = > P,(n) gua 


n= 5 «mod. N) 


Aus unserer Festlegung von N und &(h) =0 (mod. N) folgt, daB der Exponent 


ix) in der Summe nur den Nenner N hat. 


Das Verhalten unserer Funktionen bei Modulsubstitutionen wird be- 
stimmt durch: 


$246, 5 


I. O(r+1;5,%,P,) =e” ™ (r:5, 4, P,), 


i TF 9 (c; 9%, P 
‘ = —>— é t; 9, U, P,). 
II. o(- +; 5, %, Pr) VI 2 e g, U, P;) 
& (g) = 0(mod. N) 
4A (n, n) 
Formel I. folgt daraus, da8 der Wert von “-5;— mod. 1 nur von n mod. N 
abhangt. Formel II. ergibt sich unmittelbar aus (7) in Verbindung mit (9). 
Im iibrigen gelten noch die Beziehungen: 
O(t; b,, U, Py) = P(t; b,.U, Py), wenn b, = b, (mod. N), 
b(t; i 5, U, P,) =(- 1) #(t; 5, U, P,). 
Zur Durchfiihrung der weiteren Rechnung wird noch folgende, fiir jedes 
natiirliche n giiltige Gleichung gebraucht: 





(11) o(7;5,%,P,)=+ ) (nr; 9, 0%, P,). 
”” g=5 (mod. N) 
g mod. n N 


*) Die Schar der Funktionen P, (u) mit festem & ist offenbar invariant bei den- 
jenigen Transformationen der u, die M(u, u) in sich tiberfiihren. AuBerdem 148t sich 
leicht zeigen, daB die P,(u) orthogonal zu allen homogenen Polynomen niedrigeren 
Grades sind. Hierbei soll f zu g orthogonal heiBen, wenn f one f fgdU = 0. Wir 

F (a, w) S1 
bezeichnen daher die P, (u) als Kugelfunktionen in bezug auf U, da diese Orthogonali- 
t&tsbedingung sich auch umgekehrt als hinreichend fir die Kennzeichnung der P, (u) 


erweisen. 
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Diese Formel ergibt sich aus der Reihe (10), wenn man beachtet, daB in der 
mit n& statt mit M gebildeten Reihe N durch n N und P, (n) durch n* P,(n) 
zu ersetzen ist. 


Es soll nun das Verhalten der Reihen bei beliebigen Modulsubstitutionen 


“: ‘ * bestimmt werden. Diese Bestimmung geschieht bis Gleichung (14) im 


wesentlichen nach der unter *) genannten Arbeit von Herrn Hecke. Fiir 
¢ = O ist das Verhalten durch I. gegeben. Sei also c + 0 und, ohne Beschran- 
kung der Allgemeinheit, c > 0. Wir benutzen die Identitat 





ar+b_a@ 1 
et+d cc e(er+d) 


und wenden die Gleichungen (11), I. und II. an. Dann erhalten wir: 














6 
o( ==>; b, W, P,) (ey WD| 
er+d A 

(12) t = > o(b, O(c; t U, Py). 

(er+ay** 

Se tmed. N) 
Dabei ist 
ate a (g,@) ‘ 4G, A sudo 
(13)  (b, t) = e ; eN? = ' en? +22id CN: 
a -eN 
g=5 (mod. ) 


Dieser Ausdruck haingt von f nur mod. N ab. Denn, wie man leicht zeigt, ist 


bd-$4C, H+ 046,0 
21 


g(t =e ¥ 9 (b + dt, 0). 
Diese allgemein giiltigen Formeln nehmen bei geeigneten Voraussetzungen 








iiber (¢ * eine sehr einfache Gestalt an. Sei zunichst d = 0 (mod. N). Dann ist 
a(S UE .. b, M, P,) (ec) VD} te) 
er+a ® Pe ype: 
— ? 0 6 ’ f, a, P . 
(erp aye? 7 (9 fe ! (r ) 


Hierauf wenden wir noch einmal II. an, indem wir von t zu — + iibergehen. 
Dann erhalten wir: 





br—a 
o( :b, W, P,) M(t g—db) 
ér—e */ _ 9(b, 9) y" ad P 
(dx —e)"** 7” é we &(t; g, U, Py). 


= e/ D g, f mod. NV 





Nun ist aber 


Sey ms __ { 0, wenn g — 6b + 0(mod. N), 


tmod. N ~ | D, wenn a — 6b = 0(mod. N). 


& t) = 0 (mod. N) 
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Somit ergibt sich, wenn wir noch die Matrix (° aa durch . er- 


setzen, fiir alle Modulsubstitutionen mit c = 0 (mod. N) und d > 0 


(teh % P) 


(c t+ ayt k 
Zur Berechnung von (b, 0) beachten wir, da8 in 





(14) 





0 
= 2 1 9(r; ab, U, Py). 


4% (a, @) 
9 (b, 0) = y Ya aN? 


q -aN 
= 5 (mod. N) 


wegen ad = 1 (mod. N) iiber alle 
= adh + Ng, (mod. dN), 





wo g, mod. d lauft, zu summieren ist. Hierdurch wird 


ALae bed h) Rae bk) 
7 (b, 0) =e ” e ’ 
gmod.d 
Fiir das Weitere ziehen wir das funktionentheoretische Verhalten der # heran 
und bedenken, daB ¢ (5, 0) nicht von P, abhingt und so mit Hilfe der sicher 
nicht identisch verschwindenden Reihen mit k = 0 umgeformt werden kann. 


= 
Wir setzen > 326.0 
l ani 


— e ¢ =@(b,d). 

d @ mod. d 
Dann folgt aus (14) und I., wenn t durch t + » mit ganzem n ersetzt wird 
und k = 0 angenommen ist, bei d + nc > 0 


® (b,d) = O(b + na, d + no). 


Das aber heiBt, daB ® (6, d) fiir alle n im Kérper jeder (d + nc)-ten Einheits- 


wurzeln liegt und damit rational sein mu8. Wegen (b, d) = 1 ist durch die 
b 221i 


Abbildung et 5e ein Automorphismus des Kérpers der d-ten 
Einheitswurzeln bestimmt. Bei diesem wird ® (b, d) auf ® (1, d) abgebildet. 
Da diese Werte schon als rational erkannt sind, ist 


® (b, d) = O(1, d) = O(1,d + ne). 


a, be’ 


In dieser Gleichung kann c = N gesetzt werden, da mit LS N m auch N.d 


eine zulassige Substitution ist. Daher gilt, wenn wir 


(1, d) = S(d) 
Mathematische Annalen. 116. 
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setzen, 
S(d) = S(d’) bei d = d’ (mod. N). 


5 
Wird auf (14) die zulissige Substitution e 7) angewandt, so ergibt sich 


S (dd’) = S(d)-S(d’). 


Da S(d) fiir alle zu N teilerfremden d > 0 erklart ist, ist es fiir 
positive d ein Restklassencharakter mod. N. Daher nimmt S (d) nur die 
Werte + lan. Erkliren wir S (d) fiir negative d durch S (— d) = (— 1)’ S(d), 
so erhalten wir statt (14) folgende, fiir alle Modulsubstitutionen mit ¢ = 0 
(mod. NV) giiltige, Formel: 





0(S ;b, U, P,) Pb beh 
Qs) —S=t< __"" .. 8(é)-e NF #(t; ab, U, P,). 
(er + d) 

Wir sehen jetzt, daB S(d,) = S(d,) bei d, = d, (mod. N) auch richtig ist, 
wenn die d,,d, verschiedene Vorzeichen haben. Denn bei der Substitution 
t—t-+%N mit ganzem » bleibt die rechte Seite der Gleichung invariant, 
andererseits wird wegen der linken Seite S(d) zu S(d+cnN), wo fir 
d+enN beide Vorzeichen durch geeignete Wahl von » méglich sind. 
Der Wert der ExponentialgréBe wird durch den Ubergang von b zu 
b+ amN nicht geindert. Damit ist die Behauptung iiber S(d) bewiesen. 
Die allgemeine Giiltigkeit von S (d,). S (d,) = S (d,d,) fiir alle zu N teiler- 
fremden d,, d, ist nach dem schon Gesagten trivial. Daher stellt S (d) fiir 
positive und negative d einen Restcharakter mod. N dar. Aus (15) folgt 
nun fiir jede Modulsubstitution mit a= d= 1, b =c = 0 (mod. N) 

ar+b 

(Eth ann) 
(er+d)"* 








= #(r; b, A, P,). 
Das heibt: 


Die wr "*” 6 (=; b, A, P,) sind ganze Modulformen in w,, w, von der 
4 
Dimension (— r + k), welche bei allen homogenen Substitutionen der Haupt- 
kongruenzgruppe der Stufe N invariant bleiben. 
Zur Bestimmung des in (15) auftretenden S (d) fiir alle Substitutionen 
mit ¢ = 0(mod. N) ersetzen wir bei positivem d in 


Ra a) 
S = P 2x 
“= 7 


ofthe 





den Wert d durch eine ungerade positive Primzahl pg = d (mod. N) derart, 
daB } XA (g, g) mod. Pa ganzzahlig auf Hauptachsen transformierbar ist. 
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Dann erhalten wir bei Benutzung des allgemeinen quadratischen Restsymbols 
von Jacobi: 





= 4% 2 
r=1 ar veo 
vtege Sige POR ak, sai 
S(d) = S (pa) Ps ye Pa vi et 
2r 
l ar a, as -_ (+ "tos 
3 UGM-9 el -(Ge oo 
2r 


Pa~} 
oie. | Coe 
S(@) =(F)\(- * "=| ag 
Hier ist (D, pg) = 1, da (N, pg) = 1 ist und N und D, wie man leicht sieht, 
die gleichen Primteiler haben. Fiir (— 1)’D = 0 oder ‘1 (mod. 4) ist S (d) 


= (re) Die anderen Fille, in denen der Wert des Restsymbols von 
dem in seiner Restklasse gewahiten p, abhingt, treten demnach nicht auf. 
Gerade quadratische Formen mit (— 1)’ D = 2 oder 3 (mod. 4) gibt es also nicht. 
Mit dem Charakter z(n), der durch 


x(n) = (= ar?) (n, D) = § n>OdO, 
x(n) = (— 1) %(— n), (n, D) = 1, n<0 
oder bei ungeradem D auf Grund des Reziprozititsgesetzes auch durch 
z(n)=(F), nZo 
erklart ist, nimmt jetzt unser Ergebnis folgende Gestalt an: Fiir jede Modul- 


ie ne 

substitution ¢ 1) mit c = 0 (mod. N) ist: 
a (=, b, 4, P,) RPh hehih 

(16) = z4(de “ O(r; ab, A, P,). 


(cr+ay** 





Wihlen wir aus den Funktionen #(t;5, U, P,) bei festem WM und P, 
ein volles System linear unabhiangiger Funktionen aus, so definieren die 
Gleichungen I. und II. eine Darstellung der Modulgruppe J’(1)/I"(N). Die 
in dieser enthaltene Darstellung von I, (N)/J’(N) kann nach Gileichung (16) 
als monomiale Darstellung gewahlt werden. 

Wir gehen noch kurz auf die Verhaltnisse im imaginir-quadratischen 
Zahlkérper K (yV — D) mit der Diskriminante — D ein. Dazu sei a ein ganzes 
Ideal aus K ( /—D) mit der Basis («,, «,) und der Norm |Na| = A,u=n 


34* 


1% 
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+ M%g%_ =n eine Zahl aus a und py’ die Konjugierte. Dann setzen wir 
4U(n,n) = ef. N wird jetzt gleich D, und die Summationsbedingung 
W (bh) = 0(mod. D) ist eine Aussage iiber die Differente ) — D. yegen 
A(t, 1) = O ist 

A (i, n) = w baw. yp’. 


Damit nimmt die Reihe (8) hier die Gestalt 


atch 

(a7) A(t; 9,0,¥—D)= YS) ptr "a0 
u=e@V—D) 
(e = 0 (mod. a)) 


an. Hiervon sind die Funktionen fiir k = 1 und k = 2 seit langem bekannt 
und untersucht. 

Jetzt sollen mit Hilfe unserer Ergebnisse einige neue Tatsachen aus der 
Arithmetik hergeleitet werden. Dazu beachten wir, da8 unsere Formen dann 
und nur dann zur Stufe 1 gehéren, wenn die Determinanten |a,,| = D () 

ar 
der quadratischen Form ,, (n, n) = = a,,",”, den Wert 1 haben. Denn 
k= 
N und D besitzen die gleichen Primteiler. Wir machen von jetzt an die 
Voraussetzung D = 1 und schreiben statt (10) 


(18) O(t; U,,, P,) = _ P, (0) 27173 Mar, 


Fiir diese Reihen ist nach II.: 


o(-2) 


aa 
t 
Diese Gleichung kann aber bei k = 0 nur fiir r = 0 (mod. 4) erfiillt sein. 
Das sieht man, wenn fiir t ein positiv-imaginaérer Wert eingesetzt wird. 
ar 
Demnach erhalten wir folgenden Satz: Wenn Y,, (n,n) = Py A; , NyNy 
=1 
eine positive quadratische Form mit ganzen a, ,, geraden a,, und D(U) =|a,,| = 1 
ist, muB die Anzahl der Variablen durch 8 teilbar sein. Diese Bedingung ist auch 
hinreichend fiir die Existenz einer Form der beschriebenen Art. Denn fiir 
8 Variable ist seit Minkowski die Form 


._ a.» : ae 


(19) 


1, 
4, 
3 


> 


- 
ot 
- 


2 
1 
0 


b 


ccoosooor.™ 
FF ¥ 
8a 
Aad 
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bekannt. Damit sind fiir die anderen durch 8 teilbaren Variablenzahlen 
Formen der in Frage stehenden Art durch Y, (n,n) + U,(n’,n’) +... 
gegeben. 


Die zu UW, gehdrige #Reihe #(1;%,1) = DT etd gt 
bis auf eine Konstante mit der Eisenstein-Reihe G, (x) identisch. 
(20) 8 (t; Ag, 1) = c Gy (7). 
Vergleicht man die konstanten Glieder, so ergibt sich 


(21) Semen S we 1 + 240 y GO; (n) e2 time 
mit og(n)= 2 4d. Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl n durch die 
din, d>0 


quadratische Form 4 Ug (n, n) ist also gleich 240 a, (n). Wie man sofort sieht, 
sind die Darstellungsanzahlen fiir jede andere Form in 8 Variablen, die 
unseren Bedingungen geniigt, die gleichen. Daraus folgt, daB alle gerader 
quadratischen Formen in 8 Variablen mit der Determinante 1 einem Formen- * 
geschlecht angehéren. Da8 sogar ihre Klassenzahl 1 ist, hat kiirzlich Herr 
Mordell *) bewiesen. 

Fiir & > 0 sind die Reihen (18) Spitzenformen der Dimension — (k +r). 
Daher verschwinden alle #(t;%,, P,) identisch fir k+4<12. Aber 
fiir die Dimension — 12 existiert als Spitzenform A(t), und unsere Reihen 
# (t; Us, Pg) liefern wirklich ¢ A(t) mit von Null verschiedenem c. Dab 
c + 0 ist, hat Herr Hecke, wie er mir miindlich mitteilte, durch Ausrechnen 
bestatigt. Dazu ist die genaue Kenntnis der Darstellungen von 1 durch } U, 
notwendig. Wir erhalten also, wenn wir die multiplikative Konstante in P, 
hineinziehen, 


(22) A(t) = F P,(n)ee*!* 3 am, 
n 
Diese Gleichung liefert als eine neue arithmetische Kennzeichnung fiir die 
Koeffizienten von A(t) = X c(n)e®**"* die Identitat 
ai=1 


e(n) = 2 P,(m). 


$U, (m, m =n 


Eine Form der Dimension — 12 erhalten wir noch auf einem anderen 
Wege, namlich durch (# (7; Ug, 1))® = (rt; Uy4, 1) mit der quadratischen 


*) L. J. Mordell, The definite quadratic forms in eight variables with determinant 
unity, Liouville Journal de Math. XVII (1938). Dort wird auch die einfachere Gestalt 
dieser Form angegeben: 


R 8 
a= J xi + ( = x,) —2 2, ty —2 my 2p, 
i=1 i=1 


welche Korkine und Zolotareff entdeckt haben [Math. Annalen 6 (1873)]. 
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Form Y, = U,(n,n) + UAg(n’, n’) + Ag(n’, mn”), die unsere Voraus- 
setzungen erfiillt. (1; U4, 1) ist keine Spitzenform und bildet daher zu- 
sammen mit A(t) eine Basis fiir die ganzen Formen der Dimension — 12. 
Die durch U,, reprisentierte Klasse von geraden quadratischen Formen in 
24 Variablen mit der Determinante | ist aber nicht die einzige Klasse dieser 
Art. Dies Ergebnis erhalten wir mit Hilfe der Theorie von Siegel *). Danach 
gilt folgender Satz: Wenn &,, alle Formenklassen desselben Geschlechts 
durchlauft, ist 
2 € (Ugy) F(t; Ugg, 1) = ¢ GQ (7). 

Dabei ist G,,(t) die Eisensteinsche Reihe der Dimension — 12; ¢ und die 
c (A,,) sind von Null verschieden. Waren nun alle diese Thetareihen linear 
abhangig von der einen mit U,, gebildeten, also dieser gleich, so folgte mit 
einer Konstanten a 


B (rT; Ugg, 1) = a Gyg (4) = a (691 + 65520 Y o,, (n) e* ****) 
n=1 
(71 (") = Summe der 11. Teilerpotenzen von ») mit Benutzung des Wertes 


der Bernoullischen Zahl B,. Dann miiBte also a = sai sein, aber damit 


wiirde bereits der Koeffizient mit » = 1 keine ganze Zahl sein, wie es auf der 
linken Seite dieser Gleichung der Fall ist. Es gibt also noch mindestens eine 
weitere Klasse, reprisentiert etwa durch U},, und die #-Reihen # (rt; U,,, 1) 
und #(t; U¥,, 1) sind linear unabhingig. AuBerdem ist keine von ihnen mit 
G,.(t) bis auf einen konstanten Faktor identisch. Daraus ergeben sich 
folgende Gleichungen: 


(23) B (Tt; Ugg, 1) — H(t; UZ, 1) = ¢ A(z), 
(24) O (T; Ugg, 1) = aGyq(t) + BA (zr), 
B(x; UY, 1) = « @y2(t) + B* A(t) 


mit von Null verschiedenen c, «, 8, 6*. Diese Gleichungen liefern eine neue 
Kennzeichnung der Koeffizienten ¢(n) von A(t). Nach (23) messen die 
e(n) den Unterschied der Darstellungsanzahlen in den einzelnen Klassen. 
Nach (24) sind sie ein MaB fiir. den Unterschied der Koeffizienten von 
# (rt; Uy4, 4) baw. (rt; UZ, 1) gegen die Koeffizienten von «G,,(t). Be- 
kanntlich sind nun die Koeffizienten von G,.(t) von der GréBenordnung 
n™-* und die von A(t) von der GréBenordnung n*. Die Anzahlen der Dar- 
stellungen einer natiirlichen Zahl haben fiir 4U,, und 4 UZ, also den gleichen 
asym ptotischen Wert, und die Fehler sind von gleicher GréBenordnung tind werden 
durch die Koeffizienten von A(t) gemessen. 

5) Uber die analytische Theorie der quadratischen Formen, Ann. of Math. (2) 36 
(1935). . 
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Aus (20) und der linearen Unabhingigkeit von #(t;%,,,1) und 
# (zt; UX, 1) folgt noch ein Ergebnis fiir die ganzen Modulformen einer durch 4 
teilbaren Dimension. Diese Formen /,,(t) lassen sich bekanntlich in der Form 

fax (t) = p On» 9i 93" 
4u+12 vr =4k 

durch die Reihen G, und G? ausdriicken. Nun ist aber G,(t) = c # (rt; Ug, 1) 
und G? = a@(t; U4, 1) +50(r;U%, 1). Daraus folgt, daB das volle 
System /,,(t) der Modulformen der Dimension — 4k durch die 8 k-fachen 
Thetareihen mit geraden quadratischen Formen der Determinante 1 erzeugt 
wird. Statt zur Darstellung der /,,(t) die Polynome in G,, G? heranzuziehen, 
kann man auch, wie man sofort sieht, die Polynome in G, und A benutzen. 
Wegen (20) und (22) lassen sich dann die /,,(t) durch die Potenzprodukte 
in #(t; Uy, 1) und #(t; Uy, P,) mit festem AW, linear ausdriicken. 

Es wire noch interessant zu untersuchen, wieweit man mit den dif- 
ferentiierten Thetareihen der festen Form YW, (n, n) allein fiir die lineare Dar- 
stellung der ganzen Modulformen auskommt. 


(Eingegangen am 26. 10. 1938.) 











Uber Interpolationsreihen. 
Von 


Ernst Lammel in Prag. 


Von A. Ostrowski') stammt der folgende Liickensatz: Gibt es in 
f(2)= 2 Cy 2” unendlich viele Indizes “=p, (k = 1, 2,...), fiir welche 


bei festem positiven O 
Aut Au, > GAy, 


gilt, so konvergiert die Reihe 2 4, (z), worin 
k=0 


My a a “ett a 
A,(@z)= Loz" und firk>O A,(2)= FTF c,2™ 
u=0 a=ep tl 
ist, gleichmaBig in der Umgebung einer jeden reguliren Stelle der Peripherie 
des Konvergenzkreises. 
Als Spezialfall ist hierin ein von Hadamard?) herriihrender Liicken- 


ac 


satz enthalten, welcher lautet: Die Potenzreihe 2 C, z‘« ist dann iiber 


u=0 


ihren Konvergenzkreis hinaus nicht fortsetzbar, sobald 


Auta —A, > Oi, 

gilt, wobei O > 0 und von uw unabhiangig ist. 
DaB das Vorhandensein von Liicken keine notwendige Bedingung fiir 
die Nichtfortsetzbarkeit einer Potenzreihe iiber ihren Konvergenzkreis 
hinaus ist, zeigt besonders eine zuerst von Pélya*) bewiesene Vermutung 


von Fatou: Ist 2 c, 2“ eine beliebige vorgegebene Potenzreihe mit end- 


lichem Konvergenzkreis, dann gibt es Zahlen ¢, mit «2 = 1, so daB 


2 «,¢, 2“ iiber den Konvergenzkreis hinaus nicht fortsetzbar ist . 
=0 


1) A. Ostrowski, Uber eine Eigenschaft gewisser Potenzreihen mit unendlich 
vielen verschwindenden Koeffizienten. Sitzungsberichte der »reuBischen Akademie 
der Wissenschaften i921, Stiick XXXIV, S. 557— 

*) J. Hadamard, Essai sur |’étude des fonctions données par leurs développe- 
ments de Taylor, J. de math. (4) 8 (1892), p. 101—186. 

5) G.Pélya und A. Hurwitz, Zwei Beweise eines von Herrn Fatou vermuteten 
Satzes. Acta math. 40 (1916), S. 179—183. 
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Die vorangehenden Sitze iiber Potenzreihen wollen wir auf Reihen 
von der Form 


z—a, 
(1) 4,+ 34 ye 3 ja,, Seo<1; »=1,2,... 


a=1l vl 
iibertragen, wobei die A, und a, Konstante sind. 

Satz 1. f(z) sei eine fiir jeden Wert von z aus |z| <1 regulére 
Funktion. Gibt es — in der zu f(z) gehérigen Reihenentwicklung 


z—a, 
1) = 34, vel ex la,, Se< 1); v=1,2,... 


unendlich viele Indizes u = u, (k = 1, 2, ...), fiir welche bei festem O 


Any +1 — Ay > O Ay, 1+ > (7+!) 








Au 
gilt, so konvergiert die Reihe > 40) worin A,(z) = M4, — 


u=0 ‘=1 
Mei il 
und fiir k>0O A,(z) = a 4 Yi. =; ‘st, gleiohmapig in der 
B= Pp dies 
Umgebung einer jeden reguliren Stelle auf |\z| = 1. 
Satz 2. Die ae 


Fy | fren ial & o< th om i, &... 


“=0 v=1 
habe den Einheitskreis |z| <1 zum Konvergenzkreis. Sie ist dann tiber 
|z| = 1 hinaus nicht fortsetzbar, sobald 
Auti—4, >@OA, gilt, wobei 14-0 > (j+2) 
ist und O von us nicht abhdngt. 
Satz 3. 


A, + 2x gi. la) Se<1; »=1,2,3,... 


u=1 r=1 
set eine beliebige Reihe von der Form (1), welche den Einheitskreis |z| < 1 
zum Konvergenzkreis besitzt. Dann gibt es Zahlen e, mit «2 = 1, so dag 


fy Ay + y aA, I i=" 
“=1 


tiber |z| = 1 himaus nicht fortsetzbar ist. 





9 wea, = 0 man [f SE: ~ = | gesetat werden. 


5) Siehe FuBnote *). 
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§ 1. 


Hilfssitze. 
Hilfssatz 1. Die Reithe 


a) 4+ D4 ff —. lalse<l r=12,... 


a=1 y¥=1 
sei fiir eine Stelle z = 2 aus 0 <|z| <= konvergent. 
Ist 9 < |2| <1, so komwergiert die Rethe (1) fiir 


| zo) (1+ 0?) —20 
(2) jz] < Be 


absolut und iiberdies gleichmafig in 








, 1 + 0?) —2o 
2 zis Z< |2ol ¢ = & 
” #| SA < TE Pe lm 


Ist 1<|%|< -. so konvergiert die Reihe (1) fiir 





lel +e%)+20 
(3) l81< TH e+e lal 
absolut und tiberdies glewchmapig in 


, }zo| (1+ 04) +20 
8) le] S22 < Tere 2olml 


Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit der folgenden Un- 
gleichungen: 
Wenn |a| < o < 1 ist, so gilt fiir |z| =< 1 





























(4) z—a |z|+ lal “ lzi+e 
l—az| ~ 1+ ]a|jz| ~— 14+ oe {2| 
und fiir o <|z| <1 
2z—@|. l|zi—iei ~ |zi—¢ 
1—as| = 1—Tellsl © 1—els1’ 
fiir |z| > 1 
z—a | jz|+ |e] jz| +o 
(6) T—az| = TH helei = 1+e121 
und fiir 1 <|2| < — 
|z—a lzi—lal — lzl—ge 
1—az| = 1—|a||z| ~ 1—el2|" 








Zur Abkiirzung fiihren wir folgende Bezeichnungsweise ein: 
lz|—¢ 


z2—@ 
(6) = 9 (2,4), i—els] 


l1—az 





und 


Pts = pllzl,—o 














Interpolationsreihen. 527 
Es ist 


(7) 3 A, rep ig Bias +34, I] 0.09 J] oe yp (2, a,) 


a=1 v=1 u=1 a @ (2o4,) * 


Da nach Voraussetzung die Reihe (1) fiir z = z) konvergiert, so muB8 
es ein festes positives A mit der Eigenschaft geben, so daB 


|4,|< A und |A,| IT  (%,a)| < A; #=1, sss 
val 


ist. Wir erhalten so aus (7) 


(8) | 4,|+ 34.1 []\ 90 a,)| < A(1 » I \gE3)- 


Ss, @ (2.4 





“amir 


Ist 9 < |%| <1, so wird mit Riicksicht auf (4) fiir |z| < 1 


II 


v‘=1 


@ (2, 4,) 


sad s (2ieh— ol 


? (Zl, @) 











Nun bleibt et =) <1, so lange |z| die Ungleichung (2) erfiillt. 


Damit ist nach (8) fiir diejenigen Werte von z die absolute Konvergenz 
der Reihe (1) bewiesen, welche der Bedingung (2) geniigen. 
Die gleichmaBige Konvergenz fiir 
| 29 | (1 + 9%) —2¢ 
|2| s Z, < 1 + 0? —2 ¢| 2| 
ergibt sich sofort, da fiir solche Werte von z 
Y (|2|,— 2) 
P (l2o|+ 2) 





S q(Z,) <1 
ist. 


Ist 1 < |%| <<, so wird fiir |z| < 1 wegen (4) und (5) 


I y (% @,) | ; (gdeh =e) 


v=1 P (2o4,) | ~ 7 (|%o|, —@)/ * 
Weil p(|z|, —@) < @(|%|, —@) gilt, sobald |z| < |2»| ist und da nach 
Voraussetzung |z| < 1 < |29| ist, so wird fiir |z| < 1 


7 (|2|, — 2) 
P(|%o|, —e) ~ 


Mit Hilfe von (8) erhalten wir also das Ergebnis, daS (1) fiir |z| <1 
absolut und gleichmaBig konvergiert, sobald 1 < | 2 | <= ist. 








Sq<l. 


Ist 1 < |z| < ~ und 0 s\|z|<s -, so ergibt sich wegen (5) 


II | 9 (2,4,) 
@ (205 a,) 


v=1 








(lz |, 2) \" 
(Saat —"' . 
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Nun ist g(|z|, @) < p(\%|, —o@), wenn |z| der Ungleichung (3) ge- 
niigt. Damit ist nach (8) die absolute Konvergenz der Reihe (1) fiir 
| 29 11+ 9?) +2 @ 
1S l21<"Te SF 2elml 
gezeigt. Die gleichmaBige Konvergenz fiir 
[zi (1 + oe?) +20 
1S le] 32. < Tp at telal 
ergibt sich sofort, da fiir solche Werte von z 








z\, 0 
pinky = 92) <1 
ist. 

Aus dem eben bewiesenen Hilfssatze folgt mit Riicksicht auf (2) und 
(2’): Ist eine Reithe von der Form (1) fiir jeden Wert von z aus |z| <1 
konvergent, so stellt sie eine daselbst regulire Funktion von z dar ®). 

Hilfssatz 2. Ist f(z) eine fiir jeden Wert von z aus |z|<1 regulire 
Funktion, so laBt sie sich in eine Reihe von der Form (1) entwickeln, welche 
fiir |z| Sr mit beliebigem r<1 gleichméfig konvergiert. Fiir die Koeffi- 
zienten {A,}, (u = 0, 1, 2, ...) gellen die Integraldarstellungen 














4 tlh (0) _ 1l—G a, 10) 
(9) 4, = 55 ) Fa: Oe Emadt—a ee 
oe lcl=ry 
und fiir u = 2 
1—a a. 4 
(10) A, _ = on i) a—l. dé, 
. ile 
lcl=t, (¢—a,)(¢—a, . ,) T—ar 
y=1 ’ 
worm 
l>r, > \a,|; »=1,2,...*#+1 
ist’). 


Um diesen Hilfssatz zu beweisen, gehen wir von einer von R. Lagrange 
herriihrenden Identitaét aus, die wir so umschreiben, daB sie sich auf die 
Reihen von der Form (1) anwenden la8t*). Es ist 
1 Me J 1—@,a, 2—4a, 1— 4, a; z—@, z—4@, 


a ee (t—e)(t—«,) og, PH THs © 














>—2 f—a, * (f—a,)(C—a,) l—a,z* 











-—a,t 

z—4@, 

1 ~ n oT—as 

_ a, a, +1 z—a@, l t—6,, +1 —& 5 

=e + — —— 

=a™ = i-@: fers = 

g $—@, v=1 » wi - m+ly=y ” ° 
(C—a,)(C—a, +3) Ta? Fa 1—a,¢ 

’ 


v=1 


°) E.Lammel, Zum Interpolationsproblem im Einheitskreise regularer Funk- 
tionen. Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 66 (1936/37), S. 57—62. 
*) Vgl. die in FuBnote *) zitierte Arbeit. 
*) R. Lagrange, Mémoire sur les séries d’interpolation. Acta Math. 64 (1935), 8. 6. 
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Durch Multiplikation mit f®) und Integration lings |¢| = 7, mit 


224 





1>r, >|a,|; »=1,2,....2+1 und |zi<r, 
erhalten wir 
n u 
z—a 
fe) = 4,+ DA, |] 5+ Basil, 
t=l1 ’ 


u=1 


wenn {A,}, (u = 0, 1, 2, ..., m) durch (9) und (10) erklart: sind und 








z—ada 

intl (0) *— 441. Jp 1-4 
Ra+i(2) = 3 Pa taee ae dt 

l=, T—a,t 


gesetzt wird. 
Fir |z| S r<r,<1 und 7,>¢@ ergibt sich mit Hilfe von (4) 


u(r.) r+o\" 
r 
|Ru+1(2)|< os 





r—?r r.—el r.—e 


1—or,, 





worin M (r,) = —_ |f(z)| bedeutet. 


" ‘ r+o ‘—e 
Wahlen wir 1, <1 so, da8 fave < ier, 


ist, dann wird fiir das so bestimmte r, fiir |z|] <r<1 
lim | Ra +1 (2)| = 0, 
> o 


wird, was immer mégsich 





w. 2. b. w. . 


§ 2. 


Beweis der Siatze. 
a) Beweis des Satzes 1. 
Den Beweis dieses Satzes bilden wir dem von Ostrowski fiir den Fall 
der Potenzreihen gegebenen Beweise nach. 
z = 1 sei eine regulire Stelle der Funktion f(z). Dann legen wir um 
z = } als Mittelpunkt drei Kreise mit den Radien I,, /, und J, fiir welche 


1 1 
(11) e<gth<i<gth<gth<— 


ist und f(z) sich in |z —4| </, noch regular verhalt. 
Der Hauptgedanke des Ostrowskischen Beweisganges liegt nun darin, 
daB man auf die Funktion 


(12) R, (2) = f(2) — E (0) 
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den Dreikreisesatz anwendet, welcher 


(13) log ? log M < log #2 log Mo) + log # log M@ 
ergibt, worin 
MS” = Max |R,(z)); i= 1,2,3 
|-—3|S4 


ist, und Radien /, (¢ = 1, 2,3) aufsucht, fiir die die rechte Seite von (13) 
bei n-+ o nach —  konvergiert. Dann ist lim MS” = 0. Hieraus folgt 
n-—> co 


nach (12) die gleichmaBige Konvergenz von ~ A,(z) in |z—}] S14, und 


damit wegen (11) in einer hinreichend kleinen Umgebung von z = 1. 

Ist z= 2, eine von z=1 verschiedene regulare Stelle der Funktion / (z) 
auf |z| = 1, so kann man diese durch eine passende Drehung nach z = 1 
bringen. Der Typus der Reihen (1) dndert sich hierbei nicht, und ins- 
besondere bleiben die Liicken erhalten. 

Um fiir M° und M® eine besondere Schranke zu finden, suchen wir 
zunachst eine Abschitzung der Koeffizienten {A,}, (u = 0, 1, 2, ...) durch- 
zufiihren. 

Ist A, => 2, so erhalten wir nach (10) 


1—G, a, , » 
A, a 1 f(5) dt, 


22% dy —1 


l="e p> » ¢—a, 
(5 — 4, ) (¢ ae “... + i) = ys 








wobei 1>r, >|a,|; » = 1, 2,..., A,, A, +1 ist. 
Wahlen wir 


(14) r=L', 4+h<L'<1 
und setzen wir M(L’) = Max |/(@)|, so ergibt sich mit Hilfe von (4) 


und (6) 
(1+ 9%) M(L’) 











\A,| < (1+ 0%) M(L’) _ @=o) =e) 
"(io (p(L', o\"** tw (L', @))"™ 
Man iiberzeugt sich leicht, daB die gleiche Abschatzung auch. fiir die Fille 
A, = 0,1 gilt. 
Es ist mithin 
S8'(L', 0) 7 alee (1 + 0%) M(L’) 
15 4.\ 5s —— - 
( ) | el => tp (L', o))"*” S' (L’, 0) (L'— 0) (l—oL’) 


Nun wird nach (12) 
Ms EF |A\{g(L,,—e))*, 


“=un+l 
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wenn 
(16) L=3+1; +=1,2,3 


ist. L’ soll nicht nur gem&8 (14) bestimmt werden, sondern auch noch so, daB 


(17) p(L,, —@) < pL’, @) 
ist. Dann wird wegen (15) 


(n) i p(L,, — 9)\*u rere jp (Ly, — 9)\ 
a a 5G, o>. Poteat <9 we) 2. \pLse) 


Aus, +1 1 


, ’ p (L,, — 
= S'(L',) (2 e)\ 


p(L',o) J 1 — 2» = @)’ 
p (L’, @) 
also 
yi) ’ jp (Ly, — o)\*n*! 
as) MY < 8,(L,1,,0) (*—0h 


y (L’, e) J 


Setzen wir M= Max |f(z)|, so wird nach (5), (16), (15) und da 
|z 


- $S4 


py (L',e) < p(L,, 0) 








ist, 
“ee y a ~ "(L', 0 
MS < M+ DA, | (o(Ly 0)" 5 M+ 3) SE oir, op 
u=0 a=0 (gp (L', o)}" 
a 
Py. (L;, 0)) “" S' (L’, 0) 
re lp (Ll, 0) (am + —, g (L', a) 
p (Ls, 0) 
also 
(n) _ ’ | P (43> @) (Ls, BY ia 
(19) M; < S,(L', L,,% 0) \@ (L’, e)} 


Durch Einsetzen von (18) und (19) in _ ergibt sich 
L,,— 0) 
log z log MP < A, 41 log # ~ log See 


p (Ls, 0) , Ss 
p(L',0) '~? 





7 
+4,, log 1, log 
worin S nicht von » abhangt. 
Beachtet man, daB nach Voraussetzung 
Aug ti — Auy >@O4,, oder Ay, +1 >(1 + O)A,, 


sein soll, so erhalten wir schlieBlich 
(20) log 5 log My” 
1 
| y (Ls, @) 
etl, —o | _ °6 It 8 Fare) ~(I vag! 
p (L’, 9) | log 81 p (L,,— @) | 
gy (L', @) 








s —A,, log 
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Wahlen wir 
g(L,,—@)=1-—ot, p(l’,e)=1-8, 
¢9(L,,0) =1+ und y (Ls, 0) = 1+ et, 


so wird wegen (11) 














2+ 0 2—e 
~ i." - +77,” 
Q P at 2 
(1+755¢¢) o(1+ 5°) 
und 
2—e 
i+ =-—t06 
ee 3s lel 
2(1+ 7550) 
Dann geht fiir ¢--0 der erste Ausdruck in der geschwungenen Klammer 


von (20) gegen (+4). 


Ist nun nach Voraussetzung 1+0>(;+2 fey’ , 8o kann man durch 
passende Wahl von ¢> 0 erreichen, daB die po. Se Klammer in (20) 
negativ wird und damit fiir n--o die rechte Seite von (20) nach — o 
konvergiert. 

Wir wollen noch zeigen, da8 





log 2 l a e) 
log => ree log 2 —— — e) 
iL P (LZ, e) 


nach keinem kleineren Werte als (;+2y konvergieren kann, wie man 
auch den Mittelpunkt z = k der drei Kreise auf (0,1) wahJen mag und in 
welcher Art man auch L, (i = 1, 2, 3) und L’, wobei 
(22) k+=L, i=1,2,3 und gp<L,<L'<1<L,<1,<+ 
sein soll, gegen 1 konvergieren laBt. 

Es ist wegen (22) 


¢ (L;, e) L;—e 
WS or.0) _ Si—ol, 








p (L’, @) L,+¢e 
und 
a a 
l, © ane 1-Z 
we. ‘7 





we ety me PS 




















Interpolationsreiher. 

















Nun ist 
‘ l LL, — l+o 4 1—L l+o 
lim lg ——— = und == lim 1__ =, 
h->1 1 fam fe Li >i Jogi t els Te 
, > L,+e 
Wenn wir schlieBlich 
lo ! 
* 1-4 
93 Ts =6 1 
(23) 1—L, ai (1+3=) 
? * ga8 
betrachten und hierin 
1—L L,—1 
Se 3 er 
T= und it = 2: 
setzen, so geht (23) in 
1 
“Sr, 2, 





x) "fog (I + 5) 
iiber. Aus (22) geht hervor, daB z,>0 und 0< 2, <1 ist. 
Da aber 


log ;—;> 
1 





- : zs 
z fiir 0< oS < l und log (1 4 z,) 


monoton wachsend ist und beide Ausdriicke fiir 2,+0 bzw. z,—0 nach 
Eins konvergieren, so ist unsere Behauptung bewiesen. 

b) Beweis des Satzes 2. 

Es wird die Folge der Partialsummen von (1) mit den Partialsummen 
der im Satze 1 auftretenden Reihe ~ A,(z) identisch. Hitte also die 


=0 


fir z, > 0 


durch die Reihe (1) dargestellte, im Einheitskreise |z|<1 reguliire Funk- 
tion f(z) auf |z| = 1 eine regulire Stelle, so wire nach Satz 1 die Reihe (1) 
auch noch fiir Stellen auBerhalb des Einheitskreises |z|>1 konvergent 
und dann kénnte nach Hilfssatz 1 der Einheitskreis |z|<1 nicht Kon- 
vergenzkreis sein. 

c) Beweis des Satzes 3. 

Der Hurwitzsche Beweis®) fiir den analogen Satz bei Potenzreihen laBt 
sich gleichlautend iibertragen, da nach Satz 2 eine Reihe von der Form (1), 
welche den Einheitskreis zum Konvergenzkreise hat, sich tiber |z| = 1 
hinaus nicht fortsetzen laBt, sobald nur die zwischen den aufeinander- 
folgenden Gliedern auftretenden Liicken hinreichend rasch anwachsen. 


9) Siehe FuBnote 3). 





(Eingegangen am 29. 6. 1938.) 
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Randwertaufgabe und Greensche Funktion 
der Potentialtheorie bei AuBengebieten und 
die Beziehungen zu den Innengebieten. 
Von 


Ernst Richard Neumann in Marburg. 





In dieser und der anschlieBenden Arbeit soll der Zusammenhang zwischen 
den Potentialproblemen fiir das Innen- und AuBengebiet ein und derselben 
geschlossenen Kurve oder Flache behandelt werden. Um das erfolgreich tun 
zu kénnen, und um einen bisher stérenden Ausnahmefall zu beseitigen, bedarf 
es beim AuBengebiet gewisser Abainderungen in den iiblichen Definitionen. 

Diese Dinge und die sich dann in sehr einfacher Form darstellenden Zu- 
sammenhange zwischen Innen- und AuBengebiet werden in diesem ersten 
Aufsatz auseinandergesetzt, und zwar einheitlich fiir den Fall des logarith- 
mischen Potentials in der Ebene und des Newtonschen Potentials im Raume. 
Die zweite Arbeit fiihrt dann nur noch den ebenen Fall weiter und behandelt 
den Zusammenhang zwischen den Riemannschen Abbildungsfunktionen solcher 
komplementirer Gebiete. 


§ 1. 
Allgemeines. 


Im AuBengebiet einer geschlossenen Kurve oder Flache a ist eine Funktion 
durch die Potentialeigenschaften und durch ihre Randwerte (Rdw.) allein 
noch nicht eindeutig bestimmt, es bedarf noch einer naheren Festsetzung iiber 
das Verhalten im Unendlichen. Beziiglich dieses sind bisher haupt- 
sichlich zwei Festsetzungen gemacht: 

i. Man hat Funktionen X, betrachtet, die sich im Unendlichen ,,wie ein 
Potential“ (d. h. ganz im Endlichen gelegener Massen) verhalten, also wie 
k-T, wenn T die Grundlésung der Potentialgleichung fiir einen Pol o (den 
beliebig im Endlichen gelegenen ,,Grundpunkt“) bedeutet: 


1. 
eo “_ der Ebene, p — Aufpunkt, ) 
ie Se \E = Entfernung vom Grundpunkteo. 
Em Raume. 
Pp 
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Es empfiehlt sich, wie ich in meinen ,,Beitrigen“*) gezeigt habe, diese 
Forderung, die Differenz X, — kT, solle bei wachsender Entfernung E vom 
Grundpunkt gegen 0 gehen (wenigstens im Raume), dahin zu verstarken. daB 
man fordert, da8 sogar noch das Produkt 


I E'—1(X — kT) gegen 0 konvergiert®). (h = |} i der Sg 


\2 im Raume. 


Dann werden namlich die in der dlteren Literatur immer noch besonders 
gemachten Annahmen iiber das Verhalten der Differentialquotienten von X 
im Unendlichen entbehrlich. 


Funktionen, die den Potentialbedingungen geniigen*) und im Unendlichen 
dieses Verhalten I zeigen, habe ich in den Beitrigen als ,,harmonische Funk- 
tionen“ des AuBengebietes bezeichnet. Ich werde aber jetzt diesen Namen 
in etwas allgemeinerer Bedeutung gebrauchen und diese speziellen Funktionen. 
eben wegen ihres Verhaltens, wie Potentiale als ,,Potentialfunktionen“ be- 
zeichnen. 


2. Neben diesen Potentialfunktionen hat man dann noch Funktionen ®, 
betrachtet, die im Unendlichen gegen einen konstanten Wert C konvergieren, 
und zwar wieder so rasch, da8 mit wachsender Entfernung vom Grundpunkt 
sogar noch das Produkt 


II E*-1(®@ — C) gegen 0 konvergiert. 


Diese Funktionen sind von C. Neumann als ,.Fundamentalfunktionen“ 
bezeichnet*), wenn er sie auch etwas anders definiert. (Die sachliche Uberein- 


1) Beitraige zu einzelnen Fragen der héheren Potentialtheorie (Preisschriften der 
First]. Jablonowskischen Gesellschaft, Leipzig bei Teubner 1912). — Als .,Studien™ 
zitiere ich entsprechend kurz meine Studien iiber die Methoden von C. Neumann und 
G. Robin zur Lésung der beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie (in derselben 
Sammlung 1905). 

2) In der Landauschen Bezeichnungsweise ware dieses Verhalten im Unendlichen 


1 
charakterisiert durch X, = kT, + °(g-7): 
a 


3) Wegen deren genauerer Prizisierung vgl. Beitr. S.8.— Ich yebe auch sonst 
im folgenden wesentlich nur den Aufbau im groBen an und vor allem das. worin ich 
von friiheren Darstellungen abweiche. Wegen der Einzelausfiihrungen sei auf diese 
verwiesen, wie z. B. wegen aller Existenz- und Konvergenzfragen. —- Schon deshalb 
seien tiber o die in meinen Studien (8S. 1—5) und Beitragen (S.1) gemachten Vor- 
aussetzungen beibehalten. 

*) Diesen Namen wendet C. Neumann bei AuBengebieten zum ersten Male in 
seiner ersten Abhandlung Uber die Methode des arithmetischen Mitlels an (Leipziger 
Abhandlungen Bd. XIII, 1887), dem Begriff nach treten diese Funktionen aber bei 
C. Neumann schon in seinen Untersuchungen iiber das logarithmische und Newtonsche 
Potential auf (Leipzig bei Teubner 1877); man vgl. daselbst z. B. 8. 282 und 293. — 


35* 
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stimmung beider Definitionen habe ich in den Beitrigen 8. 10—15 eingehend 
cdlargetan.) 

Es stellt sich nun aber, wie wohl Plemelj zuerst betont hat, als zweck- 
maBig heraus, auch noch Funktionen Q in den Bereich der Betrachtungen zu 
ziehen, die weder das reine Verhalten von Potential- noch von Fundamental- 
funktionen zeigen, sondern ein gemischtes Verhalten: die sich namlich, kurz 
gesagt, wie k-T + K verhalten, wo k und K Konstanten sind, oder genauer: 
fiir die bei passender Wahl von k und K auch noch das Produkt 


Ill E*-1(Q — (kT + K)) gegen 0 konvergiert. 


Funktionen mit den Potentialeigenschaften, die im Unendlichen dieses 
Verhalten III zeigen, wollen wir allgemeine ,,harmonische Funktionen“ 
nennen. 

Jeder solchen harmonischen Funktion 2 sind also zwei Konstanten k 
und K charakteristisch: von ihnen wollen wir die erstere den ,,Massenfaktor“ 
nennen, weil sie in dem Falle, daB 2 durch das Potential innerhalb oder auf o 
gelegener Materie dargestellt wird, deren Gesamtmasse angibt (wihrend 
dann K = Oist). Unmittelbar sieht man nun, daB die harmonische Funktion 
sowohl die Potential- wie auch die Fundamentalfunktionen als Spezialfille 
(K =0 bzw. k = 0) umfassen. 

Die Kenntnis dieser beiden Spezialfille, die ich in meinen Beitragen ein- 
gehend behandelt habe, gestattet nun aber auch sogleich die analogen Eigen- 
schaften unserer allgemeinen harmonischen Funktionen 2 zu 
hbeweisen: Ein Vergleich von III mit I lehrt, daB man 2 — K als eine 
Potentialfunktion mit dem Massenfaktor k ansehen kann. Danach ergibt 
sich aber sofort (nach Beitriige 8. 20) fiir die Ableitungen der harmonischen 
Funktionen das Resultat, daB mit wachsendem E 


(D) E* 28 gegen — kcos(t,&) konvergiert,  (t = beliebige Richtung) 


und da8 auch hier fiir den Zusammenhang zwischen Funktion und Wert des 
Massenfaktors (wie Beitrige 8.19) die Beziehung gilt: 


(1) k= dw. 





_1 (a2 
— sha | OW, 


(w) 


Dabei bedeutet (wie auch im folgenden) eine beliebige o umschlieBende 
Kurve oder Flache und N,, deren auBere Normale. 


Ich hebe dies hervor zur Richtigstellung einer irrigen Bemerkung bei Plemelj in seinen 
Potentialtheorelischen Studien (Preisschriften der First]. Jablonowskischen Gesellschaft, 
Leipzig bei Teubner 1911), daselbst S. 4. 
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Denken wir uns sodann zwei harmonische Funktionen 2, und 2, gegeben 
mit den charakteristischen Konstanten k,,K, bzw. k,, Ky, so liefert die 
Formel 12, 8.22 der Beitrige. angewandt auf die Potentialfunktionen 
Q, — K, und Q, — Ky, 4.i. 


{[c@ - — ky) 4 oe. o, — Re Sy] dw =0 
(o) 
in Verbindung mit (1) die folgende Verallgemeinerung jener Formel: 
r 02. AQ 
(2) \ (Qay - 2, 5y') do = Dh (ky Ky — ky K,). 
() 

Andererseits lehrt aber eine Vergleichung von III mit IJ. da®B man, 
wenigstens wenn wir den Grundpunkt in das Innere von o verlegen (um die 
Stetigkeit in W nicht zu stéren), auch die Differenz 2 — k-T als eine Funda- 
mentalfunktion mit der charakteristischen Konstanten C = K ansehen 
kann, und aus dieser Auffassung ergibt sich nach Beitrige 8S. 25: 


(3) K = [(Q, — kT.) odo ={ 2,0,d0—k-T, 


wenn o@ die Dichtigkeit der ,,natiirlichen Belegung‘‘ von o bedeutet. d.h. der 
Gleichgewichtsverteilung einer dem von o begrenzt gedachten Konduktor mit- 
geteilten Ladung 1 von Elektrizitit (bzw. in der Ebene: von einem fingierten 
Fluidum mit logarithmischem Potentialgesetz), und wenn I’ den zugehérigen 
inneren Potentialwert darstellt. 

Bevor wir nun die Folgerungen aus der wichtigen Gleichung (3) ziehen, 
wollen wir noch bei dem Potential dieser natiirlichen Belegung verweilen, fiir 
das wir im AuBenraum & immer den Buchstaben /7 gebrauchen werden, 
so daB also 9, J’ und J7 durch folgende Relationen erklirt sind: 


(M) foodo=1, fo.Tado=T, |o,T.ado = M,. 


Dieses Potential J7 stellt augenscheinlich eine Potentialfunktion des 
Gebietes U dar (mit k = 1), und wenn wir noch irgendeine Konstante additiv 
hinzufiigen, bleibt es immer wenigstens noch eine harmonische Funktion. 
Danach ist also 


(4) IT, — I’ eine harmonische Funktion von U mit den Rdw. 0, 


und zwar mit den Konstanten k = 1 und K = — TI, — sicher-ist sie also 
nicht identisch 0. Aus der Existenz einer solchen Funktion folgt aber, daB 
harmonische Funktionen 2 durch ihre Rdw. noch nicht bestimmt sind: man 
kann ja immer, ohne an den Rdw. etwas zu andern, diese Funktion J7, — I" 
(sogar noch mit beliebigen Konstanten multipliziert) hinzufiigen und damit 
die Funktion 2 im Innern von & abaindern, und mit ihr auch den Massen- 
faktor k und (wenn J’ + 0 ist) auch die Konstante K. 
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Da lehrt nun aber die Formel (3), daB bei gleichbleibenden Rdw. Q, und 
damit festem Werte des Integrals 


(5) [Quando = 


zwischen den beiden der harmonischen Funktion Q charakteristischen Konstanten k 
und K stets die Beziehung besteht: 
(6) k-eP'+K =C. 

Bei festgehaltenen Rdw. 2, kann man also immer nur eine der Kon- 
stanten k und K beliebig wiihlen — im allgemeinen ist es gleichgiiltig, welche; 
nur in dem Falle, daB gerade J’ = 0 ist, in C. Neumanns ,,singulaérem Falle“, 
ist K eindeutig bestimmt (namlich gleich C) — dagegen kann man k stets 
willkiirlich wihlen —, z. B. auch gleich Osetzen, und das bedeutet: Zu jeder 
harmonischen Funktion von & gibt es speziell auch eine ,,Fundamental- 
funktion“ mit den gleichen Rdw., und das ist wohl auch der tiefere Grund, 
weshalb C. Neumann die Rdw.-Aufgabe fiir das Gebiet & so formuliert: eine 
»Fundamentalfunktion“ bei gegebenen Rdw. zu bestimmen. 

Dagegen gibt es nicht zu jeder harmonischen Funktion von & auch immer 
eine ,,Potentialfunktion“ mit denselben Rdw., denn das wiirde K = 0 bei 
unveriindertem C fordern, und das ist eben nach (6) nicht zu erreichen, 
wenn J” = 0 ist (es sei denn, daB zufillig auch C = 0 ist). Also erst, wenn 
man den (nur in der Ebene méglichen) Fall J’ = 0 ausschlieBt, wie auch ich 
es noch in meinen ,,Beitriigen‘‘ tat — aber auch nur dann —, kann man die 
Rdw.-Aufgabe auch so formulieren: eine Potentialfunktion aus gegebenen 
Rdw. herzustellen. 

Ausnahmslos aber kann man, anstatt k = 0 zu setzen und damit auf eine 
..Fundamentalfunktion“ auszugehen, auch fiir k einen beliebigen anderen 
Wert vorschreiben, und so kommt man zu der folgenden, in solcher Allgemein- 
heit wohl zuerst von Plemelj formulierten Randwertaufgabe ftir das 
AuBengebiet MU: Eine harmonische Funktion zu bestimmen aus gegebenen 
Randwerten {, und vorgegebenem Werte k des Massenfaktors *). 

DaB die Lésung dieser Aufgabe eindeutig ist, sieht man sofort ein: 
Wenn zwei harmonische Funktionen 2, und Q, gleiche Rdw. besitzen (und 
ihnen daher nach (5) auch gleiche Konstanten C entsprechen) und in ihren 
Massenfaktoren iibereinstimmen, so sind nach (6) auch die ihnen zugehérigen 
Konstanten K einander gleich. Die Differenz 2, — Q, ist also nicht nur auf o, 
sondern auch im Unendlichen gleich 0 und damit nach bekannten Prinzipien 
eben identisch 0. 


5) Eine mit dieser Aufgabe im wesentlichen identische hat gelegentlich schon 
vinmal C. Neumann behandelt im Anhang zu seinen (in Anm. 4 erwahnten) Unter- 
suchungen von 1877 (vgl. S. 352). — Dort findet sich, wenn auch unter engeren Vor- 
aussetzungen bewiesen, auch schon unsere obige Formel (6). 
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Bei der wirklichen Lésung der obigen Rdw.-Aufgabe kann man 
nun schrittweise vorgehen, indem man zunichst die Fundamentalfunktion 
®, (d.h. harmonische Funktion mit dem Massenfaktor 0) aus den Rdw. f, 
(z. B. nach C. Neumann) bestimmt und alsdann nach den obigen Prinzipien 
ohne Anderung der Rdw. den Massenfaktor auf den gegebenen Wert k bringt, 
indem man k (/7, — I’) hinzufiigt. So erhalt man fiir die gesuchte harmonische 
Funktion die Darstellung 


(7) Q, = ©, + kT, — 1). 


Auch bei der neuen Rdw.-Aufgabe handelt es sich also letzten Endes darum, 
die Fundamentalfunktion ®, aus den gegebenen Rdw. /, herzustellen, und 
das soll jetzt — zunichst die Existenz der Lésung vorausgesetzt — mittels 
einer Greenschen Funktion geschehen. 


§ 2. 
Die Greensche Funktion fiir das AuBengebiet. 


Als Greensche Funktion 6 definieren wir, wie iiblich, eine Funktion, die 
in dem betreffenden Gebiet im iibrigen die Potentialeigenschaften besitzt, nur 
in einem Punkte a, ihrem Pole, unstetig wird wie die Grundlésung T7,,) der 
Potentialgleichung und auf dem Rande o verschwindet. Wir setzten daher 


(8) Gia)a —_ Tua = Gia) as 


wo dann G,,, eine stetige Lésung der Potentialgleichung ist, die in Rand- 
punkten s mit den Werten 7',,, iibereinstimmt. Wir nennen G,,,, die ,,stetige 
Greensche Funktion“ fiir den Pol «. — Zu ihrer eindeutigen Bestimmung bedarf 
es aber wieder noch einer Festsetzung iiber ihr Verhalten im Unendlichen, und 
hierin weiche ich von der iiblichen Forderung ab, da8 G;,.., das Verhalten einer 
Potentialfunktion zeigen sollte*), was nach (6) 8. 538 die AusschlieBung des 
Falles 7 = 0 verlangt — demgegeniiber will ich jetzt unter Einbeziehung 
dieses Falles folgendermaBen definieren : 

Die zu einem Pole « gehérige stetige Greensche Funktion G 
gebietes ist die zu den Randwerten T, 
Massenjfaktor 1. 

Von ihr machen wir nun folgende Anwendung: Wir denken uns eine 
beliebige Fundamentalfunktion ® von & gegeben und wenden dann eine 
bekannte Greensche Formel zuniichst auf das ring- oder schalenférmige Gebiet 
zwischen o und einer beliebigen o und den Punkt « umschlieBenden Kurve 


(a)q @e8 Aufen- 
gehorige harmonische Funktion mit dem 


as 


*) Man strebte eben auch die Lésung der Rdw.-Aufgabe in der Gestalt einer 
Potentialfunktion an. 
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oder Fliche » an — und zwar einmal auf @ und die stetige Greensche Funktion 





G,,, und sodann auf ® und die a Funktion 7,,,, so erhalten wir: 
—_ 4 G,.. ' r dG,4) a ®D ’ 
QO = | (o a aN, — &, la in) —|\(@ > aN. — Gan zy) 4, 
(o) (@) 
, oT, d® a a® 
had, = | (b. A" — Tarn sy) do — (0.52 TH — Two zx)do 
(m) (w) 


(N und N aduBere Normalen). 


Ich behaupte nun zunichst, daB die beiden hier auftretenden Integrale iiber 
einander gleich sind (nimlich gleich 2h (0 —1-K)). Das folgt aus (2): 
denn es ist 4, = 0 (als Massenfaktor der Fundamentalfunktion ® = 2,), 
und die Massenfaktoren k, und k} der harmonischen Funktionen G,,, = 2, 
und 7... = QF sind beide gleich 1. Aber bei einer Subtraktion der letzten 
Formeln fallen auBer dieser Integralen iiber w, wegen der Ubereinstimmung 
von G,,., mit T,,, auf o, auch teilweise noch die iiber o hin erstreckten Integrale 
fort, so daB sich at 


1 (0T te) —G,,,) 1 a (a) 
2hn | ®, aN, do=575\%oGn 2 


w) (») 


(9) %, = 


So folgt denn mit Hilfe unserer neuen Greenschen Funktion fiir eine 
Fundamentalfunktion eine Darstellung durch ihre Randwerte, die formal genau 
iibereinstimmt mit der sonst iiblichen fiir eine Potentialfunktion — und 
als Lésung der Plemeljschen Rdw-Aufgabe (mit vorgeschriebenem Massen- 
faktor k) ergibt sich, ihre Existenz vorausgesetzt, nach (7): 


0 G,.., 


(10) 2. = 55 | lo Rd + ka — 1. 








Diese Formel benutzen wir zuniichst, um noch einige Eigenschaften 
der neuen Greenschen Funktion herzuleiten: Wenn wir die zu einem 
anderen Pole a gehérige stetige Funktion aus ihren Randwerten 7, , 
ihrem Massenfaktor 1 nach (10) bestimmen, so erhalten wir zuniichst: 


und 








(1) Gane = 34 | Tore gee do + 1a 2) 


Wir wenden nunmehr, wie oben, unseren Greenschen Satz an auf das 
Gebiet zwischen o und m, diesmal aber mit Bezug auf die beiden harmonischen 
Funktionen G,,, und G@,,, mit den Massenfaktoren k,. = k,,, = 1 und den 
Konstanten K,,, und K;,,). Dann folgt aus @) unter Beriicksichtigung von (6): 

JG J@ aG 0 Gi, 
' (a) ’ (a) (a) 
ik | (ine a aN, — Gayo TR) do = a | (Gian aH — Gen a aN, *)\do 


(or @) 


= Kya) — Kya) —_ Cr) — Cray 
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Nun stimmt aber auf o z. B. die Funktion G,,, mit 7, tiberein, und nach (5) 
und (MN), 8. 537 ist 


Cr) =f Teo0edo =I, 
So folgt denn: 


1 0G,,) 0G, ‘a) 
sia | (Tee an oN, — Teo5 an) ae = ll, — /T,. 


(9) 


Andererseits ist 


siz | (Sooo apf aft — Ty) a _ 


(0) 


an) de =0 


(weil wir T,,, und T,,, beide als harmonische Funktionen des Innengebietes 3 
von o ansehen kénnen). Durch Subtraktion dieser beiden letzten Formeln 
ergibt sich nach (8): 
sha | Tre pedo t+ Me = hz | Tore gp de + Me 
(0) (0) 
und damit nach (11): 


(12) G,.,, =G oder auch G,,,, = G,,), [vgl. (8). 


Damnit ist auch fiir diese neue Greensche Funktion die Symmetrie in Pol und 
Aufpunkt bewiesen. 


(aa (a)a 


Danach kénnen wir anstatt (11) also auch schreiben: 





2ha 
( 


» £ dG, 
(13) Ge = sx See ON do+(/I,—T), 


at 
= 


und diese Gleichung besagt, daB die zum Pole « gehérige stetige Greensche 
Funktion (,,. bis auf eine (freilich noch von der Lage des Poles abhingige) 
Konstante das Potential einer Belegung von der Dichtigkeit 

1 0 G,.., 
(14) Nes = ha ON, 
ist. Wir wollen daher diese Belegung die ,,Greensche Belegung* nennen’). Thre 
Gesamtmasse (als der Massenfaktor von G,,..) ist 
(15) [ meodo = 18). 


(6) 


7) Es ist dies C. Neumanns ,,induzierte Belegung™ [vgl. Leipziger Berichte 62 
(1910), S. 94]. Demnach stellt unsere Forme! (9) ein ebenfalls schon von C. Neumann 
angegebenes Resultat dar [vgl. ebenda S. 342], doch setzt dessen Herleitung voraus, 
daB J’ =+ 0 sei — eine Voraussetzung, die wir nicht zu machen brauchten. 

8) Es folgt das z. B. auch aus (9) durch Spezialisierung auf den Fall ®, = 1. 
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Wahrend die Masse der in der sonst iiblichen Weise definierten Greenschen 
Belegung fiir einen &uBeren Pol noch von dessen Lage abhangt (mit der Ein- 
schrinkung, da8 sie im Raum stets positiv und kleiner als 1 ist *)), ist sie also 
bei der neuen Definition stets gleich 1, ebenso groB wie bei innerer Lage des 
Poles. Auch schon hierin zeigt sich eine starke Vereinheitlichung der Be- 
trachtungen fiir AuBen- und Innengebiet bei Zugrundelegung unserer neuen 
Definitionen. Auch der auBere Unterschied zwischen den Formeln, welche die 
harmonischen Funktionen fiir beide Gebiete durch ihre Rdw. darstellen, 


(10°) 2, = [Q.n%).d0+k(,—P) und YP, = [Pon odo 


verschwindet, wenn man beriicksichtigt, daB im Innengebiet eben J7 = TI ist. 


Noch einer wichtigen Eige” :iiaft der (unstetigen) Greenschen Funktion 
G,.)q Sei hier gedacht: AuBerhalb einer o und den Pol « umschlieBenden Kurve 
oder Flache m stellt nach (8) G,,, die Differenz zweier harmonischer Funktionen 
mit gleichem Massenfaktor (k = 1) dar, verhalt sich also selbst wie eine 
harmonische Funktion mit dem Massenfaktor 0, d. h. wie eine Fundaniental- 
funktion, und strebt daher im Unendlichen einem endlichen Werte zu, und 
zwar ergibt sich fiir diesen nach (13) der Wert 


(16) Gia) « = 6...) « =I-- IT, 


Wichtige Einschrinkung. Die Resultate dieses Paragraphen sind, da 
sie auf den Greenschen Satzen beruhen, an die fiir deren Anwendung geltenden 
Bedingungen gebunden. Wir wollen uns an die bekanntesten unter diesen Be- 
dingungen halten: Sie bestehen darin, daB die benutzten Funktionen in den 
betreffenden Gebieten auch noch bis an den Rand heran stetige erste partielle 
Ableitungen besitzen. Diese Bedingung ist nach bekannten Resultaten™) 
stets bei der Greenschen Funktion (nach neuer wie nach alter Definition) 
erfiillt, dagegen braucht sie bekanntlich weder bei allgemeinen Fundameutal- 
funktionen noch harmonischen Funktionen erfiillt zu sein, selbst wenn deren 
Rdw. stetig sind. Hiernach miissen wir sagen: Die obigen Resultate sind vor- 
léiufig nur verbiirgt, wenn die auftretenden harmonischen Funktionen bis an den 
Rand o heran stetige erste Differentialquotienten besitzen. 

Es gilt, die Formeln von dieser stark einschrinkenden Voraussetzung zu 
befreien, und das soll nun nach einem Prinzip geschehen; das sich auch in 
anderen Fallen als niitzlich erweisen diirfte. 


*) In der Ebene braucht das nicht der Fall zu sein. Vgl. C. Neumann, Unter- 
suchungen (1877), 8. 341. 

1) Vgl. z. B. A. Liapounoff, Sur certaines questions qui se rattachent au probléme 
de Dirichlet, Journal de Mathématiques pures et appliquées, Serie V, tome 4 (1898), 
No. 24, p. 307, aber auch in meinen Studien die ,, Bemerkung“ auf S. 119 in Verbindung 
mit S. 193. 
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§ 3. 
Erginzung der bisherigen Resultate. 


Wir crinnern an die ©. Newmannsche Methode zur Bestimmung der 
Fundamentalfunktion eines Gebietes aus ihren Rdw.: Es wird da ausgehend 
von den auf o stetig vorgeschriebenen Werten /, eine Folge von Funktionen 
f, ff’, £", ... gebildet — ich habe sie friiher die Neumannschen Rand- 
bzw. Flachenfunktionen genannt, will jetzt aber kiirzer von ihnen als den 
,»Neumannschen Derivierten“ der Funktion /, sprechen. Von ihnen geht jede 
folgende aus der vorhergehenden durch einen Integrationsproze8 hervor: 


om £0. 2 oe aT der scheinbaren GroBe 
(17) f: =i | fo (do),") (ao), = 97 ao = |e von p aus ) 


Diese Funktionen streben mit wachsendem » einer Konstanten C zu. Jeder 
dieser auf o definierten Funktionen wird nun ein gewisses Doppelbelegungs- 
potential zugeordnet: 


(18) we = | (™) ®)» (Neumannsche Potentiale). 
Diese haben die Eigenschaft, da8 ihre inneren bzw. iiuBeren Rdw. 


(19.N) we ais ad D4 ~ und we hee ine " poe 


sind. Aus diesen Potentialen W’”’ bauen sich dann die Fundamentalfunktionen 
fiir Innen- und AuBengebiet folgendermaBen auf: 


Y, = 0+ (W, — Wi) + (Wi —W;') +.. 


(20%) 9, = 0 —(W, + Wi) = (Wi+ Wz) —.. 


’ (Neumannsche Reihen). 

Das Prinzip dieser Lésungsmethode fiir die Rdw.-Aufgabe kann man sich 
etwa so klarmachen: Es ist (um zunichst beim Innengebiet zu bleiben) 
W, — W, nach (19 N) anzusehen als eine bekannte Fundamentalfunktion 
mit den Rdw. /,—/,. Nach ihrer Abspaltung von ¥; bleibt also cine 
Fundamentalfunktion mit den Rdw. f, iibrig; spalten wir von ihr wieder 
W. — W;” ab, so verbleibt eine solche Funktion mit den Rdw. /', usw. 
Da aber diese Werte f,, af fi’, ... gegen den konstanten Wert C kon- 
vergieren, so bleibt nach immer weiteren solchen Abspaltungen nur die 
Fundamentalfunktion mit den Rdw. C iibrig, und das ist C selber — und diese 
Tatsache bringt die Formel (20,) zum Ausdruck, und ganz Entsprechendes 
gilt auch von (20,) fiir das AuBengebiet. 


11) Vgl. z. B. C. Neumanns Untersuchungen von 1877, 8. 179, oder meine Bettrdge 
S. 32, aber auch Math. Annalen 102, 8S. 451. 








544 E. R. Neumann. 


Doch bleiben wir jetzt einmal bei dem ersten Schritte des soeben an- 
gegebenen Reduktionsverfahrens stehen: dann folgt also 


(21) YY, =(W.—W)+¥ baw. =O = —(W.+ Wi) 4+ 9%, 


wo Y; und ® jetzt Fundamentalfunktionen sind, welche die zweiten Neumann- 
schen Derivierten /,’ der vorgegebenen Rdw.-Funktion /, (statt /, selber) 
zu Rdw. besitzen. Nun ist es aber cin bekanntes Resultat, dab, wenn auch 
eine Fundamentalfunktion, selbst bei Stetigkeit der Rdw., nicht bis an den 
Rand heran stetige erste Differentialquotienten zu besitzen braucht, solche 
stets existieren, wenn die Rdw. die zweiten Neumannschen Derivierten einer 
stetigen Funktion darstellen™). Damit ist also bewiesen, daB wir wenigstens 
fiir ¥'’ und ®’ die Darstellungen des vorigen Paragraphen anwenden kénnen; 
so folgt dann véllig einwandfrei: 


(22) Y, = (W,—W,)+ j i m%.de und ©, = —(W,+W,)+ { fe Nayodo. 


Um nun weiterzugehen, miissen wir noch den Begriff der ,,Robinschen 
Derivierten“ einer auf o vorgeschriebenen Funktion g, einfiihren: Diese 
yee 


Robinschen Derivierten g’, 9’, g’’’, . .. erhalten wir wieder durch fortgesetzte 
Ausfiihrung einer gewissen Integraloperation, es ist namlich 


1 . aT 
(17 R) _ = is | 9s "Tdol,, wo {do], =a do"). 
Diesen Funktionen ordnen wir jetzt Potentiale einfacher Belegungen von o 
zu durch die Formeln 


(18 R) vy — ix | 9°” T,,do  (Robinsche Potentiale). 


12) Es ergibt sich das z. B. aus Satz IV # auf S. 61 meiner Studien. Beschrankt 
man sich auf die Betrachtung der normalen Ableitungen, wie man das tatsachlich 
darf, so geniigen bereits die Resultate von Korn und Liapounoff (vgl. die Zitate in den 
Anm. zu S. 34 und 37 der Studien). 

13) Wenn wir den von der Lage des Punktes s und des Elementes do auf o ab- 


C7] 
hangigen (unsymmetrischen) Ausdruck ae —— als ,,Kern K (s, 0)‘ im Sinne der 


ha ov, 
Integralgleichungstheorie ansehen, so kann man sagen, die Neumannschen sowohl 
wie die Robinschen Derivierten entstinden durch wiederholte Kernintegrationen, 
aber unter Verwendung transponierter Kerne (,,Neumannscher Kern“ und .,Robin- 
scher Kern**): 


["@) = j K(s,0){"~"(e)do und g™ (s) = j g'"~ (0) K (a, s)do. 


Bei dieser Auffassung ist die Richtigkeit der Beziehung (23) fast unmittelbar ein- 
leuchtend. 
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Fiir die normalen Ableitungen dieser Potentiale in inneren bzw. auBeren 
Punkten gelten dann immer die Darstellungen 
av™ " ” ay™ - z 
(19 8) ( oon =H ne lee und ( a), = 9 "+9 
(v = innerer Normale.) 








Aus den Potentialen V“ kann man dann nach Robin die Lésung der 
zweiten Rdw.-Aufgabe fiir die Gebiete 3 und & aufbauen. Doch soll darauf 
hier nicht eingegangen werden — uns interessiert hier eine allgemeine Beziehung 
zwischen den Neumannschen und Robinschen Derivierten zweier Funktionen, 
naimlich die Beziehung 


(23) [ 1-9? do = j {2—-g@*” do = o*** [vgl. Beitr. 8. 48], 


welche lehrt, daB diese Produktintegrale von je einer Neumannschen und einer 
Robinschen Derivierten nur von der Summe der Indizes derselben abhdngen, 
eine Erhéhung des einen durch eine Erniedrigung des anderen kompensiert 
werden kann — dabei kénnen die (nur stetig angenommenen) Ausgangs- 
funktionen f und g, um deren Derivierte es sich handelt, ganz beliebig und 
vollig unabhangig voneinander gewahlit werden. 

Jetzt setzen wir noch, indem wir unter o einen beliebigen Punkt, der nur 
nicht gerade auf o liegen soll, verstehen, 
(24) O7 = Yo, also (do), = Yodo [vgl. (17 N)}. 


0 ¥, 


Alsdann kénnen wir z. B. die erste der Formeln (22) so schreiben: 


1 1 < = 
Y; = i | foroedo —_ rea be Ywoods a | | Hinode, 


und hier wenden wir nun auf die beiden letzten Integrale die Formel (23) an. 
Dann erhalten wir 


1 1 ‘ : 
Y, = in | foVmodo - | leVaudo + | # Node, 


falls die Akzente bei den Funktionen y und 7 Robinsche Derivationen an- 
deuten. So ergeben sich denn die Darstellungen: 


” 1 ’ 
¥,= [[nioe + i (Yoo Yoo) |fodo, 
(25) . 
, = | [ nia he ha Ya) 6 + Yia)o) | fade. 
Diese von i bzw. a abhingigen Faktoren unter den Integralen besitzen 


nun, wie sich zeigen wird, eine sehr einfache Bedeutung: Wir kniipfen an die 
Formeln (13) und (14) und die entsprechenden fiir das Innengebiet an. Danach 
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besitzt das Potential der einem inneren Punkte j entsprechenden Greenschen 
Belegung (d. i. die stetige Greensche Funktion) auf o die Werte T,,,, und ist 
daher nach bekannten Prinzipien im ganzen AuBengebiet identisch mit T,,,, 
wihrend, wie man analog aus (13) folgert, bei auBerer Lage des Poles « das 
Potential der Greenschen Belegung im ganzen Innengebiet bis auf eine (hier 


belanglose) additive Konstante gleich T,,, ist, also 
{ nro T..40 = Ti. und fe) T,,d¢0 = Ti); + const. 


Nunmehr bilden wir von diesen Potentialen die normalen Ableitungen in 
auBeren bzw. inneren Punkten unter Benutzung der Formeln (19 R) (indem 
wir # = 0 und das dortige g gleich h 2-7,,. setzen); so ergibt sich 

ar aT. 
(S2) = Me = hanya t+ Ma); (—2 


v 


), =VYes= hn (Nas -~ Na)s): 


ae 


und die Ausfiihrung noch einer weiteren Robinschen Derivation liefert ; 


Mpe =hn (nine + "j2) und Yiaye = AX(Nere— Nas), 
und Subtraktion bzw. Addition der beiden letzten Gleichungen fiihrt zu dem 
Resultat : 
Yaa — Vine = hn(njs a M2) und Yeoe + Mare = Ax(Nare — Nee) 
oder 


Om 1 P o 1 al 
(26) pet im (Yipes — Vins) = Mye UNA Nears — ix (Yeon + ¥%ae) = Nee 


Damit nehmen die Formeln (25) die einfache Gestalt an: 


Y= [ fennudo und o,= [t. Nar od O, 


und diese Formeln sind hier unter der einzigen Voraussetzung der Stetigkeit 
der Rdw. /, bewiesen. So sind denn die friiheren Formeln (9), (10) und (10) 
von den am SchluB8 des vorigen Paragraphen erwihnten einschrinkenden An- 
nahmen befreit. 


§ 4. 
Beziehungen zwischen den Greenschen Funktionen von AuBen- und Innen- 
gebieten. Die Grundresthelegung einer Kurve oder Fliche. 


In friiheren Arbeiten™) habe ich in naherer Ausfiihrung eines Grund- 
gedankens von C. Neumann gezeigt, daB man die Ermittelung der Greenschen 

1*) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, T. XXIV (1907), p. 333370 
und ausfiihrlicher im dritten Abschnitt der ,,Beitrage’‘, S. 67—89. 
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Belegungen (und damit auch der Greenschen Funktionen) fiir innere und auBere 
Lagen des Poles zuriickfiihren kann auf die Bestimmung einer einzigen Funktion 
auf der trennenden Kurve oder Flache o. Diese Funktion hingt wieder von 
einem Pole ab, der jetzt aber ebenfalls auf o liegt. Die Kenntnis dieser einen 
Funktion (neben der Dichtigkeit 0, der natiirlichen Belegung) vermittelt uns dann 
also mit einem Schlage nach den Formeln (10), 8. 542 die Lésung der Rdw.- 
Aufgabe gleichzeitig fiir das Innen- und das Aufengebiet. 


Da ich jetzt aber die Greensche Funktion und Greensche Belegung, 
wenigstens wenn es sich um das AuBengebiet handelt, anders definiert habe 
wie in jenen friiheren Arbeiten, so muB ich hier nochmals auf jenes Reduktions- 
verfahren eingehen, werde es allerdings nur in groBen Umrissen entwickeln, 
naimlich nur soweit wie erforderlich, um die Unterschiede gegeniiber der Dar- 
stellung in meinen Beitrigen hervortreten zu lassen, auf die im iibrigen ver- 
wiesen sei), Die neuen Definitionen diirften vor den alteren unstreitig Jen 
Vorzug verdienen, denn friiher war ich z. B. immer genétigt, C. Neumanns 
, Singularen Fall“ auszuschlieBen (vgl. schon oben 8. 538), den Fall, daB der 
der natiirlichen Belegung von o entsprechende konstante innere Potential- 
wert I” gerade gleich 0 ist (was allerdings nur beim logarithmischen Potential 
méglich ist) — jetzt bei der neuen Art des Vorgehens nimmt dagegen dieser 
Fall I’ = 0 in keiner Weise eine Ausnahmestellung ein. 

Es seien nun Y, und ®, die Fundamentalfunktionen, durch welche die 
Rdw.-Aufgabe fiir die Gebiete 3 und & fiir die Rdw. /, gelést werden. Wir 


kniipfen an die Darstellungen dieser Lésungen durch die Neumannschen 
Reihen an: 


P= C+ (W, — Wi) + (Wi — We) +... 

((20 N)) "3 © [vgl. 8.543], 
®,=C—(W.+ W.) —(Wa+ WwW.) - cer 

wo C in der Bedeutung steht: 

((5)) C= fo 0,d0  [vgl. 8.538, o = Dichtigkeit der natiirl. Belegung). 


Die Glieder dieser Reihen (20), Aggregate von Doppelbelegungspotentialen, 
kann man nun auch als Potentiale einfacher Belegungen darstellen: es ist 
namlich 


(n) 1 aw™ 
We — were — 1 or 7, do und Wy +We+? =; ( T,,,d¢. 


- - oa 
Ov, a) dv, 





15) Wenn ich die Namen und Buchstabenbezeichnungen auch von friher bei- 
behalten werde, so sei doch zur Vermeidung von Irrtiimern sogleich darauf aufmerksain 
gemacht, daB sie eben jetzt oft in etwas anderer Bedeutung stehen. 
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Allerdings la&t sich die Richtigkeit dieser Formeln mit Sicherheit nur fiir 
n =2,3,... verbiirgen, falls wir die Rdw. f, lediglich stetig voraussetzen 
(vgl. Stud., 8. 63—67). Unter dieser Voraussetzung ergibt sich also: 


Y,=C+(W;— Wi) + fH, T,,d0 





(27) : 
®, =C-— (W,+Wa)+ fH, T,,46 
mit 
(27) oe nl % sh 4 or ds; .) 16), 


Wenn also die Rdw. /, nur stetig auf o sind, kann man die ihnen entsprechen- 
den Fundementalfunktionen fiir Innen- und AuBengebiet, wenigstens nach 
Abtrennung gewisser einfach angebbarer Glieder, als Potential derselben 
einfachen Belegung von o darstellen, die wir als die den Rdw. /, zugehérige 
.,Restbelegung“ bezeichnen”’). 


Die Dichtigkeit H, dieser Restbelegung lat sich nun durch Umkehrung 
der Integrationsfolgen in den einzelnen Gliedern auf die Form bringen: 





(28) H, = { be Eq) od [vgl. Beitr., 8. 75—80], 
wo jetzt 

1\2[97Hs , 2% , Mos , 
(29) Gon = — (¢4)"| ae + oe + Fors. 


ist. Abweichend von friiher nenne ich jetzt diesen Ausdruck die ,,Dichtigkeit 
der zum Pole s gehirigen Grundrestbelegung von o*. 


Von dieser Form (27) der Lésungen der Rdw -Aufgaben machen wir nun 
die Anwendung auf den speziellen Fall, daB die vorgeschriebenen Rdw. gerade 
die Werte der Grundlésungen T,,, bzw. T,,, fiir einen mneren oder éuBeren 
Pol sind: Die ihnen entsprechenden Werte der Konstanten C sind 


[Tiogedo=L baw. f Teo Qodo = Mey [vgl. (5)und(N), 8. 537 u.538), 


und an die Stelle der allgemeinen Neumannschen Doppelbelegungspotentiale 
W treten die speziellen ,,Polarpotentiale W,,, baw. W,.), der Neumann- 
schen Methode“ (vgl. Stud., 8.84, aber auch Math. Ann. 102, S. 454), die 
man (nach Stud., S. 121) auch bereits fiir » = 0 und » = | als Potentiale 








16) Betreffs der Konvergenz sei auf das oben in Anm. 3 Gesayte verwiesen. Sie 
ergibt sich in diesem Falle tibrigens leicht aus den Betrachtungen von § 5. 

17) Der formale Unterschied gegeniiber unserem friiheren Vorgehen (vgl. Beitr., 
8. 70) besteht darin, daB wir jetzt auBer den Gliedern W,; — W; baw. —(Wa + Wa) 
auch noch die Konstante C abspalten. 
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einfacher Belegungen, namlich als die ,,Polarpotentiale V"" der Robinschen 
Methode“ darstellen kann: 


1 * n 
Wie = Vine = i) Vijo T,, do, Wis = ae et ~ f Wer T,,d0. 


So kénnen wir denn ohne weiteres nach (27) die Fundamentalfunktionen 
mit den Rdw. T,,, und 7',),, abgesehen allein von der Konstanten C (jetzt I” 
bzw. JT.) darstellen als Potentiale einfacher Belegungen. Diese Fundamental- 
funktionen sind aber: beim Innengebiet 3 direkt die ,,stetige Greensche 
Funktion G“, und beim AuBengebiet & nach (9) und (11) wenigstens deren 
Hauptbestandteil. So erhalten wir denn fiir diese Greenschen Funktionen die 
Darstellungen: 


f 1 : 
Gy, = C+ \ [es (Yo — Yo) + Hy | T,,do, 


1 , : . 
Ga) = 11,+ i "is (Yara + Mayo) + Ho T,,d0 + (11, —T) 
mit 
Hine =[ZinoCmode und Hee = [Tyo Eando (vg). (28). 
Andererseits gelten die Formein: 
CH, = Ine T,,d0 und Ge.= J n0)0 T,,d0 + (17, —TI) 
[ersteres eine ganz bekannte Beziehung, vgl. z. B. Beitr., S. 86 — letzteres 


eine Zusammenfassung von (13) und (14)]. Durch Vergleichung erhilt man so 


1 
| re T,,d0 =I + [es (Yijna — Yipo) + Hy) 0 | T,, do, i beliebig in 3 


~? 


(ra) Fee do = II, +{ [- is (Y(a)0 + Via) s) + Ho] Tou do, a beliebig in U. 


Es stimmen hiernach also jedesmal die Potentiale zweier (massegleicher) ein- 
facher Belegungen von o im ganzen Innen- bzw. AuBengebiete iiberein, und 
daraus folgt nach bekannten Prinzipien, da8 auch die Belegungen selbst iiber- 
einstimmen miissen, so daB sich also das Resultat ergibt: 


1 96 : 
"9s = Tin = Qe + p(y — Ye) + [€...T.,do, 
(30) ; 
1 9G,,, 


1 , 
"os = Tha dv, — % — Fy (Me)s + Mes) + [ Gn. T,,d9. 


Dies sind im Falle unserer neuen Definitionen die den Formeln (13), 8. 89 
meiner ,,Beitriige’‘ entsprechenden Formeln. Sie besagen wie jene, daB man 
die Dichtigkeit der Greenschen Belegungen in einem Punkte s von o in ihrer 


Mathematische Annalen. 116. 36 
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Abhéngigkeit von der Lage des Poles, nach Absonderung gewisser leicht angeb- 
barer Glieder, darstellen kann als das Potential einer (noch von s abhingigen) 
einfachen Belegung von o, und zwar ist diese Belegung dieselbe, ob der Pol 
innerhalb oder auferhalb o liegt. Diese Belegung ist die zu s (als Pol) 
gehérige ,,Grundrestbelegung, deren Dichtigkeit die Formel (29) angibt. 
Was nun die Eigenschaften dieser neuen Grundrestbelegung 
anlangt, so hat sie [nach (2), 8. 82 der Beitriige] stets die Gesamtmasse 0, 


(31) [Enodo=0, 
und die Eigenschaft der Symmetrie teilt sie mit der alten: 
(32) Eu) s = Eis) « [vgl. Beitr., 8. 84]. 


Durch das obige Resultat ist augenscheinlich ein enger Zusammenhang 
zwischen den Rdw.-Aufgaben fiir das Innen- und AuBengebiet 
einer Kurve oder Flache festgestellt: Ist die Greensche Belegung fiir eines der 
Gebiete 3 oder U bekannt (also das 7,,,,), so kann man etwa die betreffende 
Gleichung (30) als eine Integralgleichung (,,erster Art“ in Hilbertscher Be- 
zeichnung) fiir die Dichtigkeit €,,,, der Grundrestbelegung ansehen. Denkt 
man sich diese aus ihr bestimmt, so liefert die andere Gleichung (30) die 
Greensche Belegung auch fiir das komplementire Gebiet, und damit auch die 
Lésung der Rdw.-Aufgabe fiir dieses. 

Ubrigens lassen sich die Formeln (30) mittels unserer friiheren Resultate (26) 
noch auf eine andere Form bringen, die sich gerade fiir die Anwendungen als 
sehr niitzlich erweist, nimlich auf die Form: 


(30*) pa =o,+ f Ea 0 T,;d0, Nia) s =o,+ f Eu T,ado. 


Anstatt also von 7, und 7), gewisse Glieder abzuspalten, kann man auch 
zu den zweiten Robinschen Derivierten dieser Funktionen iibergehen und dann 
diese, nach Abspaltung allein noch der Dichtigkeit o, der natiirlichen Belegung 
als Potentiale der Grundrestbelegung darstellen. 


Belliufiges. Die Formeln (30*) kann man ansehen als Spezialfille einer 
allgemeineren Formel, die auch an sich ein gewisses Interesse beanspruchen 
dirfte und daher hier kurz begriindet werden mége: 

Wir verstehen unter den Randwerten /, die Werte des ersten Robinschen 


Potentials V auf o, also (in unseren Bezeichnungen von S. 544) des Potentials 
einer einfachen Belegung von der Dichtigkeit iE 9, — Die Neumannschen 
Derivierten dieser Werte /, = V, sind dann gerade die Werte der weiteren 
Robinschen Potentiale auf o, also V;, Vi’, ... (vgl. Studien, S. 66), und ihre 
konstante, das C in den Formeln (27), ist z. B. nach Beitr. S. 33 





Kon Vor 


. 1 
C=m-I mit m= is | 902e. 


art 
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Ferner sind die Neumannschen Potentiale we = iz \ Vv" id a), im 


Innengebiet durch V™*+” + V™ und im AuBengebiet durch V™ + — y™ 

dargestellt (vgl. Studien, 8. 66). Demnach liefern die Formeln (27) fiir die 

Fundamentalfunktionen mit den Randwerten /, = V,: 
m-0'+(V;—Vi')+JH,7,,do in 3 bzw. 
m-D+(V.—V")+fH 7, do in &. 

In 3 ist dies zugleich die Potentialfunktion mit den Randwerten V,, in U 

miissen wir, um diese zu erhalten, nach (7) noch m (7, — !) hinzufiigen. So 

folgt denn fiir die Potentialfunktionen von J und &% mit den Randwerten V,, 

d.h. fir V selbst 

V, = mil, +(V,— Vn) + fH, T,,40 in JundU(!) (da /7;=T). 

Beiderseits stehen hier Potentiale einfacher Belegungen; aus ihrer Gleichheit 

folgt die Ubereinstimmung auch der Belegungen selbst, also 

1 1 ” 

kn’ a m-o, + s—(9,—9,) + H,, we H, _ j VE (5) 4° [vgl. (28)}, 

oder schlieBlich die abzuleitende Forme): 


1 
(3) ix% = ™:9,+ fV,€,),4¢4. 


Sie lehrt folgendes: Die Kenntnis der Dichtigkeit €.,) 5 der Grundrestbelegung 
gestattet aus den Randwerten des Potentials einer einfachen Belegung zwar nicht 


er 1 . ; 3 ae Ca 
deren Dichtigkett selbst ( Pe 9)» wohl aber die zweite Robinsche Derivierte ( in % ) 
dieser Dichtigkeit zu bestimmen — im Falle m +0 immer noch vorausgesetzt, 


daB die Dichtigkeit 9, der natiirlichen Belegung bekannt ist. 

Nun stellt allgemein 7 die Randwerte des Potentials einer Belegung 
»)» dar (der stetigen Greenschen Funktion) — 
beim AuBengebiet allerdings nach (13) nur bis auf eine Konstante, die aber 
wegen (31) belanglos ist. Daher géhen tatsachlich die Formeln (30*) aus dieser 


—_ = oye setzt [wobei m = 1 


(0) 8 
von o von der Dichtigkeit 1, 


Formel (%) dadurch hervor, daB man in ihr 
wird, vgl. (15) S. 541). 


§ 5. 
Integralgieichungen zweiter Art fiir die Dichtigkeit der Grundrestbelegung. 


Schon die Gleichungen (30) bezeichneten wir oben einmal als Integral- 
gleichungen (erster Art) fiir die Dichtigkeit €,,., der Grundrestbelegung — 
doch setzten wir dabei voraus, daB man (neben der Dichtigkeit 0, der 
natiirlichen Belegung) bereits fiir eines der Gebiete 3 und & die Dichtig- 
keit der Greenschen Belegung (7, ,-oder 7.) ,) kenne. 

Wir wollen jetzt eine von derartigen Annahmen freie Integralgleichung 
(und zwar zweiter Art) fiir €,,,, aufstellen, bei der ginzlich von der Benutzung 


36* 
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innerer oder fuBerer Punkte abgesehen wird, die vielmehr nur mit Punkten in 
der Kurve oder Flache o selbst zu tun hat. 
Wir kniipfen an die Darstellung (29) fiir die Funktion €,,) , an und schreiben 
dafiir 
, 1 \2 , gs Iv v1 
(29) Ese = — (z—) Cie + Ase + Diya t ---)s 
indem wir noch 


(29"’) n) ~ ay), Oya) » (n > 2) 


setzen. Diese normalen Ableitungen der ,,polaren Randfunktionen y{*}, der 
Robinschen Methode“, d.h. der Robinschen Derivierten der Funktionen 


((24)) Ye = Zz, 


bilden selbst eine Folge Robinscher Derivierter (vgl. Beitrige, 8.81), und 
daraus sieht-man sofort, daB sich €,,), bei zweimaliger Robinscher Derivation 
im wesentlichen selbst reproduziert. Es ist genauer €,,, = €,.,, + ( iz y &.. 
oder 


(38) Ess — Cone = — (5) ores 


und dafiir kann man sagen: Es ist €,,, , eine noch von einem Parameterpunkt s 
abhangige Lésung der J nteyralgleichung zweiter Art 


(33*) 9,-A4g, =f, mit A=1 und f, = —(*) %), 


deren Kern der einmal iterierte Robinsche Kern ist (vgl. oben die Anm. 13 
8. 544). 

Da nun der Robinsche Kern und daher auch seine Iterierten die 1 zum 
Kigenwert besitzen [vgl. z.B. Beitriige, 8.34 (10)], so ist die Dichtigkeit €,,. , 
der Grundresthelegung die Lésung einer inhomogenen Integralglevchung zweiter 
Art fiir einen Eigenwert. Die Existenz der Lésung wird verbiirgt durch die 
hier erfiillte Nebenbedingung 


(33’) [te do = — (x) | ae odo=0, [vgl.Beitr., 8.82(2)}, 


denn diese driickt die fiir die Lésbarkeit notwendige und hinreichende Ortho- 
gonalitét der ,,freien Funktion /,‘ zu den zum gleichen Eigenwert gehérigen 


18) DaB diese beiden Ausdriicke einander gleich sind, oder: da8B es gleichgiiltig 
ist, ob wir diese lediglich von den zwei Punkten s und $ auf o abhangige GréBe 4,,,, 
auf dem Umwege iiber innere oder auBere Punkte gewinnen, geht aus den Betrachtungen 


auf S. 75 meiner ,,Beitrage“ hervor und ist dort auch schon kurz angemerkt. 
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Eigenfunktionen des transponierten (hier also des Neumannschen) Kernes aus — 
denn die einzige solche Eigenfunktion ist eben eine Konstante (vgl. z. B. 
Stud., S. 50). 

Bei Erfiilltsein dieser Orthogonalitétsbedingung besitzt nun aber eine 
inhomogene Integralgleichung fiir einen Eigenwert sogleich unendlich viele 
Lésungen. Daher bedarf es zur Festlegung der speziellen Lésung €,,,, noch 
der Angabe einer weiteren Bedingung, und diese lautet gemaB (31): 


(31*) f edo = 0. 


Da namlich g,, die Dichtigkeit der natiirlichen Belegung, die einzige Eigen- 
funktion des Robinschen Kernes fiir 4 = 1 ist, so unterscheiden sich alle 
iibrigen Lésungen der Gleichung (33*) von €,., um Glieder von der Form 
c-o, mit ¢ + 0%), liefern also tatsichlich fiir das letzte Integral einen 
anderen (von 0 verschiedenen) Wert. 
Die Reihe (29’) stellt die in der Integralgleichungstheorie als Neumann 
sche Reihe bezeichnete Lésung $8 (A) der Gleichung (33*) fiir A = 1 dar. 
Da A = 1 der einzige Kigenwert auf dem Einheitskreise ist, konvergiert sie 
bekanntlich bei Erfiillung der Orthogonalititsbedingung sogar in einem 
gréBeren Kreise, also sicher fiir 4 = 1 selbst, womit auch sogleich die Kon- 
vergenzfrage erledigt ist. 

Nun la8t sich die Lésung dieser Integralgleichung (33*) mit dem iterierten 
Robinschen Kern leicht auch zuriickfiihren auf die Lésung zweier 
Gleichungen mit dem etnfachen Robinschen Kern: Wir setzen 


; (84) — (LY Sine = Cnet nn di = linet pe | Cin aldoh,, 


. 


definieren also neben 6” noch eine weitere Funktion ¢ als Lésung der inhomo- 
genen Integralgleichung 





34%) g,—A4.| goldo}, =f, mit A=—1 und jf, = —(A) 6; 

. 1 Vs An Po ss = s 8 hn (8) @- 
Da A = —1 kein Eigenwert des Robinschen Kernes ist, so ist die 

| Funktion ¢ durch diese Gleichung eindeutig bestimmt. Wir nennen sie die 

: ,,Zwischenfunktion. Wegen j U..do = j Cis), do (vgl. Stud., S. 58) folgt 

’ nach (34,) fiir diese Funktion ¢: 

n (1 \3 ” aq 

2[tinedo = —(j5) [anode = 0 [vel (83)} 
ee . 
bd 19) Hieraus folgt, daB auch die Dichtigkeit der alten noch in meinen ,,Beitragen“ 


benutzten Grundrestbelegung eine Lésung der Integralgleichung (33*) ist, doch mit 
einer von (31*) verschiedenen Nebenbedingung. 
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Dies verbiirgt dann die Existenz von Lésungen der neuen inhomogenen 
Integralgleichung gy, — Ag’, = ¢,,,, oder 


(347) Ps — ae | 9, (do], = Cs). fiir den Eigenwert 1 


und alle diese Lésungen sind, wie sich durch Addition dieser Gleichung (34) 
und der durch nochmalige Robinsche Derivation aus ihr entstehenden ergibt, 
zugleich Lisungen der Gleichung (33*). Nun ist aber nach unseren obigen 
Darlegungen unter den Lésungen von (34$) sicher gerade eine, welche der 
Nebenbedingung (31*) geniigt, und diese mu8 dann also die Lésung €,,), 
von (33*) sein. So ergibt sich dann das folgende Resultat: 

Um zur Dichtigkeit €,,., der Grundresthelegung zu gelangen, kann man 
folgendermafen verfahren: Man ermittele zundchst die ,,Zwischenfunktion ©.) ,‘ 
als die eindeutig bestimmte Lésung der inhomogenen Integralgleichung 

M+ is | % [do], = —(~) dis (Go. = “Yiae ile), 


OV. OM, 





Alsdann erhilt man €,,,, als diejenige unter den unendlich vielen Lisungen der 
Integralgleichung 


Ps — | Po (do), = Cis. 


welche der Nebenbedingung So. dao = 0 geniigt. 

Im Gegensatz zu den auf 8. 550 erwaihnten Integralgleichungen (erster 
Art) fiir €,,) , sind die hier zu lésenden Gleichungen beide von der zweiten Art, 
und ihr Kern ist der einfache Robinsche Kern. Es handelt sich also um 
spezielle Falle derjenigen Integralgleichung, auf die Poincaré allgemein die 
Lésung der sogenannten zweiten Rdw.-Aufgabe der Potentialtheorie zuriick- 
fiihrte. Was diese Integralgleichungen aber vor allem noch vor jenen alteren aus- 
zeichnet, ist der Umstand, da8 als Argumentpunkte in ihnen lediglich Punkte 
der Randkurve oder -fliche o selbst auftreten — wie das auch nur natur- 
gemaB ist bei einer Funktion, die selbst nur von der Lage von Punkten auf o 
abhangt. 


(Eingegangen am 12. 9. 1938.) 











Stérungstheorie der Spektralzerlegung. 
III. Mitteilung. 
Analytische, nicht notwendig beschrankte Stérung. 
Von 


Franz Rellich in Marburg (Lahn), 





Die neuen Verhiltnisse, welche bei analytischer, nicht-beschrinkter 
Stérung auftreten, kann man an folgendem Beispiel erkennen. Wir betrachten 
die Integralgleichung 


Pesci 9 (y)dy + exg(z) = A g(a) 


und fassen darin e als einen Stérungsparameter auf. Jede Zahl A, fiir welche 
diese Gleichung eine nicht identisch verschwindende Lésung g(z) mit 


+c 


| 9*(x)daz < @ besitat, heiBt ein Punkteigenwert. Fir e = 0 hat die Integral- 


gleichung nur Punkteigenwerte, und zwar 4 = 1 mit der bis auf einen kon- 
stanten Faktor eindeutig bestimmten Eigenfunktion e~'*! und 4 = 0, zu 
dem als Eigenfunktion jede nicht identisch verschwindende Funktion yw 


+2 ° 
mit j e~ '*! w(x) daz = 0 gehért. Hier interessiert vor allem, daB 4 = 1 


ein isolierter, einfacher Eigenwert ist. Fiir « + 0 hingegen gibt es iiberhaupt 
keinen Punkteigenwert. Denn gibe es zu einem 4 eine nicht identisch ver- 


+o 
schwindende Lésung (2), so ware mit j e—'¥! » (y)dy = c offenbar 


y (x) (A — ex) = ce~'*!_ Eine solche Funktion g(x) kann aber nicht 
quadratisch integrierbar sein. 

Verwendet man die formale Stérungsrechnung, d.h. geht man mit dem 
Ansatz 


9(L) = Go(X) + €G,(z) + EF yA(z) + ...;5 A=Ap t+ eA, t+ Ag+... 


+2 
in die obige Gleichung ein, so ergibt sich unter der Normierung f(y (x)? da =1 
schrittweise 
4, =1, A, = 0, 4 =, ne 
Pot) = e!|, p,(z) = ve-l*l, g(x) = we l#! — fe-l*l,..... 
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Die formale Anwendbarkeit der Stérungsrechnung besagt also gar nichts 
fiir die hier vorliegende Frage, ob das diskrete Spektrum erhalten bleibt; 
sie kann sogar irrefiihrend sein, wie dieses Beispiel zeigt. 


+ co 
Die Gesamtheit der (x) mit j gy’? dz < @ bildet einen Hilbertschen 
+ ar 


Raum §, wenn man f y (x) p(x) dz = (¢, wp) als inneres Produkt wahlt. 


—o 


+c 


In § stellt A,p = { e~!*i-I\¥l »(y) dy einen beschrankten symme- 


—oc 


trischen Operator dar, waihrend der durch A, g = 2(z) erklirte Operator 
nicht beschrankt ist; er ist in dem Teilraum §’ von § erklart, der aus den 


+ +o 
Funktionen g (x) mit { gdz< ound { x? gp*dz <o@ besteht. Der 


gestérte Operator A (e) p = Ay yp + £ A, ¢ ist also fiir jedes pm aus §’ er- 
klart und liefert offensichtlich fiir jedes solche @ eine in ¢ regulare analytische 
Funktion; fiir «+0 ist Ag + £A, in §’ sogar selbstadjungiert in dem durch 
v. Neumann, E. Schmidt und M. H. Stone eingefiihrten Sinne. Wie unser 
Beispiel zeigt, braucht das Spektrum eines solchen Operators durchaus nicht 
regular analytisch von dem Stérungsparameter abzuhingen, wie das fiir 
regulire beschriinkte Operatoren bewiesen wurde (I. Mitteilung’), Satz 2). 
Ein anderes, mathematisch weniger einfaches Beispiel liefert die Schrédinger- 
sche Wellengleichung des Starkeffekies. 

Der Begriff des reguliren (nicht notwendig beschrinkten) Operators 
wurde daher in dieser Arbeit so eng gefaBt, daB der eben beschriebene Operator 
Ay + €A, nicht darunter fallt. Fiir diese reguliren Operatoren ergibt sich 
unter anderem die Regularitaét des diskreten Spektrums und der zugehérigen 
Eigenfunktionen in vollstandiger Analogie zu dem entsprechenden Satz fiir 
regulire beschriinkte Operatoren (I. Mitteilung, Satz 2). — Ein Kriterium fiir 
die Regularitét sei hervorgehoben: Wenn A, in einem Teilraum & von § 
selbstadjungiert ist und wenn A, in & erklirt und symmetrisch (aber nicht 
notwendig selbstadjungiert) ist, dann ist Ay + ¢A, fiir hinreichend kleines | e| 
in & selbstadjungiert und regular (Satz 4 und 5). Fiir halbbeschriankte Opera- 
toren wird in Satz 6 ein Kriterium gegeben, welches weniger fordert. — Es kann 
vorkommen, da8 alle Eigenwerte und Eigenfunktionen eines Operators A (e) 
regular analytisch vom Stérungsparameter abhingen und da8 A (e) trotzdem 
kein regulirer Operator im Sinne meiner Definition ist; die Wellengleichung des 
Zeemaneffektes ist hierfiir ein physikalisch wichtiges Beispiel. Es wird in § 4 aus- 
einandergesetzt, inwiefern das Spektrum eines solchen Operators nicht die vollen 
Regularititseigenschaften besitzt,wiesie fiir einen regularenOperator erfiillt sind. 


1) Math. Annalen 113 (1937), S. 610. 
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§1. 
Hilfssitze. 


Es sei § ein Hilbertscher Raum, dessen Elemente mit 2, y, u,v, ... 
bezeichnet werden. Das innere Produkt zweier Elemente z, y aus § sei 
(x,y); |2| = ¥(z, z); lim a*= «a bedeute lim |z*—z| = 0. Ein Teilraum % 

n-> co n> 


von § heiBt ein dichter Teilraum, wenn es zu jedem z aus § eine Folge x" 
aus YU gibt mit lim 2* = z. Unter ,,Operator“ wird stets , ,linearer Operator‘ 
r—> oo 


verstanden. Ein Operator heift selbstadjungiert, wenn er 1. in einem dichten 
Teilraum & von § erklirt und symmetrisch ist, also (Au, v) = (u, Av) fiir 
alle u,v aus U, und wenn 2. aus der Giiltigkeit einer Gleichung (Au, /) = (u, g) 
fiir alle uw aus U und ein festes Paar /, g aus § folgt, daB / in UM liegt (woraus 
sich dann Af = g ergibt). Wenn A in einem dichten Teilraum & symmetrisch 
ist und y eine komplexe Zahi bedeutet, so wird gesagt, A + y besitzt eine 
beschriankte Reziproke, wenn es einen beschrinkten Operator R gibt mit 
den Eigenschaften: 1. Raz liegt in U fiir alle x. 2. Zu x aus UY gibt es y, so 
daB « = Ry. 3. (4 + y) Ra = z fiir jedes x. Diese beschrinkte Reziproke 
besitzt dann die weiteren Eigenschaften: 4. Aus Rx =0 folgt x = VU. 
5. R(A + y) a = a fiir alle z aus U. 6. R ist eindeutig bestimmt’). 

Hilfssatz 1. Wenn ein Operator B den Definitionsbereich § hat und 
wenn es in einem dichten Teilrawm B* einen Operator B* gibt, so daB (Bu, v) 
= (u, B*v) fiir alle u aus § und alle v aus B* gilt, dann ist B ein beschrinkter 
Operator. 

Beweis. Es sei w beliebig aus § und v" aus 8*, lim vo = w. Setzt man 


B*y" = h", so wird (Bu, v") = (u, h") fiir alle u aus §. Fiir jedes u konvergiert 
also (u, h"), wenn n + o riickt, also ist nach einem bekannten**) Satz |A"| < k. 
Es gibt dann ein g aus §, so daB (u, h") > (u,g), n+ ow. Also (Bu, w) 
= (u,g). D. h. aber, der zu B adjungierte Operator ist auf ganz § anwendbar, 
woraus die Beschrinktheit von B folgt*). 


Hilfssatz 2. Es set A in einem dichten Teilraum & von § erklart und 
symmetrisch; U sei ein beschriinkter Operator mit dem Definitionsbereich 
und dem Wertebereich U. Dann ist AU ein beschrinkter Operator. 

Beweis. Zunichst ist B = AU auf jedes z aus § anwendbar. Sei B* 
mit dem Definitionsbereich 8* der zu B adjungierte Operator, also B* die 
Menge aller y, zu denen es ein hf gibt, so dab (AU z, y) = (2, h) fiir alle z 


*) Uber die Grundtatsachen aus der Theorie der linearen Operatoren vgl. M. H. 
Stone, Linear Transformations in Hilbert Space, New York 1932. 

2e) E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der unend- 
lichen Matrizen. Math. Ann. 69 (1910) insb. S. 318 und S. Banach ioc. cit, I. Mitteilung’). 
3) Vgl. M. H. Stone, l.c.*), insbesondere §. 61. 
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aus §; es ist also B*y = h. B* enthalt den Teilraum 4%, ist also selbst dicht 
in §; denn wenn y in UY, dann setze man h = U* Ay, wobei U* der zu U 
adjungierte (gleichfalls beschrinkte) Operator ist. Daraus foigt nach Hilfs- 
satz 1 die Behauptung. 

Hilfssatz**) 3. is sei V ein beschrinkter Operator, W ein in § erklarter 
Operator und VW2 = WV = fiir alle x aus §. Dann ist auch W be- 
schrdnkt. 

Beweis. Sei V* der zu V adjungierte Operator. Dann bildet V* den 
Raum § auf einen dichten Teilraum ab, weil sonst ein y + 0 existieren wiirde 
mit (V*z, y) = 0 fiir alle z, also (x, Vy) =0, WVy=0, y=0. Nun 
ist (Wz, V*y) = (2, y). Setzt man z = V*y, so ist (Wx,z) = (z, y) fiir alle z, 
d. h. jedes z mit z = V*y gehért zum Definitionsbereich 9B* des zu W adjun- 
gierten Operators W*; YB* liegt demnach in § dicht. Nach Hilfssatz 1 ist 
daher W beschrankt. 

Hilfssatz 4. Es sei V (e) in einer Umgebung von ¢ = 0 regulir*) und 
beschrdnkt, und es gebe einen beschriinkten Operator W (0) mit V (0) W (0) z 
= W(0)V(0)z2= 2. Dann gibt es in einer Umgebung von ¢ = 0 einen 
reguliren beschriinkten Operator W (2) mit V (e) W (e)z = Wile) V(e)a = 2 
fiir alle zx. 

Beweis. Da V (e) regulaér und beschrinkt ist, gibt es beschrinkte 
Operatoren V,, V,,..., so daB V(e) = V,+eV,+ ce? V+... ist und 
|\V,2| SK"*'|az| mit passendem K gilt*); V, = V (0) und entsprechend 
werde W (0) = W, gesetzt. Es wird V (ec) W,=1+eX,+ 2X,+... 
mit X,= V,W,, also |X,2| Sc-K**'|z|. P(e) = X,+eX,+... 
ist ein beschrainkter regulirer Operator, V (e)W, = 1+ e¢ P(e). Fiir hin- 
reichend kleines |¢| ist demnach auch 1 — ¢ P(e) + e P?(e)— +... 
= Y(e) ein beschrinkter Operator, von dem man leicht zeigt, daB 
er auch regular ist. Offenbar ist Y (e) V (ec) W, = V (e) W, Y (e) = 1. 
Mit W (e) = W, Y (e) wird V (e)W(e)=1 und W (e) V (e) = W, Y (e) 
V (ec) W (0) V (0) = W(0)V(0)=1. Also leistet W (e) das Verlangte. 

Hilfssatz 5. Wenn U (e) und V (e) in einer Umgebung von ¢ = 0 regular 
und beschrinkt sind, dann ist es auch U (e) V (e) = W (e). 

Beweis. Fiir beliebige z aus § ist g (e) = V (e) x ein regulires Element 
(Def. 3 der Mitteilung I). Also ist nach Hilfssatz 7 der Mitteilung I auch 
U (e) p (e) = W (e) 2 ein regulires Element. Also ist W(e) regulir und 
beschrankt. 


3a) Er ist enthalten in théordme 5 (Seite 41) von S. Banach. Théorie des 
opérations linéaires, Warschau 1932. 

*) Uber den Begriff des regularen beschrankten Operators vgl. Def. 3 und Def. 3’ 
der I. Mitteilung, Math. Annalen 113 (1937), S. 608. Insbesondere ist ¢« stets ein 
reeller Parameter. , 
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§ 2. 
Regulire selbstadjungierte Operatoren. 


Im folgenden wird eine Schar von Operatoren A (e) betrachtet, wobei 
der reelle Parameter ¢ auf eine Umgebung von e = 0 beschrankt sei. Fiir 
jedes « sei A (e) in einem Teilraum 4 (e) erklart, der im allgemeinen von e 
abhingt. Es soll jetzt gesagt werden, wann A (e) in seiner Abhingigkeit von e 
regular heiBt. 

Definition 1. Eine Schar von Teilriéumen U(e) von § heift fiir eine 
Umgebung von e = 0 regulir, wenn es fiir diese Umgebung einen reguliren 
beschrinkten Operator U (e) gibt, der (bei festem &) § eineindeutig auf U (e) ab- 
bildet; die Menge aller U (e) z = z(e), wo x ganz § durchliuft, heiBt eine 
reguliire Darstellung von 4% (e). 

Definition 2. In einer Umgebung von ¢ = 0 sei eine Schar von Opera- 
toren A(e) mit den Definitionsbereichen U (e) erklart. A(e) heift in dieser 
Umgebung regular, wenn in dieser Umgebung 1. U (e) reguldr ist wnd wenn es 
2. eine reguldre Darstellung z(e) von U (e) gibt, so daB A (e) z (e) fiir jedes z (e) 
ein reguléres Element darstellt (Def. 2 der Mitteilung I). 

Die Definition 2 steht im Einklang mit der Definition des beschrinkten 
regularen Operators; wenn namlich A (e) beschrinkt ist, dann ist &(e) = § 
und daher yewi8 ein regulirer Teilraum; man setze U (e) = 1, z(e) = x, und 
Def. 2 geht iiber in Def. 3’ der Mitteilung I. 

Satz 1. Es sei A(e) in dem dichten Teilraum U (e) symmetrisch fiir 
jedes & einer Umgebung von ¢ = 0. Dann ist fiir die Regularitét von A (e) 
in einer Umgebung von e = 0 

notwendig: daB fiir jede komplexe Zahl y, fiir die A (0) + y eine be- 
schriinkte Reziproke®) besitzt, A(e) + y in einer Umgebung von ¢ = 0 eine 
regulire beschrinkte Reziproke besitzt; 

hinreichend: daf fiir eine einzige komplexe Zahl y der Operator A(e) + y 
in einer Umgebung von ¢ = 0 eine beschriinkte regulire Reziproke besitz. 

Beweis. I. Sei y eine Zahl, fiir die A (0) + y die beschrankte Reziproke Ry 
besitzt, und sei A (e) regular. Dann gibt es nach Def. 2 eine Basis z (e) = U(e) x 
von Y (2), so daB A (e) U (e) eregular ist fiir jedes x. Bei festem eist A(e) U(e) 
nach Hilfssatz 2 ein beschrinkter Operator. Also ist auch (A (e) + y) U (e) 

= V(e) regular und beschrinkt. Wegen (A (0) + y) U (0) = V (0) folgt 
aus V (0) z = 0 zunichst 0 = R, V (0) = U (0) z und daraus z= 0, weil 
nach Voraussetzung U (0) cineindeutig § auf U(0) abbildet. Ist y in §, 
dann liegt R,y in U (0), also gibt es eindeutig ein z aus § mit Ray = U (0) 2, 
y = (A(0)+ y) U(0)z = V (0) z. Vz besitzt also eine in § erklirte Rezi- 


5) Zum Begriff des reziproken Operators vgl. den Anfang von § 1. 
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proke W,: V (0) W,x = W, V (0) z = = fiir alle z aus §. Nach Hilfssatz 3 
ist W, beschrinkt. Nach Hilfssatz 4 besitzt V (e) eine in einer Umgebung 
von ¢ = 0 beschriinkte Reziproke W (e). Daher (A (e) + y) U (e) W (e) z= x 
fiir alle z. Nach Hilfssatz 5 ist R(e) = U (e) W (e) in emer Umgebung von 
e = 0 regular und beschrinkt. Ist ferner (bei festem £) x ein Element aus 
W (e), dann gibt es ein g mit z = U (e) pm und ein y mit » = W (e) y, also 
z= R(e) py. D.h. aber, R(e) ist eine regulare beschrinkte Reziproke von 
A (e) + y, w. z. b. w. 

II. Besitze A (e) + y fiir ein bestimmtes y eine regulire beschrinkte 
Reziproke R (e), dann ist &(e) im Sinne von Def. 1 regular, weil man den 
in dieser Definition vorkommenden Operator U (e) = R(e) setzen kann‘). 
Ferner ist fiir die durch R (e) z = z(e) gegebene Darstellung A (e) z (e) = 
A(e) R(e)x = x—y R(e) x regular. Also ist A (e) in einer Umgebung von e = 0 
regulir. Damit ist Satz 1 vollstandig bewiesen. 

Satz 2. Es sei A (e) in dem Teilraum & (2) symmetrisch und 
requlir fiir eine Umgebung von « = 0, und es sei A (0) selbstadjungiert in U (0). 
Dann ist A (e) in U(e) selbstadjungiert fiir eine Umgebung von « = 0. 

Beweis. A (0) + i besitzt eine beschriinkte Reziproke, also muB (Satz 1) 
auch A (e)-+¢ eine in einer Umgebung von ¢ = 0 regulare beschrinkte 
Reziproke R (e) besitzen. Desgleichen A (¢) — 1. Daraus folgt die behauptete 
Selbstadjungiertheit von A (e). 

Der Satz 1 erlaubt es, das Studium der reguliren Operatoren zuriick- 
zufiihren auf das Studium der regulaéren beschriinkten Operatoren. Ins- 
besondere gilt 

Satz 3. Es sei A (e) im U(e) fiir eine Umgebung von & = 0 symmetrisch 
und regulir, und es sei A (0) selbstadjungiert in U (0). Fiir A (0) set A ein h-facher 
Punkteigenwert ; er sei isolierter Eigenwert, das heift, das Spektrum von A (0) sei 
im u-Intervall 2 — dy <p < A+ d,(d, >0,d, > 0), abgesehen von uw = A, 
leer. Dann gilt: 

1. Fiir alle ¢ aus einer Umgebung von « = 0 gibt es h orthogonale, normierte 
Elemente ¢*(e), ..., g* (e) aus U(e) und zugehdrige Zahlen A, (e), .. ., Ay (€) 
mit A (e) gp (e) = A, (e) g*(e); t= 1,2,...,4. Die A,(e) sind in einer 
Umgebung von e = 0 requlire Potenzreihen mit 4,(0) = A, die g*(e) sind 
in einer Umgebung von e = 0 regular (Def. 2 der I. Mitteilung). 

2. Sind dj, d, positive Zahlen mit d, <d,, d, <d,, dann gibt es ein 
positives o derart, da fiir alle e mit | e| < o das Spektrum von A (e) im Intervall 
A—d, <u <A+d, mit Vielfachheiten genau aus den Punkten A,(e),.. ., An (€) 
besteht. 

Zusatz. In Voraussetzung und Behauptung sei h = 0 zugelassen und 
bedeute, daB das Spektrum von A (0) ee tp ee oe von A (e) 
in A—d, <p < A+, leer ist. 
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Beweis. I. Nach Satz 2 ist A (e) in emer Umgebung von ¢ = 0 selbst- 
adjungiert. 

II. Sei l eine Zahl mit A—d,;<1<A/. Dann ist das Spektrum 
von A (0) in einer Umgebung von yu = | leer, also besitzt A (0) —1 eine 
beschrinkte Reziproke. Nach Satz 1 hat dann auch A (e) — / eine in einer 
Umgebung von ¢ = 0 regulire beschriinkte und symmetrische Reziproke 


R(e). Das Spektrum von R (0) ist fiir « < ;—}— leer und besteht fiir 

—_ = 
“a> wen genau aus dem A-fachen Eigenwert « = — Nach Satz 2 
der I. Mitteilung ist also das Spektrum von R(e) in einer Umgebung von 





e=0 leer fiir uv <p und besteht im Intervall « > ExT 
genau aus den reguliren Eigenwerten x, (€), x2 (€), ..., x, (€) mit den zu- 
gehérigen regularen Eigenelementen g'(e), g*(e), ..., gy" (e). Das Spektrum 


von A (e) besteht daher im Intervall 4 — d, < uw < A+ dj genau aus den 


Eigenwerten A, (e) = 1 + ; 


ra} mit den Eigenelementen ¢’ (e), die zu U (e) 


gehéren. Die A, (e) sind in einer Umgebung von « = 0 regular, A, (0) = A. 
Damit ist Satz 3 und zugleich der Zusatz bewiesen. 


§ 3. 
Kriterien fiir die Regularitét des gestérten Operators. 


In den praktisch wichtigen Fallen bietet sich der gestérte Operator oft in 
folgender Form. Esist A (e) = Ay + ¢A, + e? A, + ..., wobeider ungestérte 
Operator A, = A (0) in einem Teilraum Y, erklart und selbstadjungiert ist; 


die Operatoren A,, A,,... sind in Teilriumen Y,, W,, ... erklirt und 
symmetrisch, und es ist der Durchschnitt D = UW, - UW, -U,-.. . noch dicht im 
Gesamtraum §. Fiir alle u aus D ist Aju + ¢A,u + e*A,u +-...konvergent, 


es stellt also A (e)u fiir jedes u aus D ein regulires Element dar*). Die Frage 
ist: gibt es eine Fortsetzung von A (e) in D zu einem in & (e) reguliren Ope- 
rator A (e) derart, daB &(0) = MU ist? Unter welchen Einschrinkungen 
ist diese Fortsetzung eindeutig? Ein erster Satz in dieser Richtung ist 

Satz 4. Eine Schar von Operatoren.A (e) sei fiir alle ¢ aus einer Umgebung 
von ¢ = 0 in dem festen Teilraum & erklairt und symmetrisch. A (e)u sei 
reguliir fiir jedes u aus U. Der ungestérte Operator A (0) sei in U selbstadjungiert. 
Dann ist A (e) in U fiir alle & aus einer Umgebung von ¢ = 0 selbstadjungiert 
und regulir; insbesondere gelten die Behauptungen von Satz 3 tiber das diskrete 
Spektrum. 


*) Vgl. Def. 1 und 2 der I. Mitteilung, S. 607. 
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Beweis. A (e) ist in UM regular im Sinne der Definition 2. Denn wegen 
der Selbstadjungiertheit von A (0) hat die Reziproke R von A (0) + i die 
Eigenschaft, § eineindeutig auf & abzubilden, also ist Ru eine regulire Basis 
von & im Sinne der Definition 1; auBerdem ist A (e) Ru regular. Nach Satz 2 
folgt aus der Regularitét auch die Selbstadjungiertheit und die Behauptung 
von Satz 4. 

Beispiel. Sei § die Menge der komplexwertigen Funktionen w (z), 

1 


die in 0S 2 <1 L,-integrabel sind; (u,v) = J u(2) - 0(2) de. Sei WM die 
0 

Menge der u(z) aus §, die in 0S 2 <1 totalstetig sind und fiir die 

1 

flu’ Ppde <o, u (0) = u (1) gilt. Dann ist Au = + u'(2) in & selbst- 

0 


adjungiert’). Der gestérte Operator sei A (e) u = - u’ (x) + ef (x)u(x), wobei 


f(x) eine in 0 S z S11 reelle, L,-integrable Funktion bedeute. Da /(x)u(z) 
in § liegt, wenn u(z) eine Funktion von & ist, so kann A(e) auf jede Funktion 
von & angewendet werden, und es sind alle Voraussetzungen von Satz 4 ge- 
geben. Bei diesem Beispiel kann man natiirlich alle Behauptungen von Satz 4 
auch explizit nachpriifen; insbesondere findet man fiir die Eigenwerte und 
Eigenfunktionen von A (e) die Ausdriicke 


1 tanne+te(e-f r@at—f ree) 
(1) A, (e) = 2nx+ e{f(z)dz, Gn (2%) = € ° as ; 


a=0, +1, +2,... 


Der praktischen Anwendung des Satzes 4 kann folgendes Hindernis 
im Wege stehen. Hiufig, insbesondere bei Eigenwertproblemen partieller 
Differentialgleichungen, ist der Teilraum &, in welchem der’ ungestérte Ope- 
rator A (0) selbstadjungiert ist, gar nicht explizit bekannt, und es ist daher nicht 
ohne weiteres méglich nachzupriifen, ob der gestérte Operator A (e) auf UM an- 
wendbar ist. Vielmehr ist A (0) zunachst nur in einem dichten Teilraum &’ von & 
erklirt und man erhilt M aus WM’ durch den Prozef des AbschlieBens: U ist 
die Gesamtheit der u aus §, zu denen es Folgen u* aus U’ gibt derart, 
da8 lim w* = wu und lim |A (0) u* — A(0)u™| = 0 gilt; da daraus 


a->o 


lim A(0) u* =v mit geeignetem v aus § folgt, kann man A (0) u = v setzen 


a> 2 


und hat so A (0) auf & erklart. — Diesem Tatbestand trigt das folgende 
Kriterium Rechnung. 


Satz 5. Hine Schar von Operatoren A (8) sei fiir allee aus einer Umgebung 
von ¢ = 0 in dem festen Teilraum U' erklart und symmetrisch, und es sei A (2) u 


7) Vgl. M. H. Stone, 1. c. *), insbesondere 8S. 428. 
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hiir jedes u aus U’ regulir®); es ist also A (e)u = Agu +eA,u+ eAzu+..., 
wobei die A, in XU’ symmetrische Operatoren bedeuten. Es gelte 

1. Der ungestérte Operator A, ist in einem XU’ umfassenden Teilraum U 

2. Zu jedem u aus U gibt es eine Folge u" aus U' mit lim |u* — u| = 0, 
lim | Ayu — 4g u| = 0. 

3. Es gibt eine Konstante p > 0 derart, dap 

|A, u| Sp" {|u| + |, u]} 
gilt fiir alle u aus U' und y= 1,2,.... 

Dann ist A (e) in einer Umgebung von « = 0 emmdeutig zu einem in U 
reguliren selbstadjungierten Operator fortsetzbar; insbesondere gelten die Be- 
hauptungen von Satz 4"*). 

Bemerkung 1. Voraussetzung 2 ist erfiillt, wenn in UM’ alle Elemente 
der Form (P, — P,,) u vorkommen, wo u ein beliebiges Element aus $ und P, 
die Spektralschar des ungestérten Operators A, ist. 

Bemerkung 2. Voraussetzwng 3 kann ersetzt werden durch die gleich- 
wertige Voraussetzung 

(A, u, A, u) Ss p” {(u, u) +? (Ay u, Ay u)} 
oder 

Bemerkung 3. durch die mehr fordernde Voraussetzung 

(A, u, A, wu) <p’ {(t, u) + |(4p w, u)]}. 

Beweis. I. Die A, kénnen auf & fortgesetzt werden. Denn sei u ein 
Element aus & und u* eine Folge aus Y’ mit u* + u, | Ayu" — A, u™| + 0. 
Dann ist |A,u* — A,u™| <p’ {|u* — u™| + | Ayu" — Ayu™|} +0, wenn 
n,m -—» co. Es kann also A, durch den ProzeB des AbschlieBens auf & fort- 
gesetzt werden. Aus 

|A,u"| Sp’ {|u™|+|u" — um|+|A,um| + |dgu" — Agu™|) 
folgt 
|A,u"| Sp’, 
wobei c von und » nicht abhingt. Daraus |A,u| < p’-c, d.h. A(e)u 
= Aju+eA,u+... konvergiert fiir | e| <>. Es ist A (e) in WU regular 
und nach Satz 2 auch selbstadjungiert. 

II. Die Beweise der Bemerkungen sind klar. 

Satz 5 ist unmittelbar insbesondere auf Eigenwertprobleme der 
Quantenmechanik anwendbar*). Hier sei er lediglich an dem oben an- 


78) Die Stetigkeit des diskreten Spektrums folgt aus dem Satz 8 der II. Mitteilung 
(Math. Annalen 118, insb. S. 685). 
*) Haufig unter Benutzung von Bemerkung 1 und 3. 
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gefiihrten Beispiel A (e)u = aw (x) + ef (x) u(x) erlautert. Wir wollen 
jetzt den Begriff der totalstetigen Funktion nicht benutzen, so daB Y 
nicht explizit angegeben werden kann. Versteht man unter Y' die Gesamt- 
heit der in 0 S  S 1 stetig differenzierbaren Funktionen mit u(0) = (1), 
dann ist jede Eigenfunktion e***"* von A, in & enthalten, also ist nach 
Bemerkung 1 die Voraussetgung 2 erfiillt. Bleibt (nach Bemerkung 2) noch 


[Plupae < p|{iulaz +flwpaal 


zu zeigen. Sei € mit 0< <1 und a mit 0 <2)<1 so gewahit, daB 
1 1 1 

ff luda = w (8 f fede und | |uj?dz = |u(2,)|* wird. Aus 

0 o 0 


. 


[u(E)? = |ula) + [we +uw)de < [jude + f (uP + lw P)de 


folgt 
jr judas 2\ fae [Jiurde+ [was . 


1 
Man kann also p = 2 {Pde setzen. 


Wenn der ungestérte Operator A, halbbeschriinkt ist, d. h. wenn es eine 
Zahl ¢ gibt, so daB entweder fiir alle wu aus W, gilt (Ayu, wu) > c (wu, u) (halb- 
beschrinkt nach unten) oder (A,u, u) < ¢ (u, u) (halbbeschriinkt nach oben), 
dann kann man das in Satz 5 ausgesprochene Kriterium ersetzen durch ein 
Kriterium, welches weniger fordert. Wir formulieren es fiir Operatoren, die 
halbbeschriankt nach unten sind: 


Satz 6. Eine Schar von Operatoren A (e) sei fiir alle « aus einer Um- 
gebung von e = 0 in dem festen Teilraum XU erklart und symmetrisch und es 
sei A (e) u fiir jedes u aus U' reguliir; és ist also A (e)u = Agu + eA,u+..., 
wobei die A, in XM symmetrische Operatoren bedeuten. Ferner gelte: 

1. Der ungestérte Operator A, ist in einem UX’ umfassenden Teilraum U, 
selbstadjunguert. 

2. Zu jedem u aus U, gibt es eine Folge u" aus U' mit u" > u, Agu" > Agu, 
wenn n-> @. 


3. Es gibt zwei positive Konstanten a und p derart, dap 
\(A,u, u)| Sp {a (u, u) + (Agu, u)} 
gilt fiir alle u aus UM und »y = 1,2,.... 
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Dann gibt es in einer Umgebung von ¢ = 0 einen und nur einen Operator 
A (e) mit den Eigenschaften: 1. A (e) ist regultir und selbstadjungiert in einem 
Teilraum U (2), der U' enthilt. 2. A (0) = Ay. 3. A (e) stimmt in YU mit dem 
dort definierten Operator Ay + 2A, +... tiberein. 

Beweis. I. Der Operator A = Ay + a+ 1 ist in YU selbstadjungiert, 
und es gilt (Au, u) = (u,u) und p’ (Au, u) > |(A,u, u)|. Mit R werde die 
symmetrische und beschriankte Reziproke von A bezeichnet. 

II. Setzt man [u,v] = (Au, v) fiir u,v aus Ap, dann ist [u, vu] > (wu, u) und 


|[RA,u, u]| S p” [u,v] fiir uw aus W’. 


Ferner ist [RA,u, v] = [u, RA,v) fiir u,v aus Y’. 

III*). SchlieBt man den Raum Y, mit der durch [u,v] bestimmten Metrik 
ab, so erhalt man einen Teilraum © von §, der UM, enthalt, und es ist G ein 
Hilbertscher Raum mit dieser Metrik. Um zu sehen, daB &’ in & dicht liegt 
mit der neuen Metrik, geniigt es zu zeigen, daB es in U, dicht mit dieser 
Metrik liegt. Sei also u ein Element aus &, und u", n = 1, 2,.... eine Folge 
von Elementen aus &’ mit 

lim (u™—u, u*—u)=0, lim (Agu* — Ayu, Aju" — Ayu) = 0. 
Dann ist 

lim [u" — u, u*— uj] = lim (Au" — Au, u® —u) =0, 


was gezeigt werden sollte. Es ist RA,u ein Element von WM, also auch von 6, 
wenn u in & liegt. Es ist also RA, ein linearer Operator in G; er ist nach II. 
symmetrisch. Aus |[RA, wu, u]| Sp” [u, u] folgt bekanntlich sogar 
[RA,u, RA,u] S p*” [u, u) fiir alle u aus YU’. Es ist also RA, eindeutig zu 
einem in © erklirten hinsichtlich der durch [w, v] bestimmten Metrik 
symmetrischen und beschrinkten Operator fortsetzbar. SchlieBlich ist der 


Operator 1 + Dy e' RA, in 6 ein regularer symmetrischer Operator. 
v=) 


IV. Nach Hilfssatz 4 gibt es einen in G reguliren beschrinkten Operator 
B(e) mit (1+ ¥ e’RA,) B(e) = B(e)(1+ ¥ e’RA,) =1; offenbar ist 


r=1 r=1 
B(e) symmetrisch: [Bu,v] =[u, Br]. Setzt man R(e) = B(e) R, so ist 
R(e) auf § anwendbar. Aus (B(e) Ru, B(e)Ru) < [B(e) Ru, B(e) Ru) 
< K (Ru, Ru) s K’' (u, u) folgt die Beschrinktheit von R(e) im gewéhn- 
lichen Sinne. AuBerdem ist R(e) regular. Zunichst ist nimlich R (e) u 
= B(e) Ru = ¢(e) fiir jedes u regulir in dem Sinne, daB es Elemente 
9, ¢, ... aus G gibt, fiir die im [p(e) — 5 ye’, ple) — 5 ge) =0 


r=0 rv 


gilt. Wegen [u,u] > (u, «) folgt daraus die gewohnliche Regularitat in §. 


%) Hierzu vgl. K. Friedrichs, Math. Annalen 109, S. 465- 487. 
Mathematische Annalen. 116. 37 
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gefiihrten Beispiel A (e)u = <u (z) + ef (x) u(x) erléutert. Wir wollen 
jetzt den Begriff der totalstetigen Funktion nicht benutzen, so da8 Y 
nicht explizit angegeben werden kann. Versteht man unter Y’ die Gesamt- 
heit der in 0 < z S11 stetig differenzierbaren Funktionen mit u(0) = « (1), 
dann ist jede Eigenfunktion e***"* von Ay, in & enthalten, also ist nach 
Bemerkung 1 die Voraussetzung 2 erfiillt. Bleibt (nach Bemerkung 2) noch 


ip jude < p| {\ulaz + fiw aa 


zu zeigen. Sei & mit 0<& <1 und a mit 0 < 2 <1 so gewahit, dab 
1 


{Pr |ul*da2 = u* (€) Pdz und f |ultda = | (x»)|* wird. Aus 
) o 0 


|w(e)? = lula)? + f(a +uw)de < fjupde + ful + lw f)de 


folgt 
jr jufdas a\Pae [flurtae+ flwirda| ° 


1 
Man kann also p = 2 fPdx setzen. 


Wenn der ungestérte Operator A, halbbeschriinkt ist, d. h. wenn es eine 
Zahl ¢ gibt, so daB entweder fiir alle u aus W, gilt (Ayu, u) > c (uw, «) (halb- 
beschrinkt nach unten) oder (Agu, u) < c (u, u) (halbbeschriinkt nach oben), 
dann kann man das in Satz 5 ausgesprochene Kriterium ersetzen durch ein 
Kriterium, welches weniger fordert. Wir formulieren es fiir Operatoren, die 
halbbeschrankt nach unten sind: 


Satz 6. Eine Schar von Operatoren A (e) sei fiir alle e« aus einer Um- 
gebung von « = 0 in dem festen Teilraum UX erklart und symmetrisch und es 
sei A (e) u fiir jedes u aus XU’ reguliir; és ist also A (e)u = Agu + eAyu+..., 
wobei die A, in U symmetrische Operatoren bedeuten. Ferner gelte: 

1. Der ungestérte Operator Ag ist in einem X' umfassenden Teilraum Uy 
selbstadjunguert. 

2. Zu jedem u aus Uy gibt es eine Folge u" aus U’ mit u" + u, Agu" —> Agu, 
wenn nN-> @. 

3. Es gibt zwei positive Konstanten a und p derart, dap 


\(A,u, u)| S p" {a (u, u) + (Agu, u)} 
gilt fiir alle u aus UW und » = 1,2,.... 
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Dann gibt es in einer Umgebung von ¢ = 0 einen und nur einen Operator 
A (e) mit den Eigenschaften: 1. A (e) ist regultir und selbstadjungiert in einem 
Teilraum U (2), der U' enthiilt. 2. A (0) = Ag. 3. A (e) stimmt in U’ mit dem 
dort definierten Operator Ay + 2A, +... tiberein. 

Beweis. I. Der Operator A = Ay + a+ 1 ist in U selbstadjungiert, 
und es gilt (Au, u) = (u,u) und p’ (Au, u) > |(A,u,u)|. Mit R werde die 
symmetrische und beschriinkte Reziproke von A bezeichnet. 

II. Setzt man [u,v] = (Aw, v) fiir u,v aus Up, dann ist [u, uv] > (u, «) und 


|[RA,u, u]| < p” [u, uv] fiir u aus Y’. 


Ferner ist [RA,u, v] = [u, RA,v) fiir u,v aus Y’. 

III*). SchlieBt man den Raum &, mit der durch [u,v] bestimmten Metrik 
ab, so erhilt man einen Teilraum 6 von §, der U, enthalt, und es ist G ein 
Hilbertscher Raum mit dieser Metrik. Um zu sehen, daB M’ in & dicht liegt 
mit der neuen Metrik, geniigt es zu zeigen, daB es in YM, dicht mit dieser 
Metrik liegt. Sei also u ein Element aus YM und u", » = 1, 2,.... eine Folge 
von Elementen aus &’ mit 

lim (u"—u, u*—u) =0, lim (Agu" — Agu, Aju" — Agu) = 0. 
Dann ist 

lim [u" —u, u™*—u] = lim (Au" — Au, u"—u) =0, 


was gezeigt werden sollte. Es ist RA,u ein Element von Wp, also auch von 6, 
wenn « in & liegt. Es ist also RA, ein linearer Operator in G; er ist nach II. 
symmetrisch. Aus |,RA,u, u]| Sp” [u, u] folgt bekanntlich sogar 
[RA,u, RA,u] S p*” [u, «) fiir alle u aus YU’. Es ist also RA, eindeutig zu 
einem in 6 erklirten himsichtlich der durch [w, v] bestimmten Metrik 
symmetrischen und beschriinkten Operator fortsetzbar. SchlieBlich ist der 


Operator 1 + Dy e’ RA, in G ein regularer symmetrischer Operator. 


IV. Nach Hilfssatz 4 gibt es einen in G reguliren beschrinkten Operator 
B (e) mit (1 + by e’RA,) Be) = Ble) (1 + oy e’RA,) = 1; offenbar ist 


r=1 r=1 
B(e) symmetrisch: [Bu,v] =[u, Bu}. Setzt man R(e) = B(e) R, so ist 
R(e) auf § anwendbar. Aus (B(e) Ru, B(e)Ru) < (B(e) Ru, B(e) Ru] 
< K (Ru, Ru) s K' (u, u) folgt die Beschrinktheit von R(e) im gewéhn- 
lichen Sinne. AuBerdem ist R(e) regulir. Zunichst ist nimlich R (e) u 
= B(e) Ru = ¢(e) fiir jedes u regulir in dem Sinne, daB es Elemente 
7, p, ... aus G gibt, fiir die jim [p(e) — 5 ye’, ple) — 5 ye) =0 


gilt. Wegen [u,u] > (u, «) folgt daraus die gewéhnliche Regularitét in §. 


%) Hierzu vgl. K. Friedrichs, Math. Annalen 109, 8. 465 - 487. 
Mathematische Annalen. 116. 37 
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V. Aus R(e)u =0 folgt B(e) Ru =0,(1+ ¥ e’RA,) Ble) Ru =0, 


v¥=1 
Ru = 0, u =0. Demnach bildet R(e) den Raum § eineindeutig auf einen 
Teilraum W(e) ab. Es ist (R(e) u,v) =(B(e) Ru, v) = [(RB(e) Ru, v] 
= [u, RB(e) Rv] = (u, R(e)v). Unter A (e) in H(e) werde R-*(e) —a — 1 
verstanden, wobei R-1(e) die (selbstadjungierte) Reziproke von R (e) ist. 
Wegen R(0) = B(0) R = R ist U(0) = A, A (0) = Ay. Sei ferner u in ®. 
Dann ist (1 + rE e” RA,) u ein Element aus YM, weil v* = (1 + s e’RA,)u 
=) r=1 
in M, liegt und weil Av" = Au + Dy e’A,u mit no konvergiert, A in U, 
v=1 


aber abgeschlossen ist. Also gibt es ein v aus §, sodaB Rv = (1+ Se RA)u 
v=1 


und u = B(e) Rv = R(e)v wird. Also liegt uw in UM(e) und es ist A (e) u 
=v—(a+1)u=A(1l+ ye’ RA) u— (a+1)u = (Ag+ ¢A, +...)u. 


v,=1 
D.h. & liegt in M(e) und A (e) stimmt auf WM’ mit A, + eA, + ... iiberein. 
> * > 
VI. Gabe es einen zweiten Operator A (e) in U(e), so sei R(e) die 


regulire Reziproke von A (e) +a+1. Dann ist fiir u aus Y’ 
> 
R(e)(Au + eAyu+...) = R(e)(Au+ eAyut+...) 


und daraus durch vollstindige Induktion R, Au = R, A u fir alle u 


aus M%. Daraus folgt R,Au = R,Au fiir alle u aus U,, also R, = R,. Damit 
ist auch die behauptete Eindeutigkeit bewiesen. 

DaB Satz 6 (fiir halbbeschrinkte Operatoren) tatsiichlich mehr liefert 
als Satz 5, zeigt das folgende Beispiel, das ich Herrn Wecken verdanke: Sei 
¢', g*,...; y', y®,... ein System orthogonaler normierter Elemente, die 
zusammen den ganzen Raum § aufspannen, also u = Sr (u, g” + v, y") fiir 


jedes u aus §. Es sei 


Agu = E (2u, gy" + 2 n* v, y-) und A,u os 5 (u,, + nv,) (g" + ny"), 


u=1 a=1 
dann ist A, erklirt (und selbstadjungiert) in dem Teilraum 4%, aller u, 
fiir die (Agu, Agu) = oy (4 |u,|* + 4n*|v,|?) < o und entsprechend A, 


in dem Teilraum aller u, fiirdie(A,u, Ayu) = 5° (1 -+n?)|u, +n, |? < 0 ist. 
n=1 


Setzt man A (e) = A, + ¢A,, so sind die Voraussetzungen von Satz 6 erfiillt, 
wenn fiir &’ die Menge aller « gewahlt wird, die nur endlich viele von Null 
verschiedene Entwicklungskoeffizienten u,,v, haben; insbesondere ist 
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|(A,u,%)| S (Agu, u) fiir alle u aus Y’, weil ((A,—A,)u,u) = Sy |, —  U_|? 
n=1 


ist. Es kann A, iiber M, hinaus gar nicht als symmetrischer Operator fort- 
gesetzt werden und es ist U, nicht in UW, enthalten; z. B. liegt u = by LS gy” in 
n 


Y,, aber nicht in W,. Es laBt sich also A (e) = Ay + €A, nicht zu einem 
in U, selbstadjungierten Operator fortsetzen, was der Fall ware, wenn die 


Voraussetzungen von Satz 5 erfiillt wiren. 


Es sei noch einmal auf das Beispiel Ayu = zo, A,u =f (x) u(z) 
hingewiesen. Fiir / (xz) werde jetzt eine reelle Funktion genommen, die in 
jedem abgeschlossenen Teilintervall von 0 < x <1 Lebesgue-integrabel ist 


und fiir die F (x) = j {(€) dé zu einer in 0 <2 <1 stetigen Funktion erginzt 
1/2 
1 


1 
den kann, fiir die ab d&=o ausfallt; wir wi = . 
werden kann, fiirdiea er | (8) € = o ausfallt; wir wahlen /(z) Ve(l— 2) 
Als Definitionsbereich &%, von Ay nehme man die Menge der in 0S 2 <1 


1 
totalstetigen Funktionen, fiir die f |u’|*da<o, u(O) = u(l1) ist. Fir 


den Definitionsbereich U, von A, nehme man die Gesamtheit derin0 < x <1 
dem Betrage nach quadratisch integrablen Funktionen u(z), fiir die 


1 
{ Plul?dx < @ ist. In dem Durchschnitt D von YW und U, ist A (e) 


= A, + eA, als symmetrischer Operator erklirt und es gibt keinen gréBeren 
Raum D’ derart, daB A, und A, beide auch in D’ als symmetrische Operatoren 
erklirbar wiren. Man sieht sofort, daB weder die Voraussetzungen von Satz 5 
noch von Satz 6 erfiillbar sind. Trotzdem gibt es einen reguliren selbst- 
adjungierten Operator A (e) in einem Definitionsbereich & (e), der D umfaBt 
und fiir den (0) = UM, A (0) = Ay, A (e)u = Agu + €A,u fiir u aus D 
ausfallt. Aber dieses A (e) ist nicht eindeutig bestimmt. Um das einzusehen, 
wihle man eine in einer Umgebung von e = 0 regulire, fiir e = 0 verschwin- 
dende reelle Potenzreihe « (e) willkiirlich. Zur Erklarung von & (e) und A (e) 
bestimme man zu vorgegebenem » (xz) ein u(z) als Lésung von 


iu + efut iu =o, u(0) =u(l)-e*. 
Man erhalt 


(2) u(x) =i f ere Fi + 2—Ey(E)dE + C- flO — Fa) + =, 
0 


wobei C eindeutig bestimmt ist durch die Gleichung 


e- ¢®.C0 = if etlF@)— FO +1-£ y(£) dE 4+ C- eft —FaN +1, 
0 


37* 











Unter & (e) werde nun die Gesamtheit der u(x) verstanden, die sich in 
der Form (2) durch ein dem Betrage nach quadratisch integrierbares v aus- 
driitken lassen, und es werde A (e)u = definiert. Offenbar ist A (2) im 
Sinne der Definition 2 ein regularer, in U (e) selbstadjungierter Operator mit 
A (0) = Ay. AuBerdem ist D in U(e) enthalten. Denn wenn u in D liegt, 
dann ist + wu’ und fu dem Betrage nach quadratisch integrierbar, also auch 


1 
vas wtfutin und wegen { Puldz <a ist uw (0) = u (1) = 0, 


‘ 


0 
also gewiB u(0) = u(1)-e*™, woraus die Darstellbarkeit von wu in der 
Form (2) folgt. — Der Operator A (e) hangt aber noch von der willkiirlichen 
Funktion «(¢) ab, er ist nicht eindeutig bestimmt. 


§ 4. 
Anwendbarkeit der formalen Stérungsrechnung. 


Wenn die Operatoren Ap, A,,... alle in demselben dichten Teilraum D 
erklart sind, A (e)u = Agu + eA,u +... fiir jedes u aus D ein regulires 
Element ist und wenn es in einem D enthaltenden Teilraum Y («) eine regulire 
selbstadjungierte Fortsetzung von A (e) gibt mit A (0) = Ag, dann gibt es 
nach Satz3 zu jedem isolierten A-fachen Eigenwert A, des ungestérten 
Cperators A, genau h regulire Eigenwerte des gestérten Operators und Ent- 
sprechendes gilt fiir die Eigenfunktionen. Zur numerischen Berechnung 
dieser gestérten Eigenwerte und Eigenfunktionen macht man den Ansatz 
A(e) =A teAy t+... ole) =P +eg~i+... und sucht A,,A,,...; 
?, ¢', ... 80 zu bestimmen, da8 die Gleichung 


(Ag + €4, +...) (GQ? +egi+...) =(Ag +4, +...) (g? + eg'+...) 
aufgefaBt als Gleichung zweier Potenzreihen in ¢ gliedweise erfiillt wird: 


Ayo? = og? 
(3) Ag! + Ae? = dog + Aig? 
Man will so schrittweise die einzelnen Naherungen A,, A,,...; 9°, g,... 


berechnen. Ist dieses Verfahren méglich? Im allgemeinen nicht ohne weiteres. 
Denn bereits die zweite der Gleichungen (3) hat im allgemeinen keinen Sinn, 
weil ja A, zunichst nur in D erklart war und es keine Fortsetzung von A, zu 
geben braucht derart, daB A, ¢ sinnvoll wire. Im Falle, da8 die Voraus- 
setzungen des Satzes 4 oder 5 erfiillt sind, tritt diese Schwierigkeit nicht ein, 
weil ja dann alle A, auf M, anwendbar sind, oder doch auf YM, eindeutig fort- 
gesetzt werden kénnen; hier darf die formale Stérungsrechnung unbedenklich 
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verwendet werden. Geniigt A(e) = A,+eA,+... nur den Voraus- 
setzungen des Satzes 6, so braucht A,, Ag, .. . nicht auf U, fortsetzbar zu sein 
und die Gleichungen (3) werden zunichst sinnlos. Falls die Voraussetzungen 
von Satz 6 erfiillt sind, kommt man aber durch eine formale Benutzung der 
Gleichungen (3) zu den richtigen Werten /,,...; g®. g',..., wenn man nur 
die formalen Resultate ,,richtig interpretiert. Um das einzusehen, denke 
man sich zunachst die Gleichung A (e) gy (¢) = A(e) p (e) ersetzt durch die 
Gleichung (A + £4, +...) (@ +e g'+...) =(@+1+A(e)) ¢ (6), wobei 
A = A,+ a+ 1 ist (vgl. Schritt I des Beweises von Satz 6) und bezeichne 
mit R die Reziproke von A. Dann wird (1 + eRA, + 2 RA, +...) 9 (e) 
=(a+1+A(e))Rp(e). Hier sind die Operatoren RA, aufzufassen als 
beschrankte symmetrische Operatoren in einem Teilraum © des Gesamt- 
raumes §, wobei als inneres Produkt [u,v] = (Awu,v) gesetzt werden muf 
(Schritt II des Beweises von Satz 6). Auf dieses Problem in 6 wende man in 
der iiblichen Weise die formale Stérungsrechnung an und hat hier nur de 
unwesentlichen Unterschied, da8 auf der rechten Seite an Stelle von ¢ (e) der 
Ausdruck R@(e) steht. Die Resultate fiir die einzelnen Naherungen sind 
formal dieselben, als wenn man direkt die Gleichungen (3) benutzen wiirde, 
die sich ja formal von den neuen Gleichungen nur durch die Multiplikation 
mit R unterscheiden. So bekommt man z. B. direkt aus der zweiten der 
Gleichungen (3) den Wert A, = (A, ¢, ¢), der zunichst-sinnlos ist, weil A, ¢® 
gar nicht erklart werden kann. Wihrend die auf die Gleichung 


(1+ eRA, +...) p(e) =(@+1+A(e) Rep (e) 


angewendete (exakte) Stérungsrechnung den Wert A, = [RA, 9°, ¢°) liefert. 
Man hat also (A, y®, y®) zu interpretieren als [R.A, ¢°, ¢°], was formal sofort 
einleuchtet, weil [u,v] = (Aw, v) ist. 


§ 5. 
Nicht regulire Operatoren mit reguliren Eigenwerten und Eigenfunktionen. 


Es sei g', g’,... ein vollstaindiges normiertes Orthogonalsystem des 
Hilbertschen Raumes §. Der Operator A, sei definiert durch Ay gy” = vq’, 
der Operator A, durch A, gy = vg’. Dann ist A, + ¢ A, erklart und 
symmetrisch in dem Raum & aller Elemente u = Jc, y’ mit 2 \c,®?#<o 


und 2 *|c,®? < oo und es ist (Ay + ¢A,) u fiir alle u aus YM ein regulares 
Element. Fiir ¢ + 0 ist (Ay + ¢ A,)u in &’ sogar selbstadjungiert. Seine 
Eigenfunktionen sind g!', g*,..., seine Eigenwerte A,(e) = » + ev 
(vy = 1, 2, ...). Obwohl also Eigenfunktionen und Eigenwerte von « regular 
analytisch abhaéngen (nimlich die gy” iiberhaupt nicht und die A, (e) linear), 
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ist Ay + eA, nicht regular im Sinne der Definition 2, wie immer man & (e) 
definieren wollte. Denn jedenfalls mu8 & (e) alle Eigenfunktionen gy” um- 
fassen, also wiirden die Eigenwerte A, (e) = »v + ev* auftreten. Jeder einzelne 
dieser Eigenwerte ist nun regular in «. Die Behauptung 1 von Satz 3 ist 
also erfiillt. Die Behauptung 2 aber nicht mehr. Danach miiBte namlich 
das Spektrum von A, + ¢A, in dem Intervall 1 —d, < <1 +d, (unter 
d,,d, zwei geniigend kleine positive Zahlen verstanden) fiir alle hinreichend 
kleinen |¢| genau aus dem Eigenwert 4, = 1 + ¢ bestehen. Tatsichlich 


aber liegen in diesem Interval! unendlich viele A,; man braucht nur ¢ = 4 — + 
zu wahlen, dann ist A, = 1. 
Hierher gehért auch die Wellengleichung des Zeemaneffektes : 
1 1 
A,u + eA, u = — (tee + Uyy + Uy.) — > U+e> (cu, — yus) = Au. 


Fiir « = 0 sind die Eigenfunktionen (des diskreten Spektrums) von der Form 


Unsim = fai (7) Gi,.m (8) e™*, 
n= 1,2,...,;3=0,1,....#—l;m=0, +1,..., +], 
wenn man Polatkoordinaten z = rcos pcos ?, y = rsin pcos #,z= r sind 
zugrunde legt. Die (ungestérten) Eigenwerte sind 
1 
Anim = — T_ar n=1,2,.... 


Wegen xu, — yu, = u, lassen sich auch die gestérten Kigenfunktionen 
und Eigenwerte sofort angeben. Die Eigenfunktionen bieiben unveriandert. 
Die gestérten Eigenwerte werden 
Ansim (2) = Anum + 8m = — Zaz t em. 

Wieder sind also Eigenfunktionen und Kigenwerte des gestérten Operators, 
jeder fiir sich genommen, regulire Funktionen von e. Aber auch hier ist 
die Behauptung 2 des Satzes 3 nicht erfiillt. Greift man etwa den ersten 
Eigenwert A, = — } heraus, so ist auch A, («) = — }. Behauptung 2 besagt 
dann, daB es ein d > 0 und ein g > 0 derart gibt, daB fiir alle |e| < 9 im 
Intervall —}—d<yw<-—}+d das Spektrum von A, + A, genau 


aus A = — } bestande. Das ist aber nicht der Fall. Denn zu diesem Spektrum 


gehéren gewiB alle Zahlen pv, = +e(mn —1), wobei n alle ganzen 


l 
-in 
positiven Zahlen durchlaufen kann. Unendlich viele von diesen Zahlen yu, 
liegen im Intervali --}—d<yw<—}+d, auch wenn man |{e| <o@ 
verlangt. Man braucht bloB e = ( a -- 4) ° —+ zu setzen und n geniigend 
groB zu wihlen. AuBerdem reicht das gestérte Spektrum bis — o. Der zur 
Wellengleichung des Zeemaneffektes gehérige Operator ist also kein regulirer 


Operator. 


(Eingegangen am 6. 10. 1938.) 














On the vertices of an oval. 
Von 


Chieh-Fan Yii in Kunming (Yiinnan, China). 


By a vertex of an oval we mean a point on the oval where the radius of cur- 
vature is extremum. That an oval has at least four vertices is known as the 
Four-Vertex Theorem. Let L denote the perimeter of the oval. A maximum 


of the radius of curvature which is greater than =~ shall be called a primary 
maximum; a minimum less than —, a primary minimum. A point of an oval 
at which the radius of curvature is a primary maximum or primary minimum 
is called a primary vertex. A point where the radius of curvature takes the 


value ra shall be called a mean point of the oval'). 


In this note we propose to establish a general theorem about the number 
of the primary vertices and the mean points of an oval of a certain class 
without the assumption of the differentiability of the radius of curvature. 
The method used is an extension of Graustein’s method’). 

Let o denote the angle made by the positive tangent at a point of an 
oval with a fixed directed straight line, and let the radius of curvature 
o(¢~) (= 0) be a continuous function of gp defined in the interval (0, 2 z). 
The Fourier coefficients of @ (gy) are 


1 L 
a, = 2 | o(o)ae =<, 
0 
22 
1 
a, = = | e(pycos npag, 
a (n = 1,2,3,...) 
1 ' 
b, = = { e(p)sinng de. 
0 


We say that an oval is of class n if @,, by; @g, bg; .. .; @, 5, all vanish, but 
4n41, On+3, do not both vanish. 


1) Cf. W. C. Graustein, A new form of the Four-Vertex Theorem, Monatshefte 
far Mathematik und Physik 43 (1936), S. 381—384. 
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The function 
L 
(1) F (9) = e(9) — 5 


is continuous and of period 2 a. From the relation 
2 
(2) [ Fip)dg =0 


it follows that F (m) changes signs at least two times in the interval (0, 2 2) 
and, therefore, that it takes at least one positive maximum and one negative 
minimum and at least two zeros. 0() has then at least one maximum greater 
than 2. and one minimum less than 2. and takes the value fa at least 

22 22 22 
two times. But the class of any oval is at least 1, that is to say, for any oval 
there always exist the relations?) 

82 

a, = 3] o(y) cos pdp = 0, 

x |e 
(3) he 


,=- = | o(o) sin pdy = 0, 





0 


which gives 


22 
| { F (¢) cos p dp = 0, 
(4) | 


{ F(9) sin gdp = 0. 


Combining (2) and (4), we have 
22 


| F (gp) cos @ sin’ gdy = 0, (p>, q => 0 integers, p+ 9g <1), 
and therefore 
22 
(5) | F (9) P, (cos 9, sin y) dp = 0, 
0 
where P, (cos @, sin @) is a linear form of cos and sin » with constant 
coefficients. 
If, moreover, 
=G,=...=6 


ee ) 


: | a, 
(6 
, b, = 0, 


1b, = b=... 


*) Blaschke, Kreis und Kugel (Leipzig 1916), S. 160—161. 
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then 
22 
(7) | F(g) cos» psin’pdgy =0, (p=0, q>0 integers, p + <n; n=1,2,3,...). 


For it is well known that every product cos ?g sin %y (p + q SS) is a linear 
combination with constant coefficients of cosig, sinigy (Oi Sn), and 
so the integral (7) is a linear combination of ap, a,,b, (lin). 

From (7) we obtain 


22 
(8) [ F(g) PO P®... PO dy = 


where P* denotes a liriear form of cos g and sin @ with constant coefficients. 

Now, suppose that an oval of class n has only 2 » primary vertices and 
2 mean points, so that F (g) has only n positive maxima, » negative minima 
and 2 ” points where F (q) changes sign. Let 9,, Po, .--, Pon—1, Pon be the 
values of g corresponding to these points, successively. Let 


Pw = cos (9 _ Par =p) a os (“#4 —Fe8=1), 


In the interval (0, 2 2) this function changes sign at the two points .,_ 1. Pox- 
Therefore 


F- PY P? ie - 


does not change sign at all in (0, 2 2), which contradicts (8). 

Thus we have proved the 

Theorem. An oval of class n (n = 1,2,3,...) has at least 2n-}+2 
mean points and also at least 2 +2 primary vertices. 

The case when » = | is shown by Hayashi), Siiss*) and Graustein’). 
In the case when » = 2 Ganapathi has given a proof under the assumption 
of the continuity of the derivative of the curvature ®). 

It should be noted that our method of reasoning on equation (8) differs 
only in detail from a demonstration by Hurwitz in his paper on the Fourier 
coefficients of an integrable function’). 


’) T. Hayashi, Some geometrical applications of the Fourier series, Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo 50 (1926), S. 96—102. 

*) W. Sass, Uber Kriimmungseigenschaften im GroBen von Eilinien und Eiflachen. 
Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Mathematisch- 
naturwissenschaftliche Klasse 1935, Nr. 4, S. 5—6. 

5) W. C. Graustein, 1. c. 

*) P. Ganapathi, On a certain class of ovals, Math. Zeitschr. 38 (1934), S. 687—688. 

7) A. Hurwitz, Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen, 
Math. Annalen 57 (1903), S. 442—444. 


(Eingegangen am 18. 6. 1938.) 











Oberflichenintegral 
und Stokes-Formel im gewéhnlichen Raume’*). 


(Integralgeometrie 29.) 
Von 


Wilhelm Maak in Heidelberg. 


Das Oberflaichenintegral fiir krumme Flichen im Raume ist nicht ganz 
leicht zu definieren. Im allgemeinen erklirt man 


(1) J aeadaaday + ag, deydz, + ay,dx, day 


folgendermaBen. Es sei df ein Parallelogramm. Die Projektionen von df in 
den drei Koordinatenrichtungen seien dz, d2,,d2,d2,,d2,dz,. Fiir jedes df 
aa: man @ = Gg,42,d7, + ay, d2, dz, + a,,d2, 424. 

Man versuche nun, die krumme Flache F méglichst gut durch unendlichkleine, 
in F gelegene Flachenelemente df auszuschépfen und summiere die ent- 
sprechenden w-Werte. Das Resultat nennt man Integral von  iiber F. 

Die Schwierigkeit bei dieser Definition von (1) liegt in den Worten ,,un- 
endlichkleine, in F gelegene Flaichenelemente“. Es ist unmédglich, diesen 
Begriffen eine exakte mathematische Bedeutung zu geben, ohne daB man iiber 
die Flache F strenge Voraussetzungen macht. Zumindest mu8 man annehmen, 
daB F eine differenzierbare Parameterdarstellung besitzt?). 

Ich werde fiir das Integra] (1) eine neue Definition geben, bei der ich die 
kritischen Worte vermeiden werde. Es sei df ein Quadrat vom Inhalt 1. 
Wieder bilde ich den entsprechenden w-Wert. Das Integral aber erklare ich 
nun als Summe der w-Werte, erstreckt iiber alle Quadrate df, deren eine 
Ecke auf F liegt. Die Quadrate selber kénnen véllig willkiirliche Richtung 
haben. Die Summation fiihrt man folgendermaBen durch. Es sei g eine 
Gerade im Raume. Sie hat mit F im allgemeinen nur endlichviel Punkte 
gemein. In jedem dieser Punkte bilde ich das zu g senkrechte Quadrat df 
und summiere die entsprechenden w-Werte. Das Resultat hangt von g ab. 
Das iiber alle Geraden erstreckte Integral dieser Funktion erklire ich als 
Integral von  tiber F. So ersetze ich das schwierige zweifache Integral im 
Raume durch ein Geradenintegral. Dies kann man auffassen als ein Volumen- 


*) Dis. 
1) Courant, Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung II, Beriin 1929, 
8. 203ff., 231f., 259ff. 
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integral im 4-dimensionalen Raume. Und Volumenintegrale kann man leicht 
behandeln, auch wenn die Dimension gro ist, wie in unserem Falle. 

Weil wir nirgends von Flachenelementen gesprochen haben, die in F 
liegen, kénnen wir auf Voraussetzungen iiber F beziiglich Parameterdarstellung 
und Differenzierbarkeit verzichten. Es geniigt im wesentlichen anzunehmen, 
da8 F mit fast jeder Geraden nur endlichviele Punkte gemein hat. 

Will man eine Strémung durch eine Flache beschreiben, so pflegt man 
meist die Normalkomponente der Strémung durch die Punkte der Fliche F 
angugeben. Wenn die Flache aber keine Tangentialebene besitzt, so geht das 
nicht. Will man die Gesamtstrémung durch die Flache bestimmen, so 
integriert man die Normalkomponente der Strémung iiber die ganze Fliche. 
Wenn man die Normalkomponente nicht bestimmen kann, so kann man mit 
dieser Methode auch nicht die Gesamtstrémung bestimmen, obwohl sie doch 
sicher existiert. 

In unserer neuen Integraldefinition werden bei der Integration nicht nur 
die Normalkomponenten, sondern auch alle anderen beriicksichtigt. Daher 
schadet es nicht, wenn die Normalkomponente nicht existiert. Man kann das 
Integral trotzdem ausfiihren, speziell lat sich stets die Gesamtstrémung als 
Flachenintegral angeben, wenn die Flache auch nirgends eine Tangentialebene 
besitzt. 

Natiirlich mu8 man verlangen, da8 in den Fallen, in denen unsere Fliche 
eine differenzierbare Parameterdarstellung wirklich besitzt, die neue Integral- 
definition fiir (1) denselben Wert ergibt wie die iibliche Definition. Z. B. muB 
sich fiir die Gesamtstrémung beidemal derselbe Wert ergeben. DaB letzteres 
tatsichlich der Fall ist, kann man sich folgendermaBen plausibel machen. Die 
Integration iiber alle Quadrate df in der neuen Definition fiihre ich in zwei 
Schritten aus, zundchst integriere ich iiber alle df mit einer Ecke im Punkte P 
auf F, und dann integriere ich das Resultat iiber alle Punkte der Fliache. 
Man sieht leicht, daB das Ergebnis der ersten Integration gerade die Normal- 
komponente der Strémung in diesem Punkte der Fliche sein wird. So wird 
verstindlich, mwiefern unser neuer Integralbegriff eine Verallgemeinerung 
des alten ist. Auf eine genaue Durchfiihrung der angedeuteten Uberlegungen 
will ich verzichten. 

Ich werde statt dessen die Brauchbarkeit des neuen Integralbegriffes 
dadurch aufzeigen, daB ich eine wichtige Eigenschaft des Flachenintegrals auch 
fiir unser neues Integral nachweise. Es gilt nimlich der Satz von Stokes. 
Sei F eine Fliche mit dem Rand Rd F. Dann ist 


(2) pe Ads = Jrot wat, 


Das Flachenintegral iiber F ist also gleich einem gewissen anderen Integral 
iiber den Rand von F. 
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Ich habe die Darstellung so eingerichtet, daB es klar ist, wie man die ge- 
samte Theorie auch auf den n-dimensionalen Raum iibertragen kann. Eine 
eingehendere Untersuchung der Flachenintegrale im n-dimensionalen Raum 
beabsichtige ich in einer spiteren erginzenden Note nachzutragen. Durch 
die Beschrinkung auf den 3-dimensionalen Raum ergeben sich einige wesent- 
liche Vereinfachungen, so da8 die urspriinglichen Gedanken klarer zutage 
treten. 

Es gibt viele Versuche, fiir Flichenintegrale neue Definitionen anzugeben. 
Die. von Carathéodory geschaffene Theorie des FlichenmaBes steht in keiner 
unmittelbaren Beziehung zu meiner Definition®); denn die Carathéodorysche 
Theorie handelt ganz abstrakt von méglichen FlachenmaBen, wahrend ich 
ein ganz bestimmtes Flachenma8 und -mtegral betrachte, das sich vielleicht 
dadurch auszeichnet, da8 die allgemeine Stokes-Formel (2) Giiltigkeit hat. 
Die Flachen, fiir die bewiesen ist, daB es nur ein Flichenma® fiir sie gibt, 
geniigen gewissen Differenzierbarkeitsbedingungen, von denen ich meinen 
Integralbegriff gern unabhingig machen méchte *). 


Die Theorie der GeradenmafSe spielt in meiner Arbeit eine grundlegende 
Rolle. Uber invariante MaBe in Raiumen mit transitiver Transformations- 
gruppe sind in neuerer Zeit mehrere Abhandlungen erschienen, deren Er- 
gebnisse ich wesentlich benutze. Um die Flichenintegrale iiberhaupt definieren 
zu kénnen, benétige ich die Tatsache der Existenz invarianter MaBe *). Um 
die Stokes-Formel] beweisen zu kénnen, mu8 man wissen, da8 das Ma8 durch 
seine Invarianzeigenschaft eindeutig bestimmt ist®). Weil es also nur ein 
Geradenma8 und folglich auch nur ein ,,Geradenintegral“ gibt, kann man 
leicht zeigen, daB die beiden Integrale in (2) nur verschiedene Ausdriicke fiir 
ein und dasselbe Geradenintegrai sind. 


Um die vorliegende Abhandlung unabhingig lesbar zu machen, habe ich 
in den ersten zwei Paragraphen diejenigen Begriffe und Hilfsmittel zusammen- 
gestellt und beschrieben, die ich eigentlich als bekannt voraussetzen méchte. 

*) Carathéodory, Uber das lineare Ma8 von Punktmengen, eine Verallgemeinerung 
des Langenbegriffes, Géttinger Nachrichten 1914. 

5) Kolmogoroff, Math. Annalen, 107 (1933), Der Begriff ,,dehnungslos, den 
Kolmogoroff verwendet, bedeutet etwas Ahnliches wie differenzierbar. Siehe auch 
Kapitel V: Area of a surface z = F(z, y) in dem Buche von Saks, Theory of the 
Integral, Warszawa-Lwow 1937. Hier findet man auch viele Literaturangaben. 

*) Haar, Der MaBGbegriff in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Ann. of 
Math. (2), 34 (1933). Fiir unsere Zwecke besonders: Banach, On Haar’s measure, 
in dem Lehrbuch von Saks‘). 

5) v. Neumann, The uniqueness of Haar’s measure. Recueil Math. 1 (1936), p. 43. 
A. Weil, L’intégration dans les groupes topologiques (im Druck). Fiir unsere Zwecke 
besonders: Kakutani, On the uniqueness of Haar’s Measure, Proc. Imp. Acad. Tokyo 
XIV, 1938. 
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In § 3 wird ein neuer Flachenbegriff eingefiihrt, der unserer Integraldefinition 
ganz besonders angepaBt ist. Der neue Integralbegriff wird in § 4 genauer 
behandelt, und in § 5 findet man den Beweis der allgemeinen Stokes-Formel 
angedeutet; der Beweis der Stokes-Formel im gewéhnlichen Raume dagegen 
wird auch in Einzelheiten durchgefiihrt. 


§ 1. 
Alternierende Differentialformen. 


Die Theorie der p-fachen Integrale im R* ist untrennbar verkniipft mit 
dem Begriff der alternierenden Differentialform *). Unter einer homogenen 


Differentialform p-ten Grades (p-Form) im R* versteht man einen Ausdruck 
der Gestalt 


w= FS a4..4 by. dm, 
4 -sat ml 

Darin sind die a, tl gewisse Funktionen des Ortes im R* und die dz, 
sind Symbole, fiir die folgende ,,alternierende Regel“ gilt 
(1) dz,dx, = —dz,dz,. 
Speziell soll da,dz, = — da,dz, = 0 sein. 

Im Bereich dieser Formen definiert man folgendermaBen einen Dif- 
ferentiationsprozeB ,,d“. Ist a eine Ortsfunktion, so setzt man 


(2) da = Fn am. 


i=1 


Unter Benutzung dieser Abkiirzung da kann man das Differential von w? 
folgendermaBen erkliren 


dw? as 2m reoby dx;, eee dx... 
Darin soll also fiirda, ty der Ausdruck (2) eingesetzt werden, das Ergebnis 


kann unter Beriicksichtigung von (1) nach den gewéhnlichen Rechenregeln 
zusammengefaBt und vereinfacht werden. 


AuBer der 0-Form, d. i. eine gewéhnliche Funktion, gibt es im R' nur die 
Form 


ow = adz, 
im R* gibt es die Formen 
w! = a, dz, + a,d Zz, 
w* = adz,dz, 


6) Eingehende Darstellung z. B. Kahler, Systeme von Differentialgleichungen, 
Leipzig und Berlin 1934, Kapitel I. 
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und im FR 
w' = a, dz, + a,d7, + a,dZz, 
w* = a,,42,d2, + 4,,d2,d2, + a,,d2, a2, 
o® = adz,dz,dz3. 

Die Form w' im R?* hat folgendes Differential 


(3) dow' = (52 _ Fat) dad ay 
Entsprechend berechnen wir die Differentiale der Formen w! und w* im R* 
be? = (522 - Fat) daydxy 4 (5a ns pat) dasdz, 
+ 5 ~ pat) d yd ty 
(4) da? = (oe a a2 +. “| dadadz,, 


Man fiihrt in der Integralrechnung im allgemeinen die folgenden Ab- 
kiirzungen ein. Man setzt im R? 


A = {a,, a3}, 
rot XY = ie _ a , 
ds = {dz,,dz,}, 
df =dz,dz,. 
So schreibt sich dann 
(5) wo! = Uds, 
daw" = rot A df. 


Entsprechend setzt man im R® 


= {a,, a, a3}, 
en Be a) Gs, ox) In Bm 
Ox, 
ds = {dz,,dz,, dz;}, 
df = {dz,dz,, dz,dz,, dz, dz}, 
dv = dz, dz, dy. 
Dann ergibt sich im R* 
= Uds, 
do = rot U df, 
= Udf, 
dw* = div Udv. 


(6) 
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Wir haben dabei df als Vektor gedeutet; das geht nur zufallig, weil wir uns 
im R* befinden. Im R* gibt es nicht etwa nur 4, sondern 6 Differentiale 
zweiten Grades. Kigentlich ist df ein 2-Vektor; dasselbe gilt von rot &. 


Ein p-Vektor im R* ist ein geordnetes p-Tupel v’ von p Vektoren 
v, = {%1, .--, Ma} Die (") Unterdeterminanten von (v;,) mit p Zeilen 
bezeichne ich mit 


(7) day, day ...dzy. 


Darin sollen die Ziffern 1, die Nummern der aus (v,,) ausgewahlten Spalten be- 
deuten, und die Anordnung der dz, gibt die Anordnung dieser Spalten in der 
Determinante. Die Determinanten (7) heiBen die Komponenten von p’. 
Zwei p-Vektoren heiBen gleich, wenn sie dieselben Komponenten haben. 
Indem man die Differentiale einer p-Form als Komponenten eines p-Vektors 
deutet 
da,,...d%, = day... dz’, 

kann man jede p-Form w” als eine Funktion von p-Vektoren auffassen. Im 
dreidimensionalen Raume R* hat jeder 2-Vektor grad 3 Komponenten, deshalb 
wird er oft wieder wie ein einfacher Vektor angesehen. Man wird aber damit 
seinem Charakter nicht gerecht (vgl. vorigen Absatz). Zwei solche 2-Vektoren 
vp? = {v,, 0} sind gleich, wenn die ,, v, in beiden Fallen dieselbe Ebene auf- 
spannen und in dieser Ebene ein Parallelogramm angeben, da8 beidemal 
denselben Inhalt hat und gleich orientiert ist. 

Wir benétigen spiter einige jetzt herzuleitende Formeln. Die Deter- 
minante dz’ dz” kann man nach der ersten Spalte entwickeln und erhilt 


a dae = dat .dat? —dat?-dz}', 
setzt man dies in (3) ein, so ergibt sich 


2 2 
dat = >” Cerda da — >’ OO J da? 
8 x; 7 9% 


i,k=1 


Setzen wir nun noch 


2 
da 
da” = dante 1 = 1,2, 
so ergibt sich 
2 2 
(8) do! = ) day dat — day dat’. 


k=1 k=1 
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Ganz genau so erhalt man im R® 


8 3 
(9) do = S'day'day — D’ dap dat, 
r=1 k= 
Ein 3-Vektor vp? = {v,, D9, 03} im R* hat nur eine Komponente dz?’ dz?" dz®’. 
Man kann diese Determinante wieder nach der ersten Spalte entwickeln. 
Dabei treten die Komponenten gewisser 2-Vektoren auf. Ich nenne die drei 
2-Vektoren etwa 


v; = {D2, D3}, 
Dy = {05, Dj}, 
DS = {v,, Da}. 


Dann gilt 
da? day’ day = da" dat da + dada dz + dada? de®, 
Unter Benutzung dieser und abnlicher Formeln erhalt man 


(10) da’ = s daid2™ da + y dada da® 
i,k=1 i,k=1 
3 2 3 
‘. & dade d zis. 
Entsprechende Formeln kénnten ohne Schwierigkeiten auch fiir den R” 
hergeleitet werden. 

Ich méchte iiber p-Vektoren noch einiges Erginzendes bemerken. Die 
Vektoren v, mit i = 1, ...,  seien eine orthogonal normierte Basis des R". 
Thre Anordnung bzw. ihre Vorzeichen bestimmen die Orientierung des R*. 
Die » Vektoren v, bilden einen n-Vektor v", dessen einzige Komponente + 1 
oder — 1 ist. Bei Umorientierung des R" geht v* in — v" iiber. Wir denken 
uns in Zukunft den R* durch Angabe des pv” orientiert. 

Es sei ein p-Vektor po” = {p,, ..., v,} gegeben. Fiir die v, gelte 


(11) DD, = bj». 


Der R* sei orientiert. Dann nennen wir einen (m — p)-Vektor w"~” zu v? 


komplementdr, wenn fiir seine n — p Vektoren w,, ..., Wa_» gilt 


WW, = Ox, 
vw, = 0 
und 
Ce, os xy Mes Dye ss Me =O. 


Genau wie man den R* durch Angabe eines n-Vektors bestimmen kann, 
so kann man einen linearen Teilraum [” der Dimension p durch einen p-Vektor 
vp? = (v,, ..., D,) bestimmen, wobei fiir die v, Gleichung (11) gelte. Der zu 
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|” komplementire (n — p)-Vektor w"~ ” ist derselbe, wie der zu v? komple- 
mentire. Statt durch pv? kénnte man [? auch durch w"~” geben. Das ist 
manchmal von Vorteil. 


§ 2. 
Geraden- und EbenenmaBe. 
Eine Bewegung B im R" kann man sich gegeben denken durch eine 
Drehung D um einen Punkt P und eine darauffolgende Translation t. Ist 
ein Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt P fest vorgegeben, so kann 


die Drehung durch eine Matrix und die Translation durch einen Vektor ge- 
geben werden: 


D = (d,,), i,k=1,...,%, 
t = {t,}, +=1,...,%. 
Es seien nun zwei Bewegungen B’ und B” gegeben, die entsprechenden 


Drehungen und Translationen seien D’ und t’ bzw. D” und t”. Es soll der 
Abstand | B’, B’| erklirt werden. Wir setzen 


|B’, B’| = + VO \dix — dG.P + 2 \ti — GP. 

Man sieht, daB dieser Abstand alle gewéhnlichen Eigenschaften ’) hat: 

|B’, B’| = |B’, B| =0. 
Aus |B’, B’| = 0 folgt B’ = B”’ 

| B’, B" | + | BY, B"| => | B’, B"’ |. 
Er ist auch invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems um P 
wie sofort aus dem Begriff der Drehung folgt. Andert man aber den Punkt P 
so andert sich der Abstand. Der Raum der Bewegungen als Ganzes geht in 
einen topologisch fquivalenten iiber. Es sei |B’, B’|,, der Abstand von 


B’, BY beziiglich P, und j B’, B’|,, der Abstand beziiglich P,. Wir miissen 
nun zeigen, zu jedem e gibt es ein 6, so daB aus 


|B, B’ |, <6 





folgt 
|B’, B’ |p, <e. 
Das aber weist man fiir feste Punkte P, und P, sofort nach. 
Durch unsere Abstandsdefinition ist die Gruppe der Bewegungen zu einem 
metrischen Raume geworden. Dieser Raum ist separabel und lokal(bi)kom- 


pakt. 


7) Die im folgenden auftretenden Begriffe der mengentheoretischen Topologie 
findet man z. B. in dem Topologielebrbuch von Alexandroff-Hopf erklart (Bd. 1, 
Berlin 1935). 

Mathematische Annalen. 116. 38 
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Unter einer p-Ebene |? verstehen wir einen p-dimensionalen Unterraum 
im R". Durch die Bewegungen werden alle!” untereinander transitiv vertauscht. 
Als e-Umgebung U, (I?) einer p-Ebene If bezeichne ich die Menge aller 
p-Ebenen 1”, die aus {} durch Anwendung einer Bewegung B hervorgehen 
mit |1,B| =|B\|<e. Dabei ist natiirlich an ein festes, aber beliebiges 
Koordinatensystem gedacht. Durch diese Festsetzung wird die Menge aller 
p-Ebenen zu einem Umgebungsraum E?. Ubergang im R* zu einem neuen 
Koordinatensystem bedeutet fiir unsere p-Ebenen Ubergang zu einem aqui- 
valenten Umgebungsbegriff, ist also im Grunde bedeutungslos. Man erkennt 
sofort, daB der Raum der p-Ebenen E” wieder separabel ist, weil die Be- 
wegungsgruppe separabel ist. 

Eine Menge M? von p-Ebenen heift offen, wenn sie mit jeder [? eine 
ganze Umgebung JU, (I?) enthalt. Die kleinste additive Mengenklasse °). 
die alle offenen Mengen enthalt, heiBt die Borel-Klasse B? (im Raume 
der p-Ebenen). Die Mengen aus B’ heiBen Borel-Mengen. Jeder Borel-Menge 
MP? sei eine nicht negative Zahl wu” (M”) zugeordnet, diese Mengenfunktion 
heiBt ein Borel-MaB, wenn gilt 


I 0< wu? (M?)< @ 
fiir jede offene, kompakte Menge M’, und. 


1 w( 6 (M?)) = F(a?) wenn 9 (Mz, Mi) = 0 fir i +k. 


Wenn yp? ein Borel-Ma8 oder kurz Maf ist, so ist auch Cy? ein Ma8, wenn C 
eine feste Zahl ist mit 0 < C < o. Zwei MaBe, die sich nur um einen solchen 
Faktor C unterscheiden, nenne ich gleich. 

Wenn eine Menge M! durch Bewegung in eine Menge M” iibergeht, so 
heiBen M? und M? kongruent. Falls fiir kongruente Mengen stets gilt 


Ifl Hw? (Mf) = vu? (M?), 


so heiBt u? invariant, oder speziell bewegungsinvariant. Uber invariante MaBe 
in Umgebungsraiumen haben in neuester Zeit verschiedene Verfasser folgenden, 
fiir die in vorliegender Abhandlung verfolgten Ziele grundlegenden Satz 
bewiesen: Ist in einem Raume eine lokalbikompakte, transitive Gruppe von 
Transformationen gegeben, so gibt es in diesem Raume ein *) und nur ein ®) 
gegeniiber dieser Gruppe invariantes MaB. 

Wenden wir dies Ergebnis auf unsere p-Ebenen an, so erhalten wir den 
Satz: Es gibt fiir p-Ebenen ein und nur ein bewegungsinvariantes Ma, welches 
wir (wie oben) mit ~” bezeichnen. Dieses MaB kann noch normiert werden, 


8) Die im folgenden auftretenden maBtheoretischen Begriffe und Lehrsitze findet 
man z. B. in dem Integrallehrbuch von Saks erklart*). 
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d. h. man kann verlangen, daB fiir eine gewisse offene, kompakte Menge M? 
gilt 
yu? (M?) = 1. 


Dieses so erklirte MaB »” kann man auch rechnerisch explizit angeben. 
Man lese dariiberin dem Buche von W. Blaschke, Integralgeometrie I, nach °). 
Die dort angegebenen MaBe bzw. Dichten fiir p-Ebenenmengen sind, wie aus- 
driicklich gezeigt wird, bewegungsinvariant, und wegen des Eindeutigkeits- 
satzes miissen sie also mit dem von uns abstrakt eingefiihrten MaB iiberein- 
stimmen. So kann man z. B. in der Ebene jeder Geraden g' einer Menge M? 
von Geraden die Koordinate z des Schnittpunktes von g! mit der z-Achse 
und ihren Winkel @ mit derselben Achse zuordnen. Das Ma8 von M? ist dann 


(1) 2 (M) = {sin pdadg. 


Ich werde noch weitere wichtige Anwendungen speziell des Eindeutigkeits- 
satzes bringen. 

Statt einzelner p-Ebenen betrachten wir jetzt fiir festes p und g Paare I?, I¢, 
fiir die wir schreiben I? x I*. Die Menge aller Paare I? x I*mitl? C M? und!’ c M’? 
nennen wir M?x M*. So bedeutet E”x E* die Menge aller Paare iiberhaupt. 
Als e-Umgebung von [?xI* definieren wir die Menge U, (I?)xU,(I%). So 
wird E?x E* zu einem Umgebungsraum. Wir bezeichnen mit B’x Bt 
die kleinste additive Mengenklasse, die alle Mengen der Gestalt M?x M¢ 
enthilt, wobei M? C B” und M*c Be. Es enthilt also B’x B* speziell 
alle Umgebungen JU, (1?)x U, (I). Weil EH” und E* separabel sind, ist auch 
E? x E% separabel. Deshalb enthalt B’ x B* alle offenen Mengen, 
und weil B’x B* eine additive Klasse ist, enthalt sie auch die Borel- 
Klasse B” *, die wieder definiert ist als die kleinste additive Klasse iiber 
allen offenen Mengen. 


(2) Bec Rx Be, 
Es sei nunr = p+q-—n. Jeder Borel-Menge M’ C B’ von r-Ebenen I’ 
ordne ich nun alle Paare [?x1* zu, fiir die gilt 


® (I, 1) = CM’, 


Die Menge aller dieser Paare soll M”’ heiBen. Offenbar gibt es zu jedem 
x mit D(%,%) = und ma jedem ¢ > 0 ein 4, so daB fiir alle 
?xi¢ CU, (%)x 0, (18) gilt 

D (Ir, @) = I cU, (lf). 


%) Ermittlung der Dichten fir lineare Unterréume im Z,. Actualités scientifiques 
ét industrielles 252, Paris 1935. 
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Deshalb gehért zu jeder offenen Menge M’ eine offene Menge M”’ und 
folglich zu jeder Borel-Menge M’ eine Borel-Menge M”’. 


Mp.¢@ € Bp.¢, 


Der Satz von Fubini*) gestattet es, in EH? x E* ein Ma8 und Integral 
zu definieren. Beziiglich dieses MaBes, das wir u”’ nennen wollen, sind alle 
Mengen aus PB” x Bt meBbar, folglich ist es wegen (2) ein Borel-Ma8 und 
alle Mengen M”* sind meBbar. Es besteht nun die Méglichkeit, fiir M* 
mit Hilfe von u”’ ein Ma8 zu erkliren. Man setze nimlich 


ow’ (M") = wre (M 9). 


Weil dies MaB bewegungsinvariant ist, folgt sofort, daB es das gewéhnliche 
eindeutig bestimmte Ma8 von r-Ebenen sein muB. 

Das MaB uw” * (M”*) kann man nach Fubini berechnen, indem man bei 
festem I? das MaB y* aller [* bestimmt, fiir die ?xI*¢M”*. Das Ergebnis 
ist eine integrable Funktion von [? und ihr Integra] ist ~”’. Infolge des 
Eindeutigkeitssatzes kann man yp‘ deuten als MaB aller [’ aus M’, die in 
enthalten sind. Deshalb kénnen wir folgendes Ergebnis formulieren: Das 
Maf einer Menge von r-Ebenen \' erhilt man, indem man zunichst das Maf 
aller \" in einer p-Ebene |” mit p >r bestimmt und das Resultat iiber alle 
p-Ebenen integriert. 

Es sei f (I") eine (Borelsch) integrable Funktion der r-Ebenen. Dem soeben 
forraulierten Satze iiber Ma8e entspricht das folgende Integraltheorem, das 
man ebenfalls aus dem. Satz von Fubini folgert. 


(3) fim=f f f@. 
r 1p r cr 

Im Grunde wichtig sind fiir unsere Zwecke die hergeleiteten Satze nur, 
roweit sie sich auf den gewéhnlichen Raum oder die Ebene beziehen. Ich will 
diese Fille besonders aufzihlen. Im Anfang des Paragraphen haben wir 
Existenz und eindeutige Bestimmtheit des Punkt-, Geraden- und Ebenen- 
naBes besprochen: némlich Punkt p®, Gerade g' und Ebene e? sind nur 
andere Bezeichnungen fiir 0-Ebene, 1-Ebene und 2-Ebene. 

Man kann in der Ebene eine Punktfunktion f (p®) integrieren, indem man 
zundchst iiber alle p® auf einer Geraden g' integriert und das Resultat iiber 
alle g' integriert. 

(4) {f@>=f J fe. 

p° a pC 
Eine genau gleichlautende Rechenregel gilt im Raume. AuBerdem folgt 
aus (3) im Raume noch eine Formel iiber Funktionen /(g") von Geraden: 
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Das Integral von /(g") kann man bestimmen, indem man erst iiber alle g? 
in einer Ebene e? und dann iiber alle e? integriert. 


(5) fi@)=f f f@. 
qi 


e2 q' ce 


§ 3. 
Flichen und Kurven. 


Ich habe die Absicht, eine Definition fiir Oberflichenintegrale zu geben, 
die sich dadurch auszeichnet, da8 sie fiir besonders allgemeine Flachen an- 
wendbar ist. Diesen Flichenbegriff werden wir jetzt einfiihren und naher be- 
handeln, soweit es fiir unsere Zwecke notwendig ist. 

M" sei eine beliebige Menge im R", deren Rand Rad M" die Eigenscha‘ 
hat, daB fast jede Gerade [ nur isolierte Punkte mit Ra M" gemein hat. Eine 
solche Menge heiBe eine Menge der Stufe n. Auf Rd MN" kann man den Abstands- 
begriff aus R” verwenden, um Rd M" zu einem Umgebungsraum zu machen. 
Es sei I"-1 eine Teilmenge von Ra M". Wenn beziiglich dieses Umgebungs- 
begriffes auf Rd Mi" die Menge M”"-* einen Ra M"—* besitzt mit der Eigen- 
schaft, daB fast jede Ebene I? mit Rd M"~* nur isolierte Punkte gemein hat, 
so heibt M"-1 eine Menge der Stufe m—1. Auf Rd M"-! kann man nun 
wieder den gewéhnlichen Umgebungsbegriff des R" verwenden, um fiir Teil- 
mengen I"*-? von Rd M"-* einen Rand Rd M"-? zu erkliren. Wenn dieser 
mit fast jedem [* nur isolierte Punkte gemein hat, so heiBt M"-? eine Menge 
der Stufe n — 2. So kann man fortfahren und erhilt allgemein den Begriff 
Menge IM” von der Stufe p. Zur Bestimmung von M?” gehért die Angabe 
simtlicher Stufen M? mit p= q Sn”). 


Eine Menge M° der Stufe 0 ist stets eine Menge von isolierten Punkten. 
Im R' mu8 man zur Bestimmung von M®° die zugehérige erste Stufe PP 
angeben. I! besteht aus endlich oder abzaihlbar unendlichvielen kleinen 
Strecken, und IM®° sind gewisse ihrer Anfangs- und Endpunkte. 


Im R? werde ich eine Menge der Stufe 2 haufig als Flaichenstiick 
bezeichnen. Eine Teilmenge auf Rd %* der Stufe 1 werde ich Kurve 
nennen. Zur Festlegung von S! gehért die Angabe von §. 


Im R® nenne ich eine Menge der Stufe 3 auch kurz Volumen %*. Eine 
Menge der Stufe 2 heiBe Flaiche %, eine Menge der Stufe 1 heiBe Kurve §'. 


1°) Der obere Index bei Mengen bedeutet im allgemeinen die Stufe oder, wenn 
man will, die Dimension der Menge. Ich bezeichne itibrigens auch oft die Mengen 
selber als Stufen. 
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Die Kurve &! ist Rand einer Fliche ¥, die ihrerseits wieder Teil des Randes 
eines Volumens ist. 

Es wird fiir uns nicht notwendig sein, die Flachen, Kurven usw. zu 
orientieren. Die Angaben 


FP cRd BD’, KCRd F, usw. 
sind ein Ersatz fiir die Orientierung. Ich bezeichne 
B = Rd B — FF. 


W. Maak. 


Offenbar ist 
Rd § = Rd F. 


Die Punktmenge ' im R* kann man daher auf folgende zwei Weisen als 
Kurve auffassen 


(1) B, F, x 
und ~ 
(2) QB? F, K. 


Die Kurve in (1) ist entgegengesetzt orientiert wie in (2). Natiirlich kénnte 
man auch %* durch B* = R* — B* ersetzen. Auch dies wiirde eine Um- 
orientierung bedeuten. 
Es sei eine Menge I? der Stufe p gegeben. Die voraufgehenden Stufen 
selen 
M", Me-2, ..., Mort, My. 
Ich will jetzt den Schnitt D von M mit einem g-dimensionalen Raume [* 


erkliren. Das Zeichen D soll den mengentheoretischen Durchschnitt be- 
deuten. Ich setze dann 


D (M", (*) =D (M", 2) 
D (M"-*, (*) = D(M"-*, Rd D (M", |) 


D (M’, (*) =D (M", Rd D (M+, 1%). 


Diese Mengen D (M’,(*) mit » = n,..., p sind offenbar fiir fast alle I¢ 
Mengen der Stufe » + q —n im If. 

In der Ebene R? ist nur der Schnitt mit einer Geraden g’ interessant. 
Fiir fast alle g' besteht der Schnitt D (*, g') mit einer Flache aus einzelnen 
Strecken. Der Schnitt mit einer Kurve ist fast stets eine Menge von einzelnen 
Punkten, wie wir es uns anschaulich vorstellen. 

Als Schnitte mit einem Volumen $* ergeben sich fiir fast alle Ebenen e* 
im Raume R* Flaichen §*; 


D (8°, e?) = F, 
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als Schnitte mit Flachen § ergeben sich Kurven §? 
D (§, ¢?) = R-. 


Die Schnitte von e? mit Kurven 8! ergeben isolierte Punkte 
D (SK, e?) = WM’. 


Entsprechend ist der Schnitt einer Geraden mit einem Volumen fast stets 
eine Kurve (Menge von Strecken). mit einer Fliche ergeben sich einzelne 
Punkte. 

Mit Hilfe der Formel 


Rd D(M?, 1%) < Rd Me 


beweist man ohne Schwierigkeiten folgende zwei Sitze 


(3) Rd D (M’, i) = D(Rd M, I?) 
und 
(4) D(D(M’, 19, ") = D(M. 1") wenn UCI". 


Wir benétigen diese Formel nur im Raume und in der Ebene. 

Der Beweis des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale stiitzt sich auf einen 
Hilfssatz, den ich jetzt herleite. Es sei im R* eine Menge WM! der Stufe 1 
gegeben. Die zweite Stufe sei M*. Ich setze 


Rd M2 — MM! = WM. 
Den ganzen R? iiberdecke ich nun mit einem Quadratraster. Die Seitenlinge 
der Quadrate sei }. Die Summe aller derjenigen Quadrate, die Punkte mit M’, 
aber nicht mit Ra PE und M2 gemein haben, nenne ich Q!. Die restlichen 
EP ae : i oe % 1 . 
Quadrate des Rasters unterteile ich in vier weitere der Seitenlinge 5. Die 
Summe aller dieser kleineren Quadrate, die Punkte mit MU, aber nicht mit 
Rd MM" und M' gemein haben, sei OQ. In dieser Weise fahre ich fort und 
erhalte eine Folge von Mengen Q” von Quadraten. Ich setze 
O= JQ’ 
und bilde 
= D(M*. Q). 
Es gilt 
(5) Rd TK? = M' + Rd MW + S! 


Darin ist GS! ein Streckenzug, fiir den gilt 
g g 


Rd S! = Ra We. 
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Man kann also Dt auffassen als gelegen auf dem Rande von ®?, also kann 
man R? als die zu Mt gehérige zweite Stufe ansehen. Es gilt aber wegen (5) 
Rd 3? — TP! — Rd ME = SI. 

Diese Formel kénnte man so in Worte iibertragen: Jede 1-Menge im R? ist 

homolog einem Streckenzug. 

Eine Menge 2° im R' oder R* besteht aus isolierten Punkten. Es ergibt 
sich die Notwendigkeit, jedem dieser Punkte eine natiirliche Vielfachheit 
zuzuordnen. Wir setzen den R! als orientiert voraus, d.h. wir geben im R! 
einen Durchlaufungssinn vor. Jeder Punkt P aus M° ist Anfangs- oder End- 
punkt einer Strecke aus Mt oder beides. Dementsprechend bekommt P 
die Vielfachheit —- 1, + 1 oder 0. Jetzt sei M° eine 0-Menge im R?, den wir 
ebenfalls orientiert annehmen (d. h. wir denken uns R? durch einen 2-Vektor v? 
gegeben). Jeden Punkt aus M° umgebe ich mit einem kleinen Quadrat q? 
mit dem Rand q!. Es soll auBer P keinen weiteren Punkt von I enthalten. 
AuBerdem richte ich es so ein, daB D (Me, q') eine Menge der Stufe 0 ist, die 
in Geradenstiicken (naimlich auf q') liegt. Diese Stiicke sind dadurch orientiert, 
daB ich festsetze: Der Vektor i, der vom Innern von q* ins Aufere zeigt, 
und der Vektor j, der die Durchlaufungsrichtung von q' angibt, sollen zu- 
sammen (eventuell bis auf einen positiven Faktor) den 2-Vektor pv? ergeben. 
der R? orientiert. In q! ist die Vielfachheit m(Q) bereits fiir alle Q aus 
D (Me, q') erklirt. Ich setze nun 


g(P) = ra 9 (Q). 
Durch weiteres Zerlegen von q? in kleinere Quadrate erkennt man, daB @ (P) 
von der speziellen Wahl des q? unabhangig ist, wenn nur q?, wie angenommen, 
auBer P keine weiteren Punkte von Rd Mt enthilt. 
Ganz genau so; wie ich es hier fiir ebene Mengen nullter Stufe geschildert 


habe, kann man auch im n-dimensionalen Raume mit vollstindiger Induktion 
eine Vieifachheit erklaren. 


§ 4. 
Definition des Flichenintegrals. 


Ks soll jetzt das Integral einer p-Form w” iiber eine Menge W? der Stufe p 
erklairt werden. 
j w?. 


MY 
Fiir p = 0 setzen wir 


(1) Je- Z —(P)o(P), 
0 PCR 


worin g(P) die in §3 erklarte Vielfachheit von P bedeutet. 
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Wenn p + 0, so setzen wir 
(2) for= f fw (v*). 
my I"—-P DMP, "—P) 

Darin bedeutet v? den zu [*-? komplementiren p-Vektor (vgl. § 1). mw” (v?) 
ist offenbar bei festem I*-? eine skalare Funktion im [*-”, deshalb ist 
[or (v?) 

D (MP, —?P) 
fiir fast alle "-? durch (1) erklart. Dies Integral ist eine Funktion 
von [*-”. Wenn sie integrabel ist, so kann man ihr Integral iiber alle ["-? 
des R" bilden (§ 2). Das Integral nenne ich Integral von w? iiber M’. Die 
I"-? hiangen ab von p(m—p+1) Variabeln. j ist deshalb ein 
np 

p(» — p + 1)-faches Volumenintegral. Das p-fache Oberflichenintegral im 
R" haben wir also auf ein 0-faches Integral und ein p(m — p + 1)-faches 
Integral im R?®-?+” zuriickgefiihrt. Obwohl die Variabelnzahl sieh im 
allgemeinen vergréBert, bedeutet die Zuriickfiihrung des Oberflichenintegrals 
auf ein Volumenintegral eine gewisse Vereinfachung gegeniiber anderen 
Definitionsmethoden. Fiir p = 0 erhalten wir (1) zuriick. Fiir p = n ergibt 
sich das iibliche Volumenintegral. 

Fiir » = 1 ergibt (2) nichts Neues. Im R? ist nur die in (2) gegebene 
Definition des Kurvenintegrals ungewéhnlich. Bezeichnen wir Geraden etwa 
mit g' und eine Kurve mit §', so lautet (2) 


worin also vp! die zu der (gerichteten) Geraden g' komplementire Richtung 
bedeutet. 

Im Raume ist sowohl die Definition des Kurvenintegrals als auch die des 
Flaichenintegrals ungewéhnlich. Bezeichnen wir Ebenen mit e? und eine 
Kurve (wie im R?) mit &', so ergibt sich aus (2) 

fo = | { w' (v"). 

Ri e D(K, e2) 
Darin ist wieder p! die zu e? komplementire Richtung. Den zu einer Geraden 
komplementiren 2-Vektor nenne ich v*. Eine Flache nenne ich %*. So folgt 
aus (2) als Definition des Flichenintegrals 


(4) o* = w* (v*). 
J J D f g') 
Bei der Definition (2) des Flaichenintegrals habe ich vorausgesetzt, dab 
(5) J a? (or) 


DM?, "—P) 
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eine integrable Funktion von ["-? sei. Diese Voraussetzung ist eine Be- 
schrinkung sowohl fiir M? als auch fiir w?; wenn aber iiber eines von beiden 
starke Voraussetzungen gemacht werden, so geniigen fiir das andere schwichere. 
Setzen wir z. B. w? = 0, so kann QM” etwas absolut Willkiirliches sein; denn (5) 
verschwindet immer. Ist umgekehrt PM’ leer, so darf w” irgend etwas sein. 
Es entsteht die Aufgabe, die Forderungen an I” und w” méglichst verniinftig 
gegeneinander abzuwiigea. 

Fiir unsere Zwecke geniigt eine Untersuchung der Existenzbedingungen 
fiir das Flachenintegral (4) im R*. Das Kurvenintegral (3) im R* wird véllig 
analog behandelt. Von der Fliche %* nehme ich an, daB sie beschrankt sei. 
eine Annahme, die man spater natiirlich wieder fallen lassen kann, indem man 
unbeschrinkte Flaichen aus beschriinkten zusammensetzt. Weil {* be- 
schrinkt ist, kann man auch B* und Rd B* beschrinkt wihlen. Die 
Koeffizienten der 2-Form w? sollen differenzierbare Funktionen sein. Wenn 
diese Voraussetzungen erfiillt sind, so existiert das Flachenintegral. 

Ich werde beweisen, daB 


F (g') = 4 


J ra) 
DF, 8 


eine integrable Funktion von g? ist. Wir werden sehen, daB F fast iiberall 
stetig ist. — Weil Rd B* beschriinkt ist, enthalt D (Rd B*, g*) fiir fast 
alle g’ nur endlichviele Punkte und B (Rd F*, g*) ist fiir fast alle g' leer. 
Bei jeder dieser Geraden ist F (g') stetig. Um das einzusehen, umgebe ich 
jeden Punkt von (Rd B*,g*) mit einer offenen Kugel K, (6,;) von einem 
so kleinen Radius 6,, dab D (K, (6,), Rd B*) ganz in F* bzw. auBerhalb F* 
liegt. Entfernt man von g* die Mengen ® (K; (6;), g") und alles, was auBer- 
halb einer Kugel liegt. die 8% eathalt, so bleiben endlichviele abgeschlossene 
Strecken s, nach. Um jeden Punkt der Strecken s, lege ich eine offene Kugel 
K,, die so klein ist, da® sie ganz in %* bzw. ganz auBerhalb von % liegt. 
Endlichviele dieser Kugeln geniigen, um s, ganz zu iiberdecken. Ich nenne die 
Summe & (K,) dieser Kugeln B,. Ich betrachte jetzt die Menge aller Geraden g?, 
die mit jeder der Mengen K;, (6,;) und B, genau ein Stiick gemein haben. Sie 
bilden eine Umgebung von g!, die immer kleiner wird, je kleiner man die 6, 
wihlt. Wir schitzen nun 


F (g'*) — F (g') 


ab. Eine Abianderung kann F (g) durch Ubergang von g! zu g!* nur erfahren 
durch Vorgiinge in den Kugeln K, (4,). Bei jeder dieser Kugeln kommt die 
Gerade g' aus dem Innern von ¥* und geht ins AuBere oder Innere von 8°, 
oder sie kommt aus dem AuBeren und geht ins AuBere oder Innere. Dies 
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indert sich beim Ubergang zu g!* nicht. Deshalb kann man leicht die GréBe 
der Summe abschiatzen, die zu F (g*) bei Ubergang zu g!* hinzutritt. 


\F(e!*) — F(a))| $ 2M E6426. 


Dabei bedeuten die 4, die Schwankung von w*(v*) in den Kugeln K,(6,). 
Sie streben also mit den 4, gegen Null. M ist die obere Schranke fiir den 
Differentialquotienten von w*(p*), aufgefaBt als Funktion in g!*. Es ist 
offenbar méglich, eine fiir jede Gerade im R® giiltige Schranke M zu finden, 
deshalb kann man zu vorgegebenem «¢ stets die Zahlen 6 so klein machen und 
eine dementsprechend kleine Umgebung von g! angeben, daB fiir alle g'* 
dieser Umgebung gilt 


|F (g**) — F (g")| <e. 


Deshalb ist in der Tat F (g') fast iiberall stetig. 

Zum SchluB dieses Paragraphen will ich einen spiter notwendigen Satz 
erwaihnen, der vielleicht mit dazu beitragen kann, unseren Integralbegriff 
verstindlich zu machen. Es sei S ein Streckenzug in der Ebene R?, und 
«@* sei eine 1-Form. Dann ist das Integral 


ef 
genau das gewéhnliche Integral Jaings eines Streckenzuges. Es geniigt, dies 
fiir eine der Strecken s von S zu beweisen. Zu diesem Zwecke fiihren wir die 
Integration iiber alle g! in zwei Schritten aus. Zunichst integriert man iiber 
alle Geraden durch einen Punkt von s und das Resultat wird iiber alle Punkte 
von s integriert. Vgl. § 2 (1). 

Um die erste Integration ausfiihren zu kénnen, zerlegt man den 
Vektor p! in @ (v") in zwei Komponenten v}, vj. Die erste Komponente »} 
sei die in Richtung von s, die andere v} sei die dazu senkrechte. Das Integral 
von w! (v}) verschwindet, das Integral von w' (v}) ist bis auf einen konstanten 
Faktor eben wieder dieses ! (v}). Integriert man w" (v}) lings s, so sieht man 
also, daB fo und somit auch J o* bis auf einen konstanten Faktor das 

Ss 


gewohnliche Kurvenintegral ist, wie man es aus der Integralrechnung kennt. 
Wenn man s durch eine Kurve ersetzt, darf man nicht ohne weiteres in der- 
selben Weise schlieBen, wie wir es eben taten, obwohl der Satz richtig bleibt. — 
Ahnlich kann man zeigen, daB das Flachenintegral (4) fiir stiickweis ebene 
Flachen §* mit dem gewéhnlichen Flachenintegral iibereinstimmt bis auf einen 
konstanten Faktor. Fiir krumme Kurven und Flachen folgen die entsprechen- 
den Satze durch Grenziiberginge. 
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§ 5. 
Formeln yon Stokes im gewéhnlichen Raume. 

Um zu zeigen, daB das im vorigen Paragraphen erklirte Integral brauch- 
bar und verniinftig ist, wird man die bekannten Formeln fiir Flichenintegrale 
méglichst einfach zu beweisen suchen. Eine der wichtigsten ist die allgemeine 
Stokes-Formel 
(1) fj w= f do. 

ram? *? gn? *? 
Man kann sie durch vollstindige Induktion beweisen. Gem&8 unserer De- 
finition ist 
(2) j dw? = { ( dw? 


gy? >! ae pop? *) y" —p 1, 


ein gewisses, iiber alle [*~”~* im R* zu erstreckendes Integral. Man fiihrt 
gemaB §2(3) dies Integral aus, indem man zunichst iiber alle ["~?~* in 
einem ["~” integriert. Es ergibt sich nach § 3 (4) 


(3) [ f dor = f j dw? 
fre? pael** PoP 4 OP! pln ce? t* P,P) 
= j dw?. 
pc’ * . {" ~P) 


Nun ist D (Mt *', [" ~”) eine in einem (» — p)-dimensionalen Raum gelegene 
Kurve. Man macht die Induktionsvoraussetzung, da8 man fiir alle Raume 
mit einer Dimension <m den Hauptsatz fiir Kurvenintegrale 


(4) {dw = [ «° 

wt RdM' 
bewiesen hatte. In (3) ist dw” in der Tat eine 1-Form im |"~”. Ihr Integral 
ist wegen (4) und §3 (3) fir p>0O 


(5) j dw? = j oP = j w?, 
*—?P) rape’ ** "YP 


n— Dp 


poe?) | paw *} 


Integriert man unser Resultat (5) iiber alle ["~”, so haben wir gemaB 
§ 2 (3) tatsichlich das Integral (2) berechnet. Wir erhalten 


{ dw? = j j @? = j oP. 


ge? *! n—P 1 


I li S-p 


paar *' *~?) Ram? * 


Damit hat man (1) bewiesen. Den Hauptsatz (4) iiber Kurvenintegrale in 
R* folgert man aus 
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Man zeigt, daB man jede Kurve Mt! durch eine stiickweis (n — 1)-dimensionale 
Kurve GS! zu einem Rd MD? ergiinzen kann. Wenn dann w! = dw®, so folgt 
do” = {ddo = 0, 
Rd M2 we 
also wegen Induktionsvoraussetzung iiber R*-! 
[dw = ~je = _ j ow = { o°.. 
ve Rds! Ram 
Ich will darauf verzichten, den eben angedeuteten Beweis in Einzelheiten 
in dieser Abhandlung durchzufiihren. Statt dessen werde ich ausfiihrlicher 
diejenigen Fille der Stokes-Formel besprechen, die sich auf den gewéhnlichen 
Raum und die Ebene beziehen. 
Fiir n = 1 und p = 0 ergibt (1) 
6 P= | da’. 
. ans 
Dies ist der Fundamentalsatz der Integralrechnung, auf den ich nicht naher 
einzugehen brauche. Die Integrale existieren z.B., wenn Jt beschriinkt und 
w® totalstetig ist. 
In der Ebene ergibt sich fiir p = 1 


(7) ( atm {dar 
ay = J 


Nach §1 (8) gilt fiir komplementire p, und pv, 
2 2 
dw' = J datidae— FY dada". 
k=1 k=1 
Diese Form soll iiber alle p® in M? integriert werden. Ich betrachte zunachst nur 
2 2 
(8) I,= | JS daj'da = SF {day dx. 
po k=1 k=1 po 
Dies Integral fiihre ich aus, indem ich zuerst iiber alle p® auf einer Geraden g! 
von der Richtung v, integriere. Wir erhalten wegen (6) 


(9) da;' dz? = da,’ j da;' = dz}? ! a... 

pe q' po = g' D(Rd 2, qt) 
Integrieren wir (9) iiber alle g', so ergibt sich nach § 2 (4) bis auf einen Nor- 
mierungsfaktor C das Integral in (8) 


1,=cf S aay { =O fo. 
gt *=1 D(Rd W2, g") Rd me 
Ebenso ergibt sich ; 
2 2 » 
I,=— f ZS dapde=Ccl Fda l «=O | ow". 
DRdR2, gy RdM? 


po k=1 gi k=1 
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Insgesamt haben wir 

(10) jee =I,+1,=2C J wo. 
2 Ra M2 


In §2 haben wir das Geradenma8 nur bis auf einen konstanten Faktor be- 
stimmt. Wir normieren es jetzt derart, daB C = 4 wird. Dann ergibt sich 
aus (10) in der Tat die Formel (7). 

Ich ziehe aus (7) eine wichtige Folgerung. In §3 wurde bewiesen, daB 
jede Kurve &' im 8? homolog einem Streckenzuge GS! ist. In §4 habe ich 
gezeigt, daB unser Integral lings Streckenziigen S' bis auf einen Faktor den- 
selben Wert hat wie das gewdhnliche alte Kurvenintegral. Nach der eben 
erfolgten Normierung mu8 dieser Faktor notwendig 1 sein, weil auch fir 
gewohnliche Integrale bekanntlich die Stokes-Formel gilt. Setzen wir nun 
@' = dw®, so folgt aus (7) 


(11) Jao" + { do" = | dda = 0. 


Also 
jee’ = — Jée?. 
Nun ist aber 
jew" = o® = — J ow’. 
1 RdSi RdKi 
Also 


jéw= J w®. 
1 RARE 


Dies ist aber der Hauptsatz tiber Kurvenintegrale in der Ebene. 
Die Existenz des Integrals 
Jao 


in (7) ist gesichert, wenn wir Pals beschrinkt annehmen und die Koeffizienten 
von w! als differenzierbar voraussetzen. Denn * ist sicher meBbar, weil 
RdM* das MaB 0 hat. Die Existenz von 


(12) : Le 


in (7) folgt z. B. aus dem Fubini-Theorem im Verlaufe des Beweises von (7). 
Die Existenz von 
Jao" 


ergibt sich aus der Existenz von (12), wenn man bedenkt, daB die Existenz von 
f da 
S 
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in (11) selbstverstindlich ist. Dabei setzen wir aber die Funktion w® als 
zweimal stetig differenzierbar voraus. Sonst wire auch 


ddw® = 0 


nicht notwendig richtig. 
Wir gehen nun zur Betrachtung des Raumes R° iiber. Die Stokes-Forme] 
fiir p = 1 lautet ganz ahnlich wie (7) 


(13) ad o a (ad 


Die Existenz des Flichenintegrals auf der rechten Seite von (13) folgt aus dem 
Existenzsatz in §4. Wir wollen dies Integral berechnen. Aus §1 (9) ent- 
nehmen wir fiir p? = {v,, v,} 


3 
dw' = 5 dada? — S da; dz;', 
k=1 k=1 


also nach §2 (5) 


solar nol dee j [abo bab { [oe 
2 epk=1 q' Ce? D(F?, g)) e t=! ace p@.q 


Darin bedeutet g' eine Gerade, deren komplementirer 2-Vektor unser pv? ist. 
Den zu g' gehérigen Vektor nenne ich v3. Die Ebene, die g! enthalt und in 
ihrer Richtung durch {v5, v,} bestimmt ist, heiBt e?. Zu e? ist v, komple- 
mentir. Diejenige Ebene, welche g! enthalt, deren Richtung aber durch 
{D3. 0g} gegeben ist, heiBt ef. Zu e} ist — v, komplementir. Offenbar gilt 


day'= | j da, = j da, = a= ({( a 
ace? 1,9 g' D(11(§*,e?),9") D@&, e?) Rd D(§*,e?) ~=— DiRd Fe?) 
und ebenso 

da;' = ay. 
s' Ce? DG, DRd 5, e}) 
Folglich 

3 

(5) f Sao f ff dt=f f we)= fo' 
.- ace? 1,9" cP pigd}?, e?) Rd 3 
und 

3 - * 
(16) ff Yaa f dar={ ff ow(v,)=— for 

ep t=! a' Ce? ve, g' ef} DiRdi?, e}) Rd? 


Aus (14), (15), (16) folgt 


(17) fdo' = 20 f{ a. 
Bi Rd §? 
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Wir normieren das Ebenenma8 derart, daB C = 4 wird. Dann folgt (13) in 
der Tat aus (17). Die Existenz des Randintegrals in (13) folgt im Laufe unseres 
Beweises zwangsliufig aus der Existenz des Flachenintegrals. 

Als letztes will ich im Raume die Formel 


(18) o* = | do 
Rd B3 $3 
beweisen. Es seien die Funktionen in @* differenzierbar. Dann ist der 
Koeffizient in dw? integrabel. Weil 8* einen Rand vom MaBe 0 hat, ist B* 
meBbar. Wenn %* auBerdem beschrinkt ist, so existiert das Raumintegral 
in (18). Die Existenz des Flichenintegrals folgt entweder zwangslaufig aus der 
Existenz des Raumintegrals oder aber aus unserem Existenzsatz fiir Flichen- 
integrale in § 4. 
Unter Benutzung von §1 (10) folgt 


2 
(19) jee = P > da} dz? datt+ y dalt. dat! axtt 


3 i,k=1 3 i,k=1 
+ E dat dat axtt. 
3 i,k=1 


Ich berechne nun gem&B §2 (4) die einzelnen drei Integrale auf der rechten 
Seite von (19). 


3 . 2 3 2 2 ; 
(20) ¥ daj-dx/ dx’ =C{ ¥ daidx f dat, j =1,2,3. 
3 ik=i 1 4k4=1 1 
9; PCH 


Darin sei g; eine Gerade von der Richtung »,. Die zu g! komplementire 
Richtung ist v?, die zu g} komplementiare Richtung aber ist vj, die zu g} 
komplementire Richtung ist v?. Aus (6) folgt 


j da: = j da‘ => j Giz = j ts 
rca} p(B", g}) Rd D(B*,g}) DikdB", g}) 
Setzen wir dies in (20) ein, so ergibt sich 
8 . 2 2 3 2 3 
j Zdah-daida=Cl Y dade [ ay =C f ow 
p Stet ;' Gams DikdB*, g}) RaB* 


Fiir (19) erhalten wir somit 


(21) ja" = at 


Wir haben das GeradenmaB in der Ebene normiert, nicht aber das Geradenma8 
im Raume. Wir setzen nun fest, daB das raumliche GeradenmaB so normiert 
werden soll, daB C = 4 wird. Dann ergibt (21) in der Tat die Formel (18). 














Oberflachenintegral und Stokes-Formel. 


Man pflegt in den Lehrbiichern der Analysis im allgemeinen andere 
Bezeichnungen zu verwenden. Fiihrt man etwa die in §1 (3) genannten 
Zeichen ein, so kann man (7) auf folgende Weise schreiben: 


By = [ roemas. 


Diese Formel fiir ebene Mengen I? wird die Integralformel von Green genannt. 
Im Raume kann man die Abkiirzungen aus § 1 (6) benutzen. Dann schreiben 
sich die Formeln (13) und (18) folgendermaBen: 


(22) Ads ~ [meet 
Rds" hid 

und 

(23) Udf = [ dives. 
Rd B3 3 


Man nennt (23) die Formel von GauB, und (22) ist die Formel von Stokes. Die 
allgemeine Stokes-Formel (1) wird als Verallgemeinerung dieser speziellen 
raumlichen Stokes-Formel aufgefaBt. 


(Eingegangen am 26. 10. 1938.) 
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Uber die Multiplizitét der Schnittpunkte 
von Hyperflichen. 


Von 
Wei-Liang Chow in Shanghai (China). 


Wir werden hier einen einfachen rein-algebraischen Beweis fiir den 
folgenden Satz bringen: 

n Hyperflachen F; im n-dimensionalen projektiven Raume schneiden 
sich in einem Punkt &, der fiir die Hyperflichen F, bzw. s,-fach ist, im allge- 
meinen /7s,fach; die Schnittmultiplizitat wird dann und nur dann gréBer, 
wenn die Hyperflichen F; in & eine gemeinsame Tangente besitzen. 

Der Beweis, der, dem rein algebraischen Standpunkt gemaB, auf der van 
der Waerdenschen Multiplizitatstheorie beruht"), bildet eine einfache An- 
wendung von dem Prinzip der Erhaltung der Anzahl. Die zur Anwendung 
dieses Prinzips nétigen Betrachtungen werden hier durch zwei allgemeinere 
Satze A und B iiber Schnittmultiplizitat geliefert. Diese Satze iiber Schnitt- 
multiplizitét sind Verallgemeinerungen eines Satzes iiber die EKinfachheit 
der Schnittmultiplizitat von Herrn van der Waerden?), und sie lassen sich auch 
mit einer ahnlichen Methode beweisen. 

A. Wenn bei einer relationstreuen Spezialisierung der Schnittpunkte der | 
Hyperflachen G, (A, z) = 0 fiir 4 + u zwei Schnittpunkte &” und & in einen 
Schnittpunkt 7» der spezialisierten Hyperflichen G,(u, 7) = 0 hineinriicken 
und wenn der Punkt &” bzw. s,-fach fiir die Hyperflichen G;, (A, x) = 0 ist, 
so haben die Polaren s,-ter Ordnung von G,(u, z) = 0 in bezug auf 7 eine 
gemeinsame Erzeugende. 

B. Wenn bei einer relationstreuen Spezialisierung der Schnittpunkte 
der Hyperflichen G, (A, x) = 0 fiir A> zwei Schnittpunkte & und & 
in einen Schnittpunkt 7 der spezialisierten Hyperflachen G; (u, z) = 0 hinein- 
riicken und wenn die Hyperflichen G; (A, x) = 0 in & bzw. s,-fach sind 
und dort eine gemeinsame Tangente besitzen, so haben entweder die Polaren 
s,-ter Ordnung von G; (u, z) = 0 in bezug auf 7 zwei gemeinsame Erzeugende, 
oder es gelten gewisse Relationen R, die wir nachher angeben werden. 


1) B. L. van der Waerden, Der Multiplizitatsbegriff der algebraischen Geometrie, 
Math. Annalen 97 (1927), 8S. 756—774. 

*) B. L. van der Waerden, Zur algebraischen Geometrie V, Math. Annalen 110 
(1934), S. 128—133. : 
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Beweis von A. Der Beweis lautet fast wértlich genau so wie bei van der 
Waerden®), nur werden hier statt der Tangentialhyperebenen die Tangential- 
kegel (die Polaren s,-ter Ordnung) betrachtet. Wir kénnen &? = & — yn, = 1 
annehmen. Die Verbindungslinie von &” und &” schneide die Hyperebene 
z,=0 in einem Punkt +, der bei der relationstreuen Spezialisierung 
(A, &, &) > (u, 7, ) in den Punkt  hineinriicken mége. Wir kénnen 
Tt, = @, = 1 annehmen, dann ist &) = + (2) — A”) 7. Entwickeln wir 
nun G, (A, &) = @, (4, & + (& — &) 1) nach den Potenzen von 
(& — &), so haben wir 


G, (A, &) = (Fi — EM) H,, (A; &, 1) 
+ (& — Fy" 7" A, (4; &, r) +... = 0 
oder, durch (&° — &)" dividiert, 
H,,(4; &, t) + (& — AY) [H,,41(4; &, t) +...) = 0. 


Machen wir diese Gleichungen durch Einfiihrung von £, &*, 1, homogen, 


machen dann den Ubergang (A, &”, &, r) +(u, 7, 7,@) und setzen dann 
wieder 4) = @, = 1, so bekommen wir 


HA, (4; , ®) = 0. 


Daraus folgt, wie man leicht einsieht, daB die H,, (u;, 2) = 0 die Ver- 
bindungslinie 7@ von 7 und m enthalten. 


Beweis von B. Wir kénnen 9, = & = &*) = 1 annehmen. Die ge- 
meinsame Tangente von G, (A, z) = 0 schneide die Hyperebene 2, = 0 in 
einem Punkt o, der bei der relationstreuen Spezialisierung (A, &) > (u, 7) 
in w’ hineinriicken mége, wobei wir ¢, = @,; = 1 annehmen kénnen. Es 
gelten dann offenbar H, (u;7,@')=0. Die Verbindungslinie von & 
und &*) schneide die Hyperebene z) = 0 in 1, der bei der relationstreuen 
Spezialisierung (A, &, &) + (u,,) in w hineinriicken mége. Aus A 
folgt dann H,. (u;,@) = 0. Ist w + w’, so haben die Polaren A, (u; 9, 2) 
= 0 zwei Erzeugende nw, 7m’ gemeinsam. Es sei nun w = w’. Wir kénnen 
dann t; = #, = 1 und folglich & = & + (& — &) 7 setzen. Daraus 
folgt wie bei A 


(1) Hy, (A; &, 2) + (G2 — 8) Hy, 4 (45, 1) +... =O. 


Die Verbindungslinie von o und t mége nun die Hyperebene z, = 0 in einem 
Punkt o schneiden, der bei der relationstreuen Spezialisierung (A, &, &, 1, a) 
— (4, n, n, @, @) in x hineinriicke, wobei wir 9, = 2, = 1 annehmen kénnen. 


Wir haben dann 
(2) 





t= 0 +(t,—43) 0. 
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Die Gleichung 
a (& — &) — B(t, — a,) 
= at, w, (FY EP) — HY £2) — B HY E2)(1,0, — 1, 0,) = 0 
definiert ein Elementenpaar («, 8), das bei der relationstreuen Spezialisierung 
(A, &, &, x, 0) > (4, 9, ,@,@) in das Paar A,B hineinriicken midge, 


wobei A, B nicht beide verschwinden kénnen. Falls A + 0 ist, dann kénnen 
wir A = a = 1 setzen, und wir haben 


(3) g2) — EM — B (tr, — a4). 


Setzen wir nun (2) und (3) in (1) ein und entwickeln die H (A; &"’, r) nach 
den Potenzen von (tz — 3), so haben wir (da Hz, (A; &, c) = 0) 


(t, — 0) Z 0; 9; H(A; &, 0) + (8 — HY) Aa, 4 (4; &, 0) 
} 


+ (t, — o,)*(...) + (t — a,) (€@ — &)(...) 4+ (g@) — gn)? - 
= (t, — 9,) [2 0; 0; H,,(a; &, 0) + BH, +1 (A; &, 0) 


+ (1, —,)*(...) =0 
oder, dividiert durch (t, — a4), 


(4) 2 0j0;H,,(A; &, 0) + BA, «1 (A; EY, 0) + (tr, —9,)(...) = 0. 
J 


Machen wir nun (4) durch Einfiihrung von &, a,, t,, @,, « homogen, machen 
dann den Ubergang (A, &™, t, 6, 0, a, B) > (u, n, w,w, 2, A, B) und setzen 
dann wieder 4, = w, = 2, = 1, so haben wir die Relationen 


(R) AZ nj 9;H, (u; n, ~) + BH, ,,(u; 4,@) = 9, 


die dadurch, daB wir den Koeffizienten A beibehalten haben, auch fiir den 
Fall A = 0 gelten, wie man sich in ahnlicher Weise wie oben iiberzeugt. 


Beweis des Satzes. Zunichst wenden wir A auf n allgemeine Hyper- 
flachen F, (A, z) der Ordnung n, an, die bzw. s,-fach durch einen festen Punkt 7 
gehen. Fiir die Spezialisierung 4 —>  sollen diejenigen Hyperflaichen F, (u, x) 
entstehen, die bzw. aus s, allgemeinen durch 7 gehenden Hyperebenen und 
n, — 8, allgemeinen Hyperebenen bestehen. Da die F;(, x) offenbar in 7 
einen /7 s,-fachen Schnittpunkt haben und dort keine gemeinsame Tangente 
besitzen, so miissen sich die Hyperflachen F, (A, z) auch // s,-fach in n schneiden. 
Damit ist der erste Teil des Satzes schon bewiesen. DaB die. Schnittmultipli- 
zitét nur dann gréBer sein kann, wenn eine gemeinsame Tangente vorhanden 
ist, folgt wieder unmittelbar aus A. DaB dann auch tatsichlich eine gréBere 
Schnittmultiplizitét auftritt, laBt sich so schlieBen. Wir wenden B anf » 
allgemeine Hyperflaichen F, (A, z) der Ordnung n, an, die bzw. s,-fach durch 
einen festen Punkt 7, etwa den Punkt (1,0, ..., 0), gehen und dort eine 
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feste Tangente in der Richtung des Punktes w, etwa des Punktes (0, 1, 0, . . ., 0), 
besitzen. Als spezialisierte Hyperflichen F,(u, xz) nehmen wir nun die 
folgenden: F,(u,2) besteht aus einer allgemeinen quadratischen Hyper- 
fliche 2La,, 2,2, = 0, die durch (aber nicht durch w) geht und dort eine 
Tangente in der Richtung  besitzt (d.h. La,,,, = Da,,, a, = 0, 
also do9 = 4; = 4,9 = 0, die sonstigen a,, sind allgemein), und s, — 1 
allgemein durch » gehenden Hyperebenen und n, — s, allgemeinen Hyper- 
ebenen; die anderen F;(u, xz) (i = 2,3,..., ) bestehen bzw. aus einer 
allgemeinen durch 9, gehenden Hyperebene 26° z,= 0 (d.h. 25 n, 
= Jb” w, = 0, also b = b = 0, die sonstigen b\” sind allgemein), s; — 1 
allgemeinen durch 7 gehenden Hyperebenen und n, — s;, allgemeinen Hyper- 
ebenen®). 
Die Relationen R lauten dann 


2(s, +1) AZ a,,n, 2%, + BL a,,H,@, = 2 (8; + 1) AL ay, 2, + Ba,, = 0, 
ALY? x, = A (UP my +... + Hm) = 0, 
ALUM a, = A (WP a, +... + OP mq) = 0. 


Da die Determinante | b | (i, s = 2, 3, ..., n) nicht verschwindet (denn die 
bY sind ja alle Unbestimmte) und die x, nicht alle Null sind, so muB A = 0 
sein, woraus folgt Ba, , = 0, also B = 0 (da a,, Unbestimmte ist), in Wider- 
spruch zu der Annahme, da8 A, B nicht beide Null sind. Also kénnen die 
Relationen R nicht bestehen, woraus folgt, daB die F; (A, x) sich in 9 mit 
derselben Multiplizitét schneiden wie die F,(u,z). DaB die F,(u, z) nun 
tatsichlich in 7 einen (J7 s, + 1)-fachen Schnittpunkt haben, laBt sich leicht 
direkt ausrechnen. Damit ist der Satz vollstaindig bewiesen. 








*) Der Fall n; = s, fiir alle i, der hier ausgeschlossen ist, 14Bt sich sehr leicht 
erledigen. In der Tat sind in diesem Falle alle Hyperflachen F;(/, z) Kegel mit der 


Spitze in yn. Haben sie eine gemeinsame Tangente in 1, so enthalten sie alle diese 
Gerade, sie haben also dann unendlichviele gemeinsame Schnittpunkte. 


(Eingegangen am 9. 7. 1938.) 











Uber periodische Bewegungen des n-fachen Pendels 
in der Ebene. 


Von 


G. Bradistilov in Sofia (Bulgarien). 


§ 1. 
Einleitung. 

In einer friiheren Arbeit*) habe ich ein System von n aneinanderhangenden, 
um parallele Achsen drehbare Pendel betrachtet und die Existenz von 
n Scharen periodischer Bewegungen um die stabile Gleichgewichtslage nach- 
gewiesen. In der vorliegenden Arbeit will ich ergiinzend zeigen, daB es in 
einer gewissen Umgebung der stabilen Gleichgewichtslage keine anderen 
periodischen Bewegungen als die aufgezeigten gibt. 

Ich brauche die folgenden Formein und Ergebnisse der friiheren Arbeit. 
Wird ein kleiner Parameter A eingefiihrt und der Drehwinkel um die (v — 1)-te 
Drehachse mit Ay, bezeichnet (vy = 1, ..., m), so lauten das Integral der 
lebendigen Kraft und die Bewegungsgleichungen: 

a) 2 [2Bay. 5 "b, 008 2( ys — x)= Yi + A (A, + Ja) ys? ] 


= 2 B, Ay, +h 
und es ee 


r— 


(2) B, >” by [cos Ay, — yx) ys + Asin A (y, — ys)- ye] + (4, + J.) yr 


+5, D>’ Br [cos A(w. — pe): vi + Asin A(y,— Ye) ye") 
k=v+1 


git She 1 


= —gB,y,+AgB, Sew ES 
[Wegen der Bedeutung der positiven Konstanten a,, b,, A,, B, vgl. die zitierte 
Arbeit 8. 181—182]. 


Fiir A = 0 ist das allgemeine Integral des Gleichungssystems (2) folgendes: 


y, = JL, (C, cos o4t + D, sin gut), 
(3) y (vy =1,...,n), 
= J Lyu(— Cu Qu sin Qut + Dy Oy 008 Out) 


a= 


1) Uber periodische und asymptotische Lésungen beim n-fachen Pendel in der 
Ebene, Math. Annalen 116 (1938), S. 181—201. 
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wobei ig, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


(A, +J,)e + 9B, b, B, oe” tee b, B, o 
” ee ro Si 
b, B, o* b, B,, e? .». (Ag+d,) 0° + 9B, 


sind (die als voneinander verschieden angenommen werden) und L,,, dem 
Gleichungssystem 


v—1 “ 
(5) Bot F bela + (4, +Ioh—gB)Lu+boh 2 Bele =0 


(vy=1,..., ) 
geniigen. Die Determinante 
| ee 
Mage « «ene 6 
Lny- ++ Dan 


ist von Null verschieden. 

Ich konnte nun zeigen, daB in hinreichender Nahe der stabilen Gleich- 
gewichtslage, d.h. fiir geniigend kleine 4, jeder Wurzel der charakteristischen 
Gleichung, z. B. 0,, und den Anfangswerten 


Yr (0) —= 0, 
vA (0) = L,, @,+ ) Ly On Xm 
ein Integral des Systems (2) entspricht, das eine periodische Funktion mit 


(6) (y= 1, ..., 9) 


der Periode set 86 darstellt, wenn 6 und a, . . ., x, dem Gleichungssystem 
1 
geniigen : 
(7) — L,,6+ E Lru ay sin—* + f, =0 (y = 1, ..., ®), 
u=?2 “1 
wo f, Potenzentwicklungen nach A, a», ..., %, 6 darstellen. Dieses System 
ist aber immer lésbar, wenn kein 9, (u = 2, ..., ») ein Vielfaches von 9, ist. 


In dieser Arbeit soll nachgewiesen werden, daB es unter der gleichen 
Voraussetzung iiber die 9 in hinreichender Nahe der stabilen Gleichgewichtslage 
keine anderen periodischen Lésungen gibt als die genannten. 


§ 2. 
Beweis. 
Wir betrachten eine ganz beliebige Lésung von (2). Ihre Anfangswerte 
kénnen wegen 4 + 0 immer in der Form angenommen werden: 


v-(0) = 2 Leuba, 


(8) | : 
Yr (0) = 24, uw Ou Ky 
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wobei die £, und «, weiterhin bestimmt werden. Diese Lésung hat die Form 


{ Pr = pr(tsay, «--, Oey By, ~~ +» Bas A), 


@) Lp = willsa,, -- 5 as Bis -- +s Bus A) 


(y= 1,..., ®). 


Nach (3) ist speziell fiir 4 = 0 


| ve: Geo 025 Ge Ke 2 AO = Dy Ly (Bu CO8 Oy t + a 8in o, t), 
(10) _ 
|vitts en oo op Gas Byy 20> By3 0) = X Pr ul— Bu Qu8idQut + M2408 Out). 

a= 


Hier ist die Periode = dann und nur dann vorhanden, wenn f, = .. . 
=~, =a, =...=a, = 0, wihrend «,, #, willkiirlich sein diirfen. Aber 
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man, da man eine periodische 
Bewegung an jeder Stelle der Bahn beginnen lassen kann, 8, = 0 annehmen. 
Weiterhin darf «, = 1 angenommen werden, weil in der Lésung 9, = Ay, 
eine andere Wahl von a, durch eine andere Wahl des Parameters A ausge- 
glichen wird. Damit gehen die Gleichungen (10) iiber in: 


pr (t; 1, a, ..+, en» 9,8, dee | B,:9) 


= L,,sin 9,t+ z Ly «(Bu 008 Out + &, Sin o, t), 
(11) d u=1 
pr (t; Lag, ..-, &e, 0,8, ,.--> By 0) 


=L,, 0, cose, t + 2 Poul — Bu Qu sin ut + tu Qu 008 Out), 





und die rechten Seiten des Integrals (9) lassen sich nach Poincaré bekanntlich 


in Potenzreihen in bezug auf a, ..., &, Bg, ..., By, A entwickeln, sofern 
|a|, ..., [| und |B,|,..., |8,| himreichend klein sind. 
‘ : oa . 22+26 
Das Integral (9) wird die modifizierte Periode -— haben, wenn 
1 


f 7 2¢ 
y.(t+ <2 ; o eae Fee Bu; A) 
= yy (t; 1, &,, sary Amy 0, B,, oo” B,; A), 
, 2 
yi (t+ AE 29 5 1, cy «oy thas O5 Ba «+o» Bai A) 


= wr (5 1, ag, «+5 Ot» 0, Bys - +++ Bus A) 
(» = 1, ..., 2) 
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ist. Diese Gleichungen sind aber bereits von selbst erfiillt, wenn nur 


y(=2t*: 1, Ag, «ery a, 0, B,, > es By; A) 
(12) => wy (0; 1, Ao, «+ +5 Amy 0,8, oom Bas 4), 
y.(222*°; 1, a, sey a, 0, 8,, oes Bu; A) 


= pr (0; 1a, ..-, nO, By, «+» Bas), 
da ja ¢ nicht explizit in (2) vorkommt. 
Nun werden wir zeigen, daB, wenn 2 — 1 beliebige Gleichungen des 
Systems (12), z. B. 


vy. (AES, Ras --— BR. oo ss Bn; 2) 


= ¥ (0; 1, a, a) On, 0, B,, ae S| 
(13) 





v(t =. eS ) eee By; A) 


- YE (0; 1, Ag, +++ Sa, 0, B,, oo B,; A) 
(»=l,..., 8; k=l, ....¢—1¢+l, ....%) 
erfiillt sind, auch die restliche Gleichung 


(14) n (=F: Ld, «0 OR... Bu; A) 


—_ Yq (0; 1, a,, cee %,, 0, B,, ee) Bn; A) 








von selbst erfiillt ist. 
Dazu wollen wir 


y, (t; 1, Xe, ees On» 0, Be, ce ey |e. A), 


‘ (¥ = l, > n) 
y, (t; 1, ag, ..., &e, 0, Bg, ..-, Bas A) 
entsprechend mit 
v,(t) und y, (t) 
% 26 
bezeichnen. Indem wir y, und y, in (1) zuerst durch y, (72+%°) und 


y (74°), dann durch y, (0) und y, (0) ersetzen, erhalten wir 


dp. ty (aes a0) Zz "beeosal vw» (22224) 


- ve (7°) vi(-=t**) + #(A,+Jd,) yp ‘ca 





% 


=2g ye 008 Ay, (===) +h, 


v=1 
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und 


E {2 Ba? vi (0) Eby cos (ys (0) — yu (0)] vi (0) + #4, + Je) vi" 0)} 


v=1 
= 29 5 B,cos Ay, (0) +h. 
v=) 


Durch Subtraktion der beiden Identitaéten und durch Beriicksichtigung 
von (13) finden wir 


[vi(?=E2*) — veto] {2 B, 5” bacoe tv (0) — va] vi (0 


k=1 
+(de+Je [ ve") + v0)] +28, 3” Byoonaty(0)-m(olvi()| = 0. 


k=q+1 





Diese Identitaét ist nur dann erfiillt, wenn 


, (22+ 26 , ba 
va(- 2 ) Yo (0) = 0, 


weil der Ausdruck in der geschweiften Klammer fiir kleine Werte von 
A; Gg, .. +, &m, Bg, ---» Ba; 6 nahezu gleich 


q—1 n 
2| B, 5” bavilO) + (4, + Jedve(O) +b 37 wil] 


k=1 k=q+1 


— " B,L 
=20,|2, 2 by Ly, + (Ag + Jq) Lg, + by Zz Bylas| = 29 q st, 


e 
k=1 k=q@+1 








also verschieden von Null ist, da wir, ohne dadurch die Allgemeinheit der 
Betrachtung zu beschrinken, annehmen kénnen, daB L,, und die Unter- 
determinante A,, von Null verschieden sind, weil 4 + 0. 

Damit ist gezeigt, daB die Gleichung (14) eine Folge von (13) ist. Es 
handelt sich nun noch darum zu zeigen, daB aus den 2 n — 1 Gleichungen (13) 
die 2m — 1 Unbekannten a, ..., &, Bg, ..., Ba, 6 sich eindeutig als Funk- 
tionen von A bestimmen lassen. 


, e ‘ : 
Setzen wir w, = r “hen, so werden die Potenzentwicklungen nach 
. 1 


5; a, ..., Om; Bg, ..-, Ba; A der Gleichungen (13) mit Riicksicht auf (11) 
die folgenden sein: 


2L,,8+ E Ly,[sin 2a, a + (cos2 w, —1)B.) + fr = 0, 
a=? 


(15) 


2 Ly « Qu [(cos 2m. — 1)a, — sin2o, -B,] + F,y =0 
(»>=l,....98; Ba l,. ..¢g—1,¢+1,..., 9), 





4 
i 
: 
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wobei die (n + q)-te Zeile fehlt. Durch Quadrieren der letzten Determinante, 
wobei die Multiplikation zeilenweise durchgefiihrt wird, erhalten wir 


a | ere og = 0 
| k= k=1 
4 es ne 7 0 Ps 0 
Ses k=1 
0 0 = o Li, ] Oi Lye Lar 
k=2 t=2 
0 0 Xtal dj of Liy 








Genau die gleiche Determinante erhilt man auch, wenn man das folgende 
Produkt quadriert: 


wobei die q-te Zeile der ersten Determinante fehlt. Daher ist der Wert der 
Funktionaldeterminante folgender: 


D = 2*~" 04... 0, 8in* w, ... sin*w, 4,,, A. 
Dieser Wert ist von Null verschieden, wenn 
(16) SiN@,... Sinw, + 0, 
d. h. wenn @, ..., @, keine Multipla von 2, bzw. 09, ..., @, keine Multipla 


von @, sind. Das sind also hinreichende Bedingungen dafiir, daB eine Schar 


periodischer Lésungen existiert, deren Periode annahernd gleich = ist. 
1 


Durch Ersetzen von 0, durch @.,..., @, erhalten wir weitere n — 1 
Lésungsscharen, die ebenfalls von nur einem Parameter abhaingen. Daraus 
folgt, daB andere periodische Lésungen des Gleichungssystems (2) als die 
so gefundenen in der Nahe von A = 0 nicht existieren kénnen, vorausgesetzt, 


daB keine der Zahlen a ganzzahlig ist. 
Die Bedingungen (16) sind dieselben wie diejenigen fiir die Lésbarkeit 


des Systems (7). Daraus folgt, daB fiir beide Systeme (7) und (15) bei gleichen 
Bedingungen Lésungen existieren. 
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Da die nachgewiesenen a Lésungen des Systems (2), deren 


Perioden annahernd gleich >: eee = sind, die einzigen in der Nahe der 


stabilen Gleichgewichtslage sind, so miissen die Werte 6, a, ..., «,, welche 
dem Gleichungssystem (7) geniigen, auch den Gleichungen (15) geniigen, 
weil es fiir diese Werte ebenfalls periodische Lésungen gibt. Aber dies ist 
nur dann méglich, wenn 


A=... =f, =0 
sind, 

Wir haben damit nachgewiesen, daB es wirklich in hinreichender Nahe 
der stabilen Gleichgewichtslage keine anderen periodischen Lésungen gibt aufer 
denen, bei welchen das Pendelsystem zweimal o— die stabile Gleichgewrchts- 


lage geht, vorausgesetzt, dass keine der Zahlen - <e ganzzahlig ist. 


(Eingegangen am 15. 9. 1938.) 








Uber einige Eigenschaften der symmetrischen 
Funktionen S(a,, k). 


Von 


Chr. Foussianis in Leipzig. 





Es sei eine geordnete Reihe von » Zahlen «,, a, ..., «, gegeben. Wir 
bezeichnen durch das Symbol 


S (a, k) 

die Summe 
LaPiahs... oP. (p, +... + Pn = &), 
wobei die Zahlen p ganz und positiv oder Null sind. Offenbar ist 
(1) S(a,, k) = S(a,_,,k) +a, S(a,, k — 1), 
und hieraus ergibt sich fiir mn = 1, 2,...," 
Pp 

(2) S(a,,k) = La,S(a,, k — 1). 

i,n 


Wir betrachten die Determinante 
4° = |S(a,_,, k, — m) S(a,, k,— 1)... S (aq, k, — A)| 


mit A + 1 Zeilen, die den A + 1 Werten 1, 2, ..., (A + 1) von s entsprechen 
wobei n, m, k, ganze positive Zahlen sind und p die Werte 0, 1, .. ., (n — 2) 
durchlaiuft, daher n > 1 ist. GemaB (1) ist 


S (a,_,, k, — m) = S(a,_,_,, k, — m) + a,_, S(a,_,, k, — m — 1). 
Diese Relation ist giiltig fiir alle Werte von s und m, sofern wir die Summe 
S (a, k) 


fiir k <0 als Null definieren. Demnach laBt sich die obige Determinante 
zerlegen: 


(3) AS = Ap +1 + %—p» 45", 
p=0,1,...,(8—2) und m=1,2,.... 
Aus der Betrachtung von 
4; 
folgt sofort 
4} =0 fir m=1,2,...,A. 


Unter Beriicksichtigung dieser Relation bekommen wir aus (3) fir p = 0 
A* = 0, m=1,2,...,(A—1); 
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wegen der letzten Gleichung folgt aus (3) fiir p = 1 
A® = 0, m= 1,3,....@4—% 


In dieser Art schrittweise weitergehend, findet man fiir p = n — 2 und unter 
der Voraussetzung, da8 4 = n ist, die Formel 


A™_, =0, m =1,2,...,(A—n+1). 
Also haben wir fiir 4 =n, n > 1: 
(4) Mm = 0, s=0,1,..., (mn —1). 


Wir betrachten nun die Determinante 
A= |S (a, ks) S(a,,k, — 1) owe S (a, k, — A)|, c= 1,2,...,(4+1), 
die sich aus 
4; 
fiir p = 0, m = 0 ergibt. Aus ihr ergibt sich, wenn man ihre erste Spalte 
nach der Formel (2) entwickelt: 
p 
(5) 4 = 2 > A. 
Sie ist also wegen (4) gleich Null. Fiir » = 1 ist offenbar wieder A gleich 0. 
Mithin ist bewiesen 
I. Die Determinanten A, deren Ordnung gréfer als n ist, sind gleich Null. 
Wenn nun A <n ist, dann bekommen wir nach der obigen Reihe 


4-1 = 9, 
folglich gelten die Formeln 
A! = 0, e=6,1,...,4—)). 

Also beschriinkt sich die Summe (5) auf 

P 

aE. 1 

(6) 4= 2 «4 
Wir setzen jetzt in 

4; 


k, = s, (s = 1, 2,..., 4+ 1) und untersuchen in diesem Spezialfalle die 
Summe (6). Man kann dann schreiben, indem man die erste Spalte in 4) 
von der zweiten subtrahiert: 

S (a, 1) — S(a,_», 1) 1 Q--+-e+- 0 
8 (ap, 2) — S(aq—py2)  S(amy 1) 10-0 


A! = 





S (a, A) — S(an-» A) S (an, 4 — 1) shiepigiiale: S (a, 1) 
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und wendet hier die Relation 


S(a,, k) — 8 (a%_-»-1; k) = S(a,, k) — S(a,_», k)+,_,8 (4, _», k—1) 


an, die zu (1) gleichwertig ist. Dann bekommt man 


(7) Dys1,m - D,,o + &y_» en p= 0,1,...,(n— 2). 
Hierbei ist 
D, = A, 
gesetzt und 
Doo 


bezeichnet den aus D, entstehenden Minor, den man erhalt, wenn man die 
m letzten Zeilen und m letzten Spalten weglaBt. 
Aus (7) rechnen wir nacheinander aus: 


fiir p=0 D,, -s = (Gn, Ga)s, s=1, 
” a 1 Dy,-: = (a, 1, Ones s= ie 2, 
” p —_ A a 1 D, ; a = (a,-a4:> Sn)es s= l, 2, cee A, 


” p=A+up-2 Dy 5.4 -1,2-8 = (Gn-i-pre> Ends, § = 1, me ons A, 
wobei 


(Op — ke» Xn) 
die Summe der Produkte der Zahlen 


Sn—k» Sn—k+ar + +> On 
zu je m bezeichnet. Setzt man nun A + « = n, so hat man die Determinanten 
4. p=A,A4+1,...,.8—1, 

durch die Formel 

AS = (@n-241>%), P=A,A+1,...,(n—1), 
ausgedriickt, weil laut Definition 

D, 9 = D, = 4, 

ist. Demgem&8 wird die Formel (6) 


A = 5 Mao lte-oen Xn); 
Offenbar ist aber 


Sn, (@,-241) Hs), -_ (A, 3, Onda +a; 
ebenso 


P 


afte On —» (On —p4a» Endy = (Gna, Snlaza + Sn-4—-1(Sn—sr Andy 


= (%,-,-1, On )avts 





ie 
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und so findet man weiter 
A= (a, On)aaa = 2 a Ag -.- Hay. 


Also ist die folgende Eigenschaft bewiesen : 
II. Wenn A <n ist, gilt die Gleichheit 


S (a; 1) ] 
PO 6 se 0 ee es se 8 = Ja, a,...@243- 


S (aA) S(a,4—1)... 1 
S(a,4+ 1) Slay, A) ... S (ap, 1) 


Wir betrachten nun die p Gleichungen (p = A + 1): 
A, + Ay_,8 (a, 1)+...+ AgS(a,, p) = 0, A, = 1, p=1,2,...,p. 


Eliminiert man A,, ..., 4,_, aus den p Gleichungen, so findet man, da die 
Determinante des Gleichungssystems gleich Eins ist, daB A, gleich der Deter- 
minante A des oben bewiesenen Satzes multipliziert mit dem Faktor (— 1)? 
ist; also haben wir fiir pS 
A, = (— 1P La, ay... ay. 
Damit ist bewiesen 
Ill. Fiir alle ganzen Werte von p im Intervall 1 < p Sn gilt die Relation 


A, + Ay_,S (aq, 1) +... + Ag S (a, p) = 0, 
wobei a1, ..., &, die Wurzeln des Polynoms 


Aga® + A,a*-14+...+ Ay (Ay = 1) 
sind. 
Man kann nunmehr auch die Funktion 
S(a,, p) (p Sn) 


der Wurzeln des Polynoms 
Ay +...+ Ay (A, = 1) 


durch ihre Koeffizienten, und zwar durch die p ersten Koeffizienten be- 
stimmen, indem man 


S (a, 1) j=1,%,..,(9—12) 
aus den p obigen Gleichungen eliminiert; man bekommt dann 
A, 1 
4, 4, 1 
pe TS oS are ee ,psn. 
1 


Mathematische Annalen. 116. 





614 Chr. Foussianis. 

































Diese Beziehung bleibt richtig, wenn p gréBer als n ist, sofern wir A,, (p > n) 
als Null definieren. 
Weiter untersuchen wir den obigen Satz, falls 
, eee (k <n) 


die Koeffizienten eines Polynoms sind, das k Wurzeln unter den «,, ..., «, 
hat. Wir nehmen an, es gelte die Formel 


(8) S(aq, p) — S (qx, P) =By San, p— 1) +... + (— 1? BS (an, p—F), 
wobei £,, (A = 1, 2, ..., &) die Summe der Produkte von «444, ..., & 
zu je A ist. 

Diese Formel la8t sich vermége (1) schreiben: 


S(a,, p) — S (@_-x-1, P) 
= O25 (tnx, P — 1) + By S (am, p — 1) +... + (— 1 BS (a, p— ky) 
= (0, + By) S (an, Pp — 1) — an_e [S (en, Pp — 1) — S (Gqn_2,.P — 1) + A, 
wobei 
A = — B28 (aq, p — 2) +... + (— 1-1 BS (a, p — &) 
ist. Hier entwickeln wir die Klammer auf der rechten Seite nach der Forme] (8), 
dann ergibt sich 
S (an, ?p) ee: S (oy —4— 1» Pp) 
_= (an —% + B,)S (a, Pp - 1) ei (&, _xB, + B,) S (an; Pp -=s 2) + eee 
+ (— 1) “< (a, ~~ By—1 + B,) S (an, P — k)+ (— 1} an —1BuS (On, Pp —& — 1) 
= B,S(a,,p — 1) — B,S (a,,p — 2) +... +(—1)* Be 1S (aq, p — &— 1), 
wo B,, (A= 1,2,...,4+ 1) die Summe der Produkte von je A der a,_,, 
On — +1» +++) & ist. Also gilt die Formel (8) auch fiir k + 1 statt k und, da 
sie fiir k = 1 giiltig ist, gilt sie auch fiir alle ganzen und positiven Werte von k. 
Mithin ist bewiesen 
IV. Sind a, 244, On—ki2s +--+) Gn die Wurzeln des Polynoms 
a + B, z*-} T coe + Bx, 


so gilt die Formel 
S (%, P) + By S (em, Pp — 1) +... + Be S (en, p — k) = S (%n_x, P) 
fiir beliebige a1, ..., Sn, und p ganz positi. 
Ist k = n = p, so kommen wir auf den Satz III zuriick. 
Wir wollen nun in einer anderen Richtung die Untersuchung fortsetzen. 
Wir betrachten die Summe 
k 


ee as 
R= Dea eae . a>l, 
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wobei k eine ganze positive Zahl ist und «,, (s = 1, .. ., ) verschieden von- 
einander sind. Fiir k = 0, 1, ..., (n — 2) ist, wie bekannt 

(9) R, = 0, 

wahrend fiir k > n — 1 gilt 

(10) Rasa-1 = S (an, A) (A 20) 


Aus (9) und (10) folgt 
(11) cy Ragga t--- + Ray t+... + Cn4,-1 BR 

= C9 S (t_, A) + 6,8 (a,, 4-1) +... +06, 8 (a, 0), S(a,, 0) = 1. 
Die linke Seite von (11) laBt sich mit Hilfe des Polynoms 

yp (z) = cg z*t4-2 +... +o 1 +... +Oy,-) (8 >1,420) 


in die Gestalt 
@ (x) 
f= ps (a, — %2)--- (xy —a,) 


bringen. Also, wenn man a,,...,«, als Wurzeln von g(z) ansieht und 
A= 1 ist, dann muB8 





j=0 


sein, d. h. die rechte Seite von (11) muB gleich 0 sein, und offenbar gilt das 
auch, wenn mehrere oder alle «, untereinander gleich sind. Daher gilt die 
Forme] 


(12) C, + ,-18 (a, 341, 1) +... + oS (a, 3+1,4) = 0 
fir 1 <A <m, wenn «a, ..., &»_;4, Wurzeln von 

Cy 2™ + 6, 27-1 +... + Oy 
sind. 


Wir nehmen nun an: Mit (12) gilt auch die Formel 
(13) hag + pa p—1 8 (m—asa, I+... + Og 8 (Gn -241, 4+ &) = 0, 
A+kasm, 
wo k ganz und positiv ist. Diese Formel wird fiir 2 + 1 statt A 
(14) Canny Hae S (Gm_y,1) +... + eS (a,_,,4 +k +1) =0, 
A+k+1sm. 
Wir betrachten jetzt den Ausdruck 
P = G44 [8 (Gm—a41, 1) — 8 (@m_,, I] +... + 9 (8S (@m-a41,4+% + 1) 
—S(a,_,,4+k+1)] fir A+k+1sm. 
Wegen (1) ist aber | 
S (Gn 2415 &) — S(am—,, B) = Gm g41 5 (am-a41., 4 — 1), k= 1,2,..., 
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und deshalb ist 


P = an_34:5, 
wobei N die linke Seite von (13) bedeutet. Folglich ist 
(15) P=0. 


Durch die Summation von (14) und (15) bekommen wir 
Cheeea t+ Cae S (G@m—-2ea, I+... + gS (Gm_p41,4+h +1) = 9, 
A+k+lsm. 
Also gilt die Formel (13) auch fiir k + 1 statt & und weil sie, vermége (12), 
fiir k = 0 giiltig ist, ist sie fiir alle ganzen und positiven Werte von k richtig. 
Mithin ist bewiesen 
V. Sind die Zahlen a,, ..., &m—j;4, Wurzeln von 
A,z” + A,z*-'+...+A,, 
so gilt die Formel 
Ay + Ay 8 (Gm_a41, 1) + ~~. + Ag S (%m-s41, P) = 0 
fiir alle ganzen Werte von p im Intervall 
Aspsm (A 2 1). 


(Eingegangen am 2. Juli 1938.) 





Berichtigung 


zu der Arbeit von V. Jorgensen: 
Uber den Giitigkeitsbereich des Picardschen Satzes“, 
Math. Annalen 115, 8. 710—719. 


at l x? 1 





<< “. = 
Seite 715, Zeile 18 statt | ———*——|_ lies |—, 

n l n 1 

2K z+ TK z,+% 





Seite 718, FuBnote %) statt wm — 1 lies w = 0,030 .... 








Einfiihrung in die Theorie 
der Modulfunktionen n-ten Grades. 


Von 
Carl Ludwig Siegel in Gottingen. 


Trotz der Bemiihungen ausgezeichneter Mathematiker befindet sich die 
Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Variabeln noch in einem recht 
unbefriedigenden Zustand. Dies liegt wohl zum Teil daran, daB wir noch nicht 
geniigend Erfahrung gesammelt haben, um iiberblicken zu kénnen, welche 
speziellen Arten von Funktionen sich mit den heutigen Mitteln der Analysis 
naiher untersuchen lassen. Der klassischen Funktionentheorie einer Variabeln 
war ja eine 200jahrige Entwicklung vorangegangen, in welcher man erst 
ganz allmahlich von den elementaren transzendenten Funktionen und den 
elliptischen Integralen her zu allgemeineren Begriffsbildungen gekommen ist. 
Obwohl nun Fragestellungen verschiedener mathematischer Disziplinen schon 
vor langerer Zeit auf Probleme der Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen 
gefiihrt haben, so verfiigen wir in dieser Theorie doch nur iiber recht wenige 
nichttriviale Beispiele von solchen Funktionsklassen, deren Eigenschaften 
wir naher durchschauen. Es handelt sich bei diesen Beispielen um Funktionen, 
welche bei gewissen Gruppen von Transformationen der Variabeln entweder 
invariant bleiben oder dabei selbst in einfacher Weise transformiert werden. 
Solche Funktionen traten zuerst beim Umkehrproblem der Abelschen Inte- 
grale auf. Man kam dann bei der Untersuchung der Abelschen Funktionen 
auf die allgemeinen Thetafunktionen und die 2-fach periodischen mero- 
morphen Funktionen von » Variabeln’). Ferner hat Picard*) Funktionen 
zweier Veranderlichen betrachtet, die bei einer Gruppe projektiver Trans- 
formationen dieser Veranderlichen invariant bleiben, also eine Verallgemeine- 
rung der automorphen Funktionen einer Variabeln. Spiter behandelte 


1) Vgl. hierzu die ausfihrliche geschichtliche Ubersicht im Enzyklopadie-Referat 
II, B7 von A. Krazer und W. Wirtinger iiber Abelsche Funktionen und allgemeine 
Thetafunktionen. : 

2) E. Picard, Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires 
et sur les fonctions de deux variables indépendantes restant invariables par ces sub- 
stitutions, Acta mathematica 1 (1882), S. 297—320. 
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Blumenthal*) auf Hilberts Anregung eine andere Ubertragung der elliptischen 
Modulfunktionen, in welcher namlich die Gruppe der unimodularen gebrochenen 
linearen Substitutionen mit ganzen Koeffizienten aus einem beliebigen total- 
reellen algebraischen Zahlkérper zugrunde gelegt wird. In dieser Untersuchung 
wurde insbesondere sehr sorgfialtig die algebraische Abhangigkeit solcher Funk- 
tionen studiert. Endlich hat Hecke *) die Hilbert-Blumenthalschen Funktionen 
fiir die Konstruktion gewisser Klassenkérper nutzbar gemacht und eine 
wichtige Darstellung durch verallgemeinerte Eisensteinsche Reihen gefunden. 

Von der analytischen Theorie der quadratischen Formen her ist man) 
n(n + 1) V 

2 


neuerdings zu Funktionen von ariabeln gefiihrt worden, die fiir 


ein beliebiges algebraisches Gebilde vom Geschlecht n dasselbe leisten wie 
die elliptischen Modulfunktionen im Falle » = 1 und die deshalb Modul- 
funktionen n-ten Grades genannt werden. Diese Funktionen sind von Interesse 
wegen verschiedenartiger Anwendungen auf Algebra und Arithmetik, und ihre 
analytischen Eigenschaften lassen sich ziemlich weit verfolgen. Einige be- 
achtenswerte Beitrige auf diesem Gebiete verdankt man H. Braun*). Da 
aber die Grundlage der Theorie dieser Funktionen bisher nur in groBen Ziigen 
skizziert worden ist, so soll jetzt eine eingehende Begriindung gegeben werden. 
Die Anwendungen bleiben in dieser einfiihrenden Darstellung auBer Betracht. 

Zunichst werden die Eigenschaften der Modulgruppe n-ten Grades 
genauer untersucht, insbesondere ihr Fundamentalbereich, und dann die 
Modulformen »-ten Grades eingefiihrt. Der wichtige Satz, daB zwischen je 
- ') . 2 Modulformen eine isobare algebraische Gleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten besteht, wird in allen Einzelheiten bewiesen. Dabei 
benétigt man nicht die sehr miihsam zu begriindenden Hilfsbetrachtungen aus 
der allgemeinen Funktionentheorie mehrerer Variabeln, wie sie in der Blumen- 


3) O. Blumenthal, Uber Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen, Math. 
Annalen 56 (1903), S. 509—548 und 58 (1904), S.497—527; Uber Thetafunktionen 
und Modulfunktionen mehrerer Verainderlicher, Jahresbericht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung 13 (1904), S. 120—132. 

*) E. Hecke, Héhere Modulfunktionen und ihre Anwendung auf die Zahlen- 
theorie, Math. Annalen 71 (1912), S. 1—37; Uber die Konstruktion relativ-Abelscher 
Zahlkérper durch Modulfunktionen von zwei Variabeln, ebenda 74 (1913), S. 465—510; 
Analytische Funktionen und algebraische Zahlen II. Teil, Abhandlungen aus dem 
Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat 3 (1924), S. 213—236. 

5) C. L. Siegel, Lectures on the analytical theory of quadratic forms, autographiert, 
Princeton (1935); Uber die analytische Theorie der quadratischen Formen, Annals 
of mathematics 36 (1935), S. 527—606; Formes quadratiques et modules des courbes 
algébriques, Bulletin des sciences mathématiques, 2. Reihe, 61 (1937), S. 331—352. 

6) H. Braun, Zur Theorie der Modulformen n-ten Grades, Math. Annalen 115 
(1938), S.507—517; Konvergenz verallgemeinerter Eisensteinscher Reihen, Math. 
Zeitechr. 44 (1939), S. 387—397. : 
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thalschen Untersuchung auftreten. Es wird die Reduktionstheorie der de- 
finiten quadratischen Formen herangezogen und eine gewisse Verall- 
gemeinerung des Schwarzschen Lemmas. Dann werden Modulformen durch 
Eisensteinsche Reihen konstruiert, und es wird gezeigt, daB es unter diesen 
n(n + 1) 


5 +1 algebraisch unabhingige gibt. Definiert man die Modul- 





funktionen n-ten Grades durch Quotienten von Modulformen gleichen Ge- 
wichtes, so folgt sofort die algebraische Abhingigkeit von je ser +1 


Modulfunktionen. Ferner ergibt sich, daB jede Modulfunktion rational durch 
Eisensteinsche Reihen ausgedriickt werden kann. Endlich wird noch bewiesen, 
daB die zwischen den Eisensteinschen Reihen identisch bestehenden al- 
gebraischen Gleichungen rationale Zahlenkoeffizienten haben. 

Nicht beriicksichtigt wird im folgenden die von der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen her naheliegende Verallgemeinerung, welche auch die 
Kongruenzuntergruppen der Modulgruppe n-ten Grades umfaBt. Gleichfalls 
fallt aus dem Rahmen unserer Betrachtung die Untersuchung derjenigen 
Funktionen, die zu den Modulfunktionen »-ten Grades in analogem Verhiltnis 
stehen, wie die Hilbert-Blumenthalschen Funktionen zu den elliptischen 
Modulfunktionen. 


Es seien hier noch einige der weiterhin zu benutzenden Symbole erklart. 
Deutsche Buchstaben bezeichnen Matrizen, und zwar kleine deutsche Buch- 
staben stets Spalten. Durch den oberen Index (a, b) in M'” wird ausgedriickt, 
da IM eine Matrix aus a Zeilen und b Spalten ist; ferner bedeutet M'*’ eine 
Matrix aus a Zeilen und Spalten. Gelegentlich werden unwichtige Elemente 
einer Matrix durch das Zeichen « angedeutet. Unter abs ® verstehen wir den 
absoluten Betrag der Determinante einer komplexen Matrix 8. Nullmatrirx 
und Einheitsmatriz werden mit R und € bezeichnet, die Nullspalte mit n. 
Der Buchstabe S wird fiir symmetrische Matrizen reserviert. Geht die qua- 
dratische Form x’ Sx durch die lineare Transformation x = Cy in yn’ Ty iiber, 
so ist T = C€’ SEC, und hierfiir schreiben wir kiirzer T = S [C€]; insbesondere 
ist alsox’ Sx = S [x]. Ist S reell und stets S [x] =} 0 fiir reelles x, so nennen 
wir S nicht-negativ und bezeichnen dies durch S = 0; gilt schirfer sogar 
S [x] > 0 fiir alle reellen x + n, so hei®t S positiv, und wir schreiben dafiir 
S > 0. Dieselbe Bezeichnung verwenden wir sinngemiB bei hermitischen 
Formen. Eine Matrix M hei&t ganz, wenn alle ihre Elemente ganze rationale 
Zahlen sind. Sind M und M-* beide ganz, so heiBt M unimodular; fiir solche 


Matrizen bleibt der Buchstabe U vorbehalten. Ist die Zah! S [x] - ~ Snr Zak 
das 


ganz fiir alle ganzen x, so miissen die Koeffizienten s,, (k = 1, ..., ») und 
2s,,(1 < k <1 S n) der quadratischen Form simtlich ganze Zahlen sein; 
wir nennen dann © halbganz. 


41* 
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§ 1. 
Die Modulgruppe n-ten Grades. 


In verschiedenen Teilen der Mathematik wird man zu der Aufgabe 
gefiihrt, die homogenen linearen Substitutionen zweier Reihen von je 2 Varia- 
beln z,, ..., Zg, und y,,..., Y¥g, Zu bestimmen, welche die bilineare Form 


(l) 2 Syeee— tose) 


in sich iiberfiihren. Bezeichnet man mit 
as 
€ >) 


die Matrix der gesuchten Substitution, wobei A, 8, €, D aus » Zeilen und 
Spalten bestehen, und mit 


m= | 


+= (a 3) 

die Matrix der bilinearen Form (1), so mu8 also M der Bedingung 
(2) MIN = J 
geniigen. Diese Bedingung besagt, daB die 3 Gleichungen 
(3) wWe= CUA, BSD=D'S, WD-CBS=E 
gelten sollen. Wegen 3-' = — 3 und (2) gilt auch 
(4) MIM’ = J, 
also 
(5) AB’ = SA, CD’ = DC’, AD’ — BC’ = E. 

Ein Paar von Matrizen X und Y mit der Eigenschaft 
(6) EY = YX 


heiBe symmetrisch. Zufolge (3) gilt dann fiir jedes symmetrische Paar n-reihiger 
Matrizen X, %) die Beziehung 


XC+9)D —xw—VsH’ € x, N 
rs e )%(e 9)-(e cx+oy) 
und daher 
(7) | XC’ + YD'| -|M| -|Y'| = |Y) - |CX’' + DY’|. 


Nun ist aber die Determinante | ¥€’ + D’| auch unter der Nebenbedin- 
gung (6) nicht identisch in X und ¥ gleich 0, denn nach (5) hat sie speziell 
fir X = — 8, 9 = A den Wert 1. Daher folgt aus (7) die Gleichung 


(8) |M| = 1. 
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Alle reellen Matrizen I mit der Eigenschaft (2) bilden offenbar bei 
Multiplikation eine Gruppe 2. Unter ihnen bilden die ganzen I wegen (8) 
ebenfalls eine Gruppe J’, und diese nennen wir homogene Modulgruppe n-ten 
Grades. Die homogenen Modulsubstitutionen 

as 
m=(¢ 5) 
erhalt man durch die simtlichen ganzen Lésungen von 
AB’ = SA’, CD’'= DC’, AD’ —- BU’ = G, 
und es ist dann 
, Dv —8' 
Mi = -3WS=("_, | ). 

Die Matrizen (4B) und (€D) heiBen erste und zweite Matrizenzeile der 
Modulsubstitution M. Es sollen jetzt einige einfache Eigenschaften dieser 
beiden Matrizenzeilen abgeleitet werden. Nach (5) und der Erklarung (6) 
ist zunachst jedes der Paare U, B und €, D symmetrisclr. Nach (5) ist ferner 

GD -A — GC -B’ = G; 
sind also fiir irgendeine Matrix © die Matrizen GC und GD beide ganz, so 
ist © selbst ganz. Diese Eigenschaft von € und D driicken wir aus, indem wir 
sagen, das Paar €, D ist teilerfremd. Das Paar U, B ist ebenfalls teilerfremd. 
Die Matrizen jeder der beiden Zeilen von M bilden also ein teilerfremdes 
symmetrisches Paar. 

Nun sei ein beliebiges teilerfremdes symmetrisches Paar €, D gegeben. 
Wir wollen ein weiteres teilerfremdes symmetrisches Paar &,® derart 
bestimmen, daB eine Modulsubstitution zustande kommt, daB also 
UD’ — BC’ = E wird. Zu diesem Zwecke zeigen wir zunichst, daB die 
Gleichung CX + DY = E in ganzen X, Y lésbar ist. Wir wahlen eine 
unimodulare Matrix U, fiir welche (CD) U rechts von der Diagonale nur Nullen 
enthalt. Dann ist sicher 

(CD) U = (FN) 


mit ganzem § = '"’, und da das Paar €,®D teilerfremd ist, so mu8 § uni- 


modular sein. Setzt man 
x a 
(9) = 4" ) 


so leisten ¥ und Y das Gewiinschte. Endlich sei 
A= 9Y'+XYC, B= — X'+ X’YD. 


Dann ist 

AB’ —BA' = (Y' + R’YC) (D'Y' X¥ — X) — (X’YD— FX’) (V+ C'Y'X) = FR, 
AD’ — BC’ = (Y' + X’YC) D’ + (X' — XYD)C' = E, 

also unsere Aufgabe gelést. 
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Wie erhilt man alle Modulsubstitutionen MM mit gegebener zweiter 
Matrizenzeile (CD)? Sind 


mn = (" 8 A, =) 


c Dd/ €¢ 3d 


zwei derartige Modulsubstitutionen, so bilde man 


m, = ( 


-. (& & Yr -8), € S 
MR =(— 5)(“¢ a )=(e x) 
mit 

S = S@ — AB, R = DF, —C€Bi. 
Da MM" wieder eine Modulsubstitution ist, so folgt 


R=€, S'=G, 
und es ist 
S 
(9) RM=(. 
mit ganzem symmetrischem S. Fiir jedes solches S ist umgekehrt mit M, 
auch M eine Modulsubstitution, und beide haben die gleiche zweite Matrizen- 
zeile. Aus einer festen Modulsubstitution IM, mit der vorgeschriebenen 
zweiten Matrizenzeile erhalt man also eineindeutig alle M mit derselben 
zweiten Zeile, indem man in (9) fiir S alle ganzen symmetrischen Matrizen 
eintrigt. 
Die speziellen Modulsubstitutionen 


€ S 
(x ©) 
bilden eine Abelsche. Untergruppe A, in der homogenen Modulgruppe J’. 
Nach (9) ist nun die Menge aller M aus J" mit fester zweiter Matrizenzeile 
genau eine rechtsseitige Nebengruppe in bezug auf 4). 
Die Elemente von A, sind dadurch ausgezeichnet, daB ihre zweite Zeile 
(ME) ist. Wir wollen allgemeiner alle Modulsubstitutionen von der Form 
* & | 
™=(9 9) 
untersuchen. Diese bilden eine 4, umfassende Untergruppe 4 von J’, welche 
wir die Gruppe der ganzen Modulsubstitutionen nennen wollen. Es ist dann 


DY=C& AB’ = Sy, 


also M’ = U unimodular, D = U-', BU = S symmetrisch. Die Elemente 
von A sind daher 


a - ( 


uo Su- 
R u-) 
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mit beliebigem unimodularem U und beliebigem ganzem symmetrischem GS. 
Aus den Zerlegungen 


*=(5 (x u)=(9 ude ve ) 


ersieht man, daB A, eine invariante Untergruppe von A ist. Die Faktor- 
gruppe 4/A, besteht aus den Modulsuhstitutionen 


G+) 


mit beliebigem unimodularem U. 
Endlich wollen wir noch I’ in rechtsseitige Nebengruppen zu A einteilen. 


Sind 
au, 8 yw ou" 
M=(—' 5) We (yu) 
Elemente von J’ und 4, so gilt fiir die zweite Zeile (CD) von 
B 


RA - B= ' >) 
die Beziehung 
(10) (€,D,) = U(CD), 
also auch 
(11) CD, = DC}. 


Ist umgekehrt M% irgendeine Modulsubstitution, deren zweite Zeile (CD) 
die Bedingung (11) erfiillt, so wird 


ai uS\/d, -8, Fe 
ma'=(—¢ (“go )=(e +) 
ein Element M, von 4. Insbesondere gilt dann wieder (10), mit einer ein- 
deutig bestimmten unimodularen Matrix U. 

Stehen nun zwei teilerfremde symmetrische Matrizenpaare €,D und 
€,, D, in der Beziehung (11) zueinander, so sagen wir, die Paare sind assoziiert. 
Diese Relation ist reflexiv und symmetrisch; nach (10) ist sie auch transitiv. 
Wir vereinigen alle assoziierten teilerfremden symmetrischen Matrizenpaare 
€,D in eine Klasse {€,D}. Dann bilden alle Modulsubstitutionen, deren 
zweite Matrizenzeilen derselben Klasse angehéren, genau eine rechtsseitige 
Nebengruppe in bezug auf 4. 

Ist der Rang r von € kleiner als n, so laBt das teilerfremde symmetrische 
Paar €,D noch eine gewisse Reduktion zu, die wir spiter benétigen werden. 
Man bestimme dann zwei unimodulare Matrizen U, und U,, so daB 


C, 
N R 


u€ = ( )\%, € =€7, || +0 
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gilt. Setzt man analog 


w>=(s) pm" 


so folgen wegen €D’ = DC’ die Gleichungen 
€,D, = DG, €,D; = N; 
also ist das Paar €,, D, symmetrisch und D, = RN. Da das Paar €,D teiler- 


fremd ist, so ist D, unimodular und das Paar €,,D, teilerfremd. Ersetzt 
man noch U, durch 


€ D 
(5 9) U 
so wird 
(12) u,€ = (F te uD = by ou 


Es sei nun & die aus den ersten r Spalten von U, gebildete Matrix. Ist 
U, = Uy? eine beliebige unimodulare Matrix, so bleibt (12) erfillt, wenn 
darin Q, €,, D, durch QOUj, €,UZ*, D, UG, ersetzt werden. Die Gesamtheit 
der QU, die fiir variables U; entsteht, vereinigen wir wieder in eine Klasse {Q}. 
Aus jeder solchen Klasse wahlen wir einen festen Reprisentanten. Dieser 
moge die ersten r Spalten von U, bilden. Endlich kann man iiber U, noch so 
verfiigen, daB das Paar €,,D, ein vorgeschriebener Reprisentant seiner 
Klasse ist. 

Wir wollen jetzt nachweisen, da8 die Zuordnung zwischen den Klassen 
{€, D} und den Klassen {Q}, {€,, D,} eine umkehrbar eindeutige ist. Es sei U, 
eine unimodulare Matrix, die mit U, in den ersten r Spalten iibereinstimmt. 
Dann ist 


one Byam 
wieder unimodular und 
a4) Uue= (5 ~ u. UUd= (s: °° U;". 


Folglich ist die Klasse {€, D} durch {OQ} und {€,, D,} eindeutig bestimmt. 
Um das Umgekehrte zu zeigen, nehmen wir an, es sei auch 


es ree 
Aus der Gleichung 

UU: (Sr ge) = (Gr gy) CH Me 
folgt, da8 
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ist. Bilden die ersten r Spalten von U, die Matrix Q,, so ist also 
Q, = Qu. 
Da wir den Klassenreprisentanten Q fest gewahlt haben, so ist 
Q, = Q. 


Benutzen wir nun (13) und (14) mit U, statt U,, so sehen wir, daB wir in (15) 
bereits die Annahme 


Uy = U, 
machen kénnen. Endlich sei noch 
Uy, Uy? = Uy. 
Aus (12) und (15) ergibt sich dann 
€¢ 2, << & D>, N, Dd R 
(gs gl=(g gh %g' el=(g’ © 
also 
uy, OR 
u, = (," «)’ 


Co = UC, Do = UD, 
und wegen der festen Wahl des Klassenreprasentanten €,, D, ist schlieBlich 
© =©,, Dy = Ds. 


§ 2. 
Der Fundamentalbereich. 


Zwei beliebige komplexe Matrizen B und YW” unterwerfen wir der 
linearen Transformation 


kiirzer 
B B 
an (S)-m(2). 


Dabei gehére M zu der Gruppe 2 aller reellen linearen Substitutionen, welche 
die bilineare Form (1) in sich iiberfiihren. Nach (2) ist dann 


BiB, = 8, = ZB’ W ae Ww’ B 


und, wenn durch Uberstreichen die Bildung der konjugiert komplexen Matrix 
angedeutet wird, auch 


BB, — 0B, = B' — Wy’ B. 
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Die Matrix 859%, ist also dann und nur dann symmetrisch, wenn B’ YW es ist, 
Ferner ist die hermitische Matrix 


§ = 5 (8 B—BWs) 


bei der Transformation (17) invariant. 

Weiterhin sei dauernd B’'23 = W'S symmetrisch und § > 0, also 
3°53 > 0 fiir jedes komplexe 3 +n. Dies ist z. B. fir 8 = 1€, W= E 
erfiillt. Es ist dann stets |Y| +0; denn aus %B3 = n folgt Wj = n, 
3 B's = 0, 3H3 = 0,3 = n. Wegen der Invarianz von § ist also auch 
|WB,| + 0. 

Wir setzen nun 

3 = 3B". 
Aus den Formeln 
BWB=W ZW, § = + W(3'-3)B 


ersieht man, daB 3 symmetrisch ist und daB der imaginiare Teil Y von 3 = X 
+ iQ positiv ist. Setzt man analog 3, = B,YB\!, 3, = ¥,+ 79, mit 
reellen X,, Y,, so geht (16) iiber in 


(18) 31 = (A3 + 8) €3+D)%, 
und wegen der Invarianz von § gilt 2B’) = WY, B,, also 
(19) Y = (3+ D)'Y, (C3 + D). 


Deutet man die  (n + 1) Elemente z,, und y,, (k < 1) von ¥ und Y als 
kartesische Koordinaten eines Punktes, so erfiillen alle komplexen symmetri- 
schen 3 = X + 1Y mit positivem Imaginarteil J) eine offene konvexe Punkt- 
menge P, deren Begrenzung von endlich vielen algebraischen Flachen gebildet 
wird. Nach dem oben Bewiesenen geht P in sich selbst iiber bei allen ge- 
brochenen linearen Substitutionen (18), fiir welche M zu 2 gehért. Im fol- 
genden mége WM dauernd sogar der homogenen Modulgruppe J" angehéren. 

Wann ergeben nun zwei Modulsubstitutionen IM und M, dieselbe ge- 
brochene Substitution (18)? Gilt identisch fiir symmetrisches 3 die Gleichung 


(43 + B) (C3 + Dd) = (4,3 + B,) C€,3 + B,)-3 
so folgt wegen 3, = 3) zunichst 
(3€, + Dy) (AZ + B) = (3A, + By) (C3 + D), 
3 (€,4% — AC) 3 + 3(C,B — AD) + (DA — BC) 3 = BLD — DiS 
und hieraus 


CU=AC, DiB=Bid, DM —- BC = wD —C,B =e, 
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mit einer gewissen Zahl 4. Dann wird aber auch 
MM = 1G, 


und da dies ebenfalls eine Modulsubstitution ist, so ergibt sich 2? = 1, 
M, = + M. Aus der Gruppe J aller homogenen Modulsubstitutionen M 
erhilt man also die Gruppe J, der gebrochenen Modulsubstitutionen (18), 
indem man M und — Mt nicht als verschieden ansieht; d. h. J), ist die Faktor- 
gruppe von J in bezug auf die von € und — € gebildete invariante Unter- 
gruppe. Fortan wollen wir dauernd unter der Modulgruppe die Gruppe I, 
verstehen 

Zwei Punkte 3, und 3 von P heiBen dquivalent, wenn sie in der Be- 
ziehung (18) zueinander stehen, also durch eine Modulsubstitution auseinander 
hervorgehen. Es ist eine wichtige Aufgabe, durch geeignete Bedingungen 
in jedem vollen System iquivalenter Punkte einen reduzierten Punkt derart 
festzulegen, daB die reduzierten Punkte einen Bereich mit méglichst einfacher 
Begrenzung ergeben. Eine Lésung dieser Aufgabe erhalt man durch die 
folgenden Betrachtungen. 

Wir nennen den mit 3 aquivalenten Punkt 3, Aéher als 3, wenn fiir die 
imaginaren Teile 9, und Y von 3, und 3 die Ungleichung | %,| > | QJ gilt. 
Nach (19) ist dies gleichbedeutend mit der Ungleichung 


abs (C3 + D) <1. 


Jetzt sei 3, 3,, 32, ... eine Folge aquivalenter Punkte, von denen jeder 
hoher ist als der vorangehende. Wir wollen zeigen, daB diese Folge nur endlich 
viele Glieder enthalten kann. Ist namlich 


Be = (U3 + Bx) Cr3 + Dy)-? (k = 1.2,...), 
so gilt 
(20) 1 > abs (€,3 + D,) > abs (€,3 + D,) >. 


Hierbei kénnen keine zwei Paare €,, D, und €,, D, (k <1) miteinander 
assoziiert sein, denn aus ©, = UC,, D, = UD, mit unimodularem U folgte 
abs (€,3 + D,) = abs(€,3 + D,). Andererseits gibt es nur endlich viele 
Klassen {€,D}, fiir welche der Ausdruck abs(€3 + 2D) unterhalb einer 
beliebigen festen Schranke liegt. Dies folgt z.B. aus dem von H. Braun 
bewiesenen Satze, daB die Dirichletsche Reihe 


2 abs (€3 + D)-* 
{€, D} 


fiir s > m + 1 konvergiert, kann aber auch aus den weiter unten hergeleiteten 
Abschitzungen von abs (€3 + D) entnommen werden. Folglich treten in 
(20) nur endlich viele Glieder auf. 
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Es existiert also ein mit 3 aquivalenter Punkt, zu dem es keinen héheren 
mehr gibt. Bezeichnen wir ihn wieder mit 3, so gilt daher fiir alle teiler- 
fremden symmetrischen Paare €,D die Ungleichung 


abs (C3 + D) 21. 
Unterwerfen wir dann 3 einer beliebigen ganzen Modulsubstitution 
3 = (W3+ SU )U=3M)+S 
mit unimodularem U und ganzem symmetrischem GS, so wird 
X,=*F(U)+S, 9 =VM, (|| =/9. 
Nun kénnen wir U so wahlen, daB die positive symmetrische Matrix 9, den 
Minkowskischen Reduktionsbedingungen ’) geniigt. Diese besagen folgendes: 
Setzt man 9), = (Yx:), Yex = Yx, 80 ist fiir jede Spalte g, aus ganzen Zahlen 
91> +++» Gn,» VOM denen gy, Jx41,---, Jn teilerfremd sind, die Ungleichung 
9; (9x) > ¥% (k = 1,..., ) 
erfiillt; auBerdem gilt 
Ye241 29 (k=1,...."—1). 
Endlich bestimmen wir die ganze symmetrische Matrix GS, so daB alle Ele- 
mente z,, von X, zwischen — } und } liegen. Schreiben wir dann wieder 
3 fiir 3,, so geniigt 3 = X + +Y den simtlichen Ungleichungen 


(21) abs (€©3 + D) =1, 
(22) DigelSye (K=1,---), Yay, 20 K=1,...."—)), 
(23) —}4=5%7,;5} Tf 8 ere | 


Jeder Punkt 3 aus P, der allen diesen Bedingungen geniigt, heiBt reduziert. 
Zu jedem Punkte aus P gibt es dann mindestens einen aquivalenten redu- 
zierten Punkt. Die Gesamtheit der reduzierten Punkte bildet eine Menge F. 
Von dieser wollen wir beweisen, daB sie abgeschlossen und zusammenhdngend 
ist, daB ihre Begrenzung von endlich vielen algebraischen Flachen gebildet 
wird und da® jeder Punkt von P entweder genau einem inneren Punkte 
von F oder aber nicht mehr als endlich vielen Randpunkten von F dqui- 
valent ist. 
Hat € den Rang 1, so gilt nach (12) die Formel 
(24) abs (C3 + D) = abs (€,3 [Q)] + Dg) 
mit teilerfremdem symmetrischem Paar Cf’, Df’ und |€,| + 0; ferner ist 


Q = Q”” primitiv, d.h. erginzbar zu einer unimodularen Matrix. Wahlt 
man insbesondere 


E-.6 B28 Oa (n)> 


7) H. Minkowski, Diskontinuitatsbereich fir arithmetische Aquivalenz, Ge- 
sammelte Abhandlungen, Bd. 2, S. 53—100. Leipzig und Berlin 1911. 
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so folgt aus (21) die Bedingung 
(25) abs 3,,. > 1, 


wobei 3,,, den r-ten Abschnitt von 3 bedeutet, also diejenige Matrix, welche 
aus 3 durch Streichen der letzten n — r Zeilen und Spalten entsteht. Fiir 
r = 1 folgt speziell aus (23) und (25) die Ungleichung y? + } = 1, also 


{26) 4,24 V3. 

Aus den Minkowskischen Reduktionsbedingungen erhalt man nun andererseits 
(27) ¥1 S9¥2S--- Syn, +2y:5y% (ISk<lsn), 
(28) WiY2--- Yn <1 |D|;, 

wo ¢,, wie auch weiterhin c,, ..., ¢,,, eine nur von » abhingige natiirliche 
Zahl ist. Zufolge (26) ist also 

(29) \D| 2¢,*. 


Jetzt ist zunichst leicht einzusehen, daB F abgeschlossen ist. Konvergiert 
namlich irgendeine Punktfolge aus F gegen einen Punkt 3, so geniigt auch 
diese den Ungleichungen (21), (22), (23), (29). Aus der letzten folgt, daB 3 
noch zu P gehért, und aus den drei vorhergehenden, daB 3 sogar ein Punkt 
von F ist. 

Um nachzuweisen, da8 F zusammenhingend ist, formen wir zuerst den 
Ausdruck abs (€,3 [Q]+ Dy) um. Es sei 


(30) 3 [Q] +651 Dy = S) + iT 


mit S, = ¥ [Q) + €5! Dy, T = Y [Q]. Man wiahle dann eine reelle Matrix 
§”, so daB T, [§] = € und zugleich S, (F] = H eine Diagonalmatrix ist, 
deren Diagonalelemente h,, ..., h, seien. Dann wird | §|~? = |T,| und 
So + tT = (H+ +E) (F-4], 
|Sg +2 TZ] = |Zo| LT (he + i). 
Zufolge (24) und (30) ist daher 


(31) abs (C3 + D)* = |Gy|*| Tol? MT (AE + 1). 
Fir 3, = ¥+iAQY mit A]>}1 gilt dann 

(82) abs (63; + D)* = Go|? | Tol? MT (he + 24), 
also 


abs (©3, + D) S abs (C3 + D), 


und demnach geniigt mit 3 auch 3, den simtlichen Ungleichungen (21), 
(22), (23). Es ist also 3, = ¥ + 1 /AY fiir alle A > 1 reduziert, wenn 3 = X 
+ 4 reduziert ist. 
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Da bei der Wahl von Q noch iiber einen rechtsseitigen unimodularen 
Faktor beliebig verfiigt werden kann, so darf man ohne Beschriankung der 
Allgemeinheit annehmen, da8 ¥ [Q] nach Minkowski reduziert ist. Liegt 3 
in F, so ist nach (22) und (26) jedes Diagonalelement von 9) [Q] mindestens 
gleich § 3. Wenn man dann (28) fiir 2) [Q] statt Y anwendet, so folgt 


(33 ) | D [Q]| > ¢3°. 
Nun setze man 35 = X, +7AQY mit A> 0 und einem beliebigen X,, das 
nur den Bedingungen (23) geniigt. Nach (31) und (33) wird jetzt 

abs (C3, + D) = |AY [Q]| > A’ cg. 


Fiir A > c, liegt also auch 3, in F. 
Von einem beliebigen Punkte 3, = ¥, + 7, von F gelangt man zu 
einem beliebigen anderen Punkt 3, = X, + 1 Y», von F durch den Streckenzug 


3=%,+1ts4Q, (lS AS¢s), 
3 = (1 — A) (¥, + te, 9,) + A(E,+%e,9.) (OS AZ), 
3=%,+14Y, (cg 2A 2} }). 


Beachtet man noch, daB mit |e, 9, [Q]| > 1 und |e,%, [Q)| > 1 auch 
(1 — A) es Y, [Q]) + Acs YM, [Q]| > 1 ist, so folgt aus dem in den beiden 
vorangehenden Absitzen Bewiesenen, dab die drei Strecken ganz zu F gehéren. 
Daher ist F tatsichlich zusammenhangend. 

Von den Bedingungen (21) und (22) lassen wir diejenigen fort, die identisch 
in 3 erfiillt sind. Diese erhailt man aus (21) fiir {(€, D} = {M, €} und aus 
(22), indem man in der Spalte g, fiir das Element g, die Werte + 1 und alle 
anderen Elemente gleich 0 setzt. Die inneren Punkte von F sind dann da- 
durch charakterisiert, daB fiir sie in allen iibrig gebliebenen Bedingungen 
(21), (22) und (23) nirgends das Gleichheitszeichen steht. Hieraus folgt nun 
leicht, da8 kein innerer Punkt 3 von F einem anderen Punkte 3, von F 
aquivalent sein kann. Ist namlich 


(34) 31 = (U3 + B) C3 + DP’, 
so gilt 


(—@’'3,+ %)(€3+ Dd) =€. 
Fiir das teilerfremde symmetrische Paar — €’, U’ liefert (21) die Ungleichung 
abs (— €’3, + MW’) ]1. 
Also ist abs (€3 + D) = 1 und folglich € = MN, 
3=32+s 


mit unimodularem U und ganzem symmetrischem S. Da nun Y, = Y [UJ 
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und 9 Punkte des Minkowskischen reduzierten Bereiches sind, und zwar 9 
nach Voraussetzung ein innerer Punkt, so folgt weiter U= +€. Aus 
X, = ¥ + S und (23) erhalt man dann S = M, und (34) wird dié identische 
Substitution 3, = 3. 

Jetzt untersuchen wir schlieBlich noch den Rand von F. Es sei 3 ein 
Randpunkt von F, also 3 reduziert, und 3, (k = 1, 2, ...) eine Folge von 
Punkten aus P, die nicht zu F gehéren, aber gegen 3 konvergieren. Es gibt 
zu jedem k eine von der Identitat verschiedene Modulsubstitution, so daB 


(35) W, = (Ac 3x + Br) Ce 3x + De)? 


reduziert ist. Wir betrachten zunichst den Fall, daB es unendlich viele k 
mit €, + N gibt. Indem wir zu einer geeigneten Teilfolge iibergehen, kénnen 
wir annehmen, da8 €, fiir alle k von N verschieden ist. Es sei r der Rang von 
€,. Nach (24) und (31) gilt dann 


(36) abs (C3 + Da)? = abs (63x [9] + Dy)? = |Gol*| Tol? MT (HE + 1). 


Dabei ist Cy’, Dy’ ein teilerfremdes symmetrisches Paar, |€,| + 0, ferner Q 
primitiv, T, = Y, [Q] und h,, ..., A, die Wurzeln der Gleichung |AT, — So| 
=0 mit S, = ¥,[Q)+€,1D 9. Bedeutet wieder § die Diagonalmatrix 
aus den Diagonalelementen h,, ..., h,, so gilt T,) [%] = €, Sp [F] = H mit 
reellem %. 

Man kann sich Q so gewahlt denken, daB T), = Y, [{Q] den Minkowski- 


schen Reduktionsbedingungen geniigt. Das erste Diagonalelement von T, 
1 


ist dann kleiner als ¢, | Tp!" und andererseits mindestens gleich dem Minimum 
der quadratischen Form 9), [g] fiir alle ganzeng +n. Fiir 2 statt 2, ist 
das Minimum zufolge (22) und (26) mindestens gleich } |3, ferner andert 
es sich stetig mit 9,. Wegen %, + 9 gilt also 


| Z| > o5?. 
Da YS, reduziert ist, so ist aber auBerdem 
(37) abs (C,. 3% +- D,) < l. 


In Verbindung mit (36) folgt daraus die Beschrinktheit der Zahlen |p|, 
| Zo], Ay, ..., A,. Da Tp reduziert ist und die Reziproke des ersten Diagonal- 
elementes beschrankt ist, so ergibt sich die Beschrinktheit aller Elemente 
von Tp». Wegen der Beziehungen T, [¥] = €, Sp = H [F-*] erkennt man 
dann die Beschranktheit von §-1 und Sp. Weil Y, gegen das reduzierte J 
strebt, gilt ferner die Ungleichung 


Mx [9] 2 %'9'g 
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fiir alle geniigend groBen k. Zufolge der Beschranktheit von T, ist also auch 
Q beschriinkt. Ferner ist X, — X, und alle Elemente von & liegen zwischen 
—4 und +}. Demnach ist auch €51D, = S, — X, [Q) beschrinkt. In 
dieser rationalen Matrix ist aber wegen der Beschranktheit von |€,| auch der 
Nenner beschrinkt, also gibt es fiir sie nur beschrinkt viele Méglichkeiten. 
Auf Grund von (11) ist durch die Kenntnis von €5! Dy die Klasse {€,, D,} 
eindeutig festgelegt. Hieraus ergibt sich die Existenz eines beschrinkten 
teilerfremden symmetrischen Paares €,D, so da8 fiir eine unendliche Teil- 
folge 
abs (C, 3x + Dy) = abs (€ 3, + D) 

gilt und€ + N ist. Aus (37) folgt dann, daB der Randpunkt 3 auf der Flache 
(38) abs (€3 + D) = 1 
gelegen ist. 

Nun haben wir noch den Fall zu untersuchen, daB in (35) unendlich oft 
€, = N ist. Dann wird 

Wr = Bx (Ue) + Se 

mit unimodularem U, und ganzem symmetrischem S,. Dabei ist 9, [U,] 
ein Punkt des Minkowskischen reduzierten Bereiches. Dieser Bereich wird 
von endlich vielen Ebenen begrenzt. Ist nun U, + + € fiir unendlich viele k, 
so folgt, da8 der Grenzpunkt 9 von %, auf einer dieser Ebenen liegt. Die 
Gleichungen der Ebenen ergeben sich, indem man in gewissen endlich 
vielen der Beziehungen (22) das Gleichheitszeichen wihlt. SchlieBlich sei 
Uu, = + € fiir fast alle k, also 


W, — 3x 7 Se 
mit S,+%. Dann mu aber fiir X in einer der Bedingungen (23) ein Gleich- 
heitszeichen stehen. 
Damit ist bewiesen, daB die Begrenzung von F aus endlich vielen alge- 
braischen Flachen besteht, namlich endlich vielen Ebenen und endlich vielen 
Flachen mit der Gleichung (38). Wir wollen zum Schlu8 noch zeigen, daB 


ein Randpunkt 3 nur beschriinkt vielen weiteren Randpunkten 3,, 39, ... 
iquivalent sein kann. Es sei 


(39) 3x = (U3 + Bx) (C3 + Die)? (k = 1, 2,...). 


Dann ist jedenfalls abs (€, 3 + D,) = 1 und folglich bestehen fiir die Klasse 
{€,, D,} nur beschriinkt viele Méglichkeiten. Wir brauchen daher nur noch 
den Fall zu betrachten, daB €, = U,€,,D, = U,D, (k = 1, 2, ...) gilt, 
mit unimodularem U, und festem teilerfremdem symmetrischem Paar€, , D,. 
Zufolge (9) ist dann aber 


31 — 3x (U,] +S, 
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mit ganzem symmetrischem S,, und fiir die imaginaren Teile 9, von 3, gilt 
also insbesondere 


Yi = De (Ua). 


Da die 2), simtlich reduziert sind, so folgt hieraus nach einem wichtigen, 
zuerst von Minkowski bewiesenen Satze die Beschriinktheit von U,. Dann 
ist aber auch 

Se = ¥, — &, (U,] 
beschriinkt. 

Wir haben iibrigens hiermit nicht bewiesen, daB die in (39) méglichen 
Modulsubstitutionen einer von 3 unabhingigen endlichen Menge angehéren; 
wir haben nimlich nicht die Beschriinktheit des einen Paares €,,D, bewiesen. 
Erst hieraus wiirde sich ergeben, daB von den aus F durch die Modulsubsti- 
tutionen entstehenden iiquivalenten Bereichen nur endlich viele mit F einen 
Randpunkt gemeinsam haben. Daf auch dieser schirfere Satz richtig ist, 
ergibt sich durch genauere Untersuchung der Gleichung (19), und zwar auf 
ihnliche Art. wie beim Beweis des eben genannten Minkowskischen Satzes 
iiber den Rand des Bereiches der reduzierten positiven ¥). Da wir aber diesen 
Satz weiterhin nicht gebrauchen werden und sein Beweis ein genaueres Ein- 
gehen auf die Minkowskische Reduktionstheorie erfordern wiirde, so wollen 
wir uns hier mit diesem Hinweis begniigen. 


§ 3. 


Modulformen n-ten Grades. 
Wie im vorhergehenden Paragraphen seien B'"’ und YW" zwei komplexe 
Matrizen, fiir welche B’ YW symmetrisch und die hermitische Matrix 5; (Bw 
- YW’ B) positiv ist. Wir wollen Funktionen der 2 n? Elemente von 8 und YW 
betrachten, die stetig sind und bei der vollen homogenen Modulgruppe ‘- 
variant bleiben. Fiir diese Funktionen  (%, YW) soll also bei jeder homogenen 
Modulsubstitution 
V,=AV+ SR, BW, =-CV-TDwW 
die Gleichung 


(40) 7 (B,. Wy) = ¢ (VB. W) 


erfiillt sein. Ferner sollen sie homoge» in B und YW sein, in folgendem Sinne: 
Ersetzt man 8. YB durch BR, WR mit beliebigem umkehrbarem K. so sollen 
sie sich mit einem nur von & abhingigen Faktor / (R) multiplizieren: es soll also 


gy (WRK. WR) = f (K) w (B, YW) 


Mathematische Annalen. 116. 
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gelten. Ist dann ¢ (%, %) nicht identisch 0, so ist / (R) ebenfalls stetig und 
nicht identisch 0. Ferner besteht die Funktionalgleichung 
f(K, Ra) _ f (8) f (R), 

aus der bekanntlich 

f (R) = | RI" 
folgt, mit konstantem y. Wegen 

9 (8, B) = »(— B, — B) = f (— €) yo (B, B) 

mu8 noch 

(—1)""=1 
sein, aizo my eine gerade ganze Zahl. Es wird nun 
(41) p(B, BW) = |BWl’ p (VW-,E), —y(B,, W,) = |W,|’ vy (VB, Wr’, ©). 
Wir brauchen uns demnach nur noch mit den Funktionen 


? (3, €) = ¢ (3) 

zu beschaftigen, die fiir alle 3 aus P stetig sind und nach (40) und (41) der 
Funktionalgleichung 

? (31) = |€3 + D\-” eB) 
fiir jede gebrochene Modulsubstitution 

31 = (43 + B)(€3+ D> 
geniigen. 

Fiir die ganzen Modulsubstitutionen 


(42) 3=3)+6, 
mit unimodularem U und ganzem symmetrischem G, gilt dann insbesondere 
9 (31) = |U|’ g (3). 

Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn wir y selbst als gerade ganze Zahl 
voraussetzen; dann ist namlich 
(43) ? (31) = 9 (3) 
fiir alle ganzen Modulsubstitutionen (42). 

Unter einer Modulform n-ten Grades verstehen wir eine Funktion 9 (3) 
mit folgenden drei Eigenschaften: 

1. Sie ist in P eine reguldre analytische Funktion der™ "+ ») unabhangigen 
Elemente von 3; 

2. sie ist im Fundamentalbereich F beschrinkt; 

3. ste gentigt fiir jede Modulsubstitution 3, = (U3 + B) (C3 + Dd)" 
der Funktionalgleichung 
(44) ? (31) = |€3 + Dl? v (3) 
mit emer festen geraden Konstanten g. 
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In dieser Erklarung haben wir g an Stelle von — y geschrieben. Wir 
werden bald sehen, ‘da8 y (3) im Falle g < 0 identisch verschwindet und im 
Falle g = 0 identisch konstant ist. Die gerade Zahl g nennen wir das Gewicht 
der Modulform. 

Nach (42) und (43) hat die Modulform g(3) in jedem Elemente 
Ze,(1 Sk SI Sn) von 3 die Periode 1. Folglich gilt iiberall in P eine 
Fouriersche Entwicklung 


(45) (3) = < a() e&*#01T 3B), 


Hierin durchliuft I alle halbganzen symmetrischen n-reihigen Matrizen, 
das Zeichen o bedeutet die Bildung der Spur und die Koeffizienten a (T) 
hangen nur von T ab. Es sei X = (z,,) der reelle Teil von 3 = ¥ + 19, 
ferner X der Einheitswiirfel — 4 < 2, 5 3(1 S[k [1 Sn) unddk¥ = [Jdzx,, 
das Volumenelement von X. Dann gilt 


(46) a(X)e—229ED — { p(Spe-smter nae. 


Es bedeute nun 9, irgendeinen Punkt des Minkowskischen reduzierten Be- 
reiches. Aus (32) entnimmt man, daB 3 = ¥ + 1A, fiir alle geniigend 
groBen Zahlen A und jedes ¥ aus X im Fundamentalbereiche F gelegen ist. 
Da nun aber ¢ (3) in F beschrankt ist, so ergibt (46) die Beschranktheit des 
Ausdrucks 

a(TX)e—2740(T Vo) 


fir A> o. Wenn o(TY,) < 0 ist, so ist also a (T) = 0. 
Nach (42) und (43) gilt fiir jedes unimodulare U die Gleichung 


(47) g (3 (U)) = 9 (3), 
also wegen der Eindeutigkeit der Fourierschen Entwicklung auch 


(48) a (= [U}) = a (2). 


Fiir jedes 2) >0 gibt es ein U, so daB Y [U] = Yo reduziert ist. Besteht 
nun die Ungleichung o (TY) < 0, so ist auch o (TJ) Yo) < 0, mit T, [U'] = TF. 
Dana ist aber a (T,) = 0, und (48) ergibt a (XT) = 0. 

Folglich kann a (ZT) nur dann von 0 verschieden sein, wenn die Un- 
gleichung o (TY) = 0 fiir alle positiven Y erfiillt ist. Setzt man J} = RR’ 
mit beliebigem reellem ® und | R| + 0, so muB also o (T [R]) S} O gelten. 
Wegen der Stetigkeit in ® ist dies dann auch noch fiir | R| = 0 richtig. also 
fiir alle reellen R. Das bedeutet aber, daB die quadratische Form T [x] > 0 
ist fiir alle reellen x; es ist also T nicht-negativ, und wir kénnen die Sum- 
mation in (45) auf T > 0 beschranken. 

42* 
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Wir verstehen jetzt unter 3, eine komplexe symmetrische Matrix mit 
positivem Imaginarteil und nur 2 — | Reihen. Fiir jede positive Zahl / ist 
dann offenbar 

3, on 
(49) 3=(3' i) 
ein Punkt von P. Wir werden beweisen, daB fiir festes 3, und A— o der 
Wert der Modulform (3) gegen einen Grenzwert y(3,) strebt, der als 
Funktion von 3, eine Modulform (n — 1)-ten Grades mit dem gleichen 
Gewicht wie (3) ist. 

Die aus den ersten n — 1 Reihen von T gebildete Matrix sei T,, ferner 
seien t,,..., t, die Diagonalelemente von T. Es gilt dann 


(50) og (Z3) = o (3,31) + 144. 


Wir setzen voraus, 3, liege in einem abgeschlossenen Gebiet G des n (n — 1)- 
dimensionalen Raumes, in welchem der imaginare Teil 9, von 3, durchweg 
positiv ist. Es soll zuniachst gezeigt werden, daB fiir alle reellen nicht-negativen 
Z, die Ungleichung 

(51) o(2,9,) =v (,) 


gilt, mit einer positiven nur vonG und n abhingigen Zahl y. Diese Behauptung 
ist jedenfalls richtig fiir T, = N. Es sei T, + MN, also o(T,) > 0, wegen 
T, =0. Da die Ungleichung homogen vom ersten Grade in den Elementen 
von T, ist, so kann man weiterhin o (T,) = 1 voraussetzen. LaBt man 3, 
in G variieren und T, in dem durch die Bedingungen T, = 0, o (T,) = 1 
festgelegten Bereiche, so erhilt man ein abgeschlossenes endliches Gebiet. 
In diesem hat die stetige Funktion o (T,9,) ein Minimum y. Wegen 9, > 0, 
ZT, + RN ist dort ferner iiberall o (T,Y,) > 0, also auch y > 0. 
Andererseits konvergiert die Reihenentwicklung (45) speziell fiir 


3=i $ €. Folglich ist fiir alle halbganzen T = 0 der Ausdruck a (ZX) e~7"" 


beschrinkt. Fiir 4 > y und ein geeignetes nur von G und » abhangiges K 
ist daher die Reihe 
K Se- ayo (I) 
t 


eine Majorante fiir die rechte Seite von (45); dabei ist iiber alle halbganzen 


nicht-negativen T zu summieren. Die Konvergenz dieser Reihe ist nun leicht 


einzusehen. Wegen T = 0 ist namlich ¢}, < 2, ¢, und demnach die Anzahl der 


n(n +1) 


halbganzen T mit festem Werte von o (T) = tnicht gréBerals(4¢+ 1) ? 
Es konvergiert uber sogar die Reihe 





= n(n +1) 


Y(4t+1) 2? e-*7t, 


t=0 
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Damit ist nachgewiesen, daB die rechte Seite von (45) gleichmafig fiir alle 3, 
aus G und 4 > y konvergiert, wobei 3 durch (49) erklart ist. Jetzt fiihren 
wir den Grenziibergang 4- © aus. Nach (50) ist dabei lim e®*‘*‘t? 
= e**/9(413) fiir t, = 0, aber = Ofiirt, > 0. Setzt man noch a (X) = a (T;) 
fiir 


n O 
so ist also 
lim @ (3) = X a(T,) e? 749 F130), 
Tq 


wobei iiber alle (n — 1)-reihigen halbganzen nicht-negativen T, zu summieren 
ist. Da die rechte Seite gleichmaBig in G konvergiert, so ist sie eine dort 
regulire analytische Funktion y (3,). 

Im ganzen Raume P, der 3, mit positivem Imaginirteil ist also 
lim ¢ (3) = y(3,) regular. Wir betrachten insbesondere den Fundamental- 
bereich F, in bezug auf die Modulgruppe (n — 1)-ten Grades. Ist 3, ein 
Punkt von F,, so folgt leicht aus den Ungleichungen (21), (22), (23), (25), 
da8 auch der durch (49) erklarte Punkt 3 fiir geniigend groBes / in F gelegen 
ist. Da nun ¢ (3) in F beschrankt ist, so folgt die Beschrinktheit von y (3,) 
in F,. 

Endlich sei 


(52) 31 > (4131 + Bi) (€,3; + D,)-? 


eine Modulsubstitution (m — 1)-ten Grades. Setzt man dann 


w= ("ah B= Ce ob E=G oh P= (ea 


so ist 
(53) 3 > (43 + 8) (€3+ 3D)? 


eine Modulsubstitution n-ten Grades. Hat nun 3 die durch (49) gegebene 
Gestalt, so bleibt bei (53) diese Gestalt erhalten, wobei A sich nicht andert 
und 3, nach (52) transformiert wird. Aus (44) folgt dann durch den Grenz- 
iibergang A—> x, daB w(3,) bei (52) die Transformation 


v (31) > |€131 + Dil? v (31) 
erleidet. 

Hiermit ist bewiesen, daB y(3,) die drei definierenden Eigenschaften 
einer Modulform besitzt. Die vorhergehenden Betrachtungen sind zum 
Teil inhaltlos im Falle n = 1, dann ist eben lim g (3) eine Konstante, und 
zwar die Konstante a (0) der Fourierschen Entwicklung. 

Wir wollen schlieBlich noch zeigen, daB eine Modulform mit negative 
Gewicht g identisch verschwindet. Nach (19) und (44) ist der absolute Betrag 
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von 1D|3 y (3) invariant bei allen Modulsubstitutionen. Nun ist ¢ (3) 
in F beschrinkt, und nach (29) gilt das gleiche von |Q|-. Ist g <0, so ist 


also der Ausdruck |%|i g (3) iiberall in P beschrankt. Wir wahlen speziell 
9 = e€ mit « > 0 und verwenden (46). Dies liefert die Beschrinktheit 


| —22206(T) 


von a(T)e? e Im Falle g <0 zeigt der Grenziibergang « > 0 
das Verschwinden aller Koeffizienten a (T). 

Will man nachweisen, daB eine Modulform mit dem Gewicht 0 identisch 
konstant ist, so mu8 man feinere Abschitzungen benutzen. Der Beweis la8t 
sich wohl am einfachsten fiihren, indem man den Satz vom Maximum des 
absoluten Betrages einer analytischen Funktion anwendet. Man mu8 dabei 
aber noch genauer untersuchen, wie sich eine Modulform verhalt, wenn 3 
auf einer Folge von Punkten aus F ins Unendliche wandert. Diese Unter- 
suchung st6Bt auf keine Schwierigkeiten. Wir verzichten hier auf die Aus- 
fiihrung, da wir den Satz iiber die Modulformen vom Gewicht 0 im nachsten 
Paragraphen als Spezialfall einer allgemeineren Aussage finden werden. 


§ 4. 
Algebraische Abhangigkeit. 


Sind ¢, und ¢, zwei Modulformen n-ten Grades mit den Gewichten g, und 
92, 80 ist ihr Produkt p, py, eine Modulform n-ten Grades mit dem Gewicht 
9192. Ist 9, = 92 = 9, 80 ist ferner fiir beliebige Konstanten a, und a, auch 
@, P, + @, P, eine Modulform vom Gewicht g. Allgemeiner erhalt man eine 
Modulform, indem man mit h Modulformen 9,, ..., g, von den Gewichten 
91» «++» Ja ein isobares Polynom bildet, also ein solches Polynom, in welchem 
alle wirklich auftretenden Systeme von Exponenten k,, . . ., k, in den Potenz- 
produkten der Variabeln einer Gleichung g,k, + ...+ 9,k, = go mit 
festem gp geniigen. Wir wollen dann g, auch das Gewicht des Polynoms nennen. 

Weiterhin sei 


ho ote Dig. 


Wir werden in diesem Paragraphen den wichtigen Satz beweisen, daB zwischen 
je h Modulformen n-ten Grades stets eine isobare algebraische Gleichung 
mit konstanten Koeffizienten besteht. Wir werden genauer beweisen: Es 
gibt eine nur von n abhdngige natiirliche Zahl c,, so daB zwischen h beliebigen 
Modulformen mit den Gewichten g,,..., 9, stets eine isobare algebraische 
Gleichung vom Gewicht cz 9, ... 9» besteht. Unser Beweis wird zugleich eine 
brauchbare Methode zur Konstruktion dieser Gleichung ergeben. 

Wir haben zum Schlu8 des vorigen Paragraphen gesehen, daB- eine 
Modulform mit negativem Gewicht identisch verschwindet. Es wird sich 





daB die Zahlen g,, ..., 9, samtlich positiv sind. Es sei u eine 
Zahl, die spater genau festgelegt werden wird. Zunichst werde 


91 92 ---Gn =G. 


k=1 


G 1 
Lp = BE — 5 (Qt +--+ + In—1T—1) 
h A 


zeichnet. 
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ferner weiter unten als Nebenresultat ergeben, da8 eine Modulform mit dem 
Gewicht 0 identisch konstant ist. Wir kénnen also weiterhin voraussetzen, 


natiirliche 
nur ange- 


nommen, da8 « durch 2h — 2 teilbar ist. Wir setzen noch zur Abkiirzung 


Es soll jetzt die Anzahl der Potenzprodukte gy,’ ... 9," vom Gewicht 


9o = #G@ nach unten abgeschitzt werden, also die Anzahl der Lésungen 
von 9,2, + ...+ 9,2, = mG in nicht-negativen ganzen Zahlen 7), ..., 2. 
Wir setzen fiir z, alle ganzen Zahlen des Intervallis 
uG - 

0S %S Bi ae, (E =1,....h—1). 

Dies liefert insgesamt 
h—1 
oF wG 
H= [] (1+ ax ay) 


verschiedene Systeme 2z,,..., Z,_,. Fiir mindestens a dieser Systeme 
Ly 
mu8 dann der Wert der Linearform g,7, + ... + 9,- 1 %,— 1 einer gewissen 


festen Restklasse modulo g, angehéren. Es sei &,, ..., &,_, ein festes und 
M1» +++» Na, ein variables dieser Systeme, auBerdem 
Os&& <% (E=1,...,4—1). 
Setzt man dann 
Le = M+ Gn — Fe (k=1,...,4—1), 


so ist z, ganz, z, > 0 fir k = 1,...,4 —1 und auch 
G G 
ty SMe — og (nt ++ + M-1) 2 0; 
jedes der Systeme 7, ..., 7,_, fiihrt also zu einer Lésung von g,7, +... 
+ 9x2, = wG@ in nicht-negativen ganzen Zahlen 2,,..., %,. Setzt man 
noch zur Abkiirzung 
u =. 

(54) a=(s¢=3) %-* 
so ist 

H 

a, >qt+l1. 


Es existieren daher sicher g + 1 verschiedene Potenzprodukte g! ... ih 
vom Gewicht uG. Sie seien in irgendeiner Reihenfolge mit ®,, . . 


., ®, be- 
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Wir bilden mit unbestimmten Koeffizienten 0,, ..., 0, den Ausdruck 
(55) D = 4% + ...+ 0, %,. 
Da dies eine Modulform ist, so gilt eine Fouriersche Entwicklung 
(56) ® = Sa (Terriortd, 


wobei iiber alle halbganzen nicht-negativen T‘”’ zu summieren ist. Da die 
Koeffizienten a (Z) homogene lineare Funktionen von @, ..., 0, sind, so 
lassen sich g,. ..., 0, derart waihlen, daB a (I) fiir g vorgeschriebene Werte 
von I verschwindet. 

Im folgenden verstehen wir unter der Diskriminante D(X) die Deter- 
minante von T, wenn diese positiv ist. Ist aber T vom Range r < », so gilt 
fiir ein geeignetes unimodulares U die Gleichung 


xz R 
n x) 


mit T, = Ty’, und dann definieren wir D (IT) = |T, |. Es ist also D (I) 
der gréBte gemeinsame Teiler der r-reihigen Unterdeterminanten von T. 
Vereinigt man alle mit T dquivalenten Matrizen T [UU] zu einer Klasse, so haingt 
die Diskriminante D (XT) nur von der Klasse von T ab. Wir wollen uns diese 
Klassen nach wachsenden Werten der Diskriminante geordnet denken und 
abschitzen, fiir wie viele héchstens D (T) = T sein kann. wobei T irgend- 
eine natiirliche Zahl bedeutet. Bedeutet K, (7) die Anzahl der Klassen 
halbganzer nicht-negativer T” mit D(ZT)=<T, so soll die Ungleichung 


(57) z(u) = ( 


n>1 

(58) K,(T)<¢,T ? 
bewiesen werden. 
Offenbar ist 


K,(T)=T+1s2T. 
Es sei » > 1 und bereits bewiesen, dab 
K,_,(T)< eT? 
gilt. Bedeutet L, (7) die Anzah] der Klassen halbganzer positiver tT’ mit 
T| = D(X) ST, so gilt zufolge (57) die Formel 
K,, (T) = L, (T) + K,,_, (1). 


Um (58) mit geeignetem c, zu beweisen, hat man also nur die Richtigkeit von 


L,, (T) 3 ¢,,T oy 


zu zeigen. 
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Ist T nach Minkowski reduziert, so gelten zufolge (27), (28) die Un- 
gleichungen 
0<t,S%4,5...St,, +2.5% (lsk<lsn), 
tits. ..tg <e,|T. 
Da nun in jeder Klasse mindestens eine reduzierte Matrix liegt, so geniigt 
es zu beweisen, da8 fiir die Anzahl ,, (7) der halbganzen T mit 0 <t, St, 
S...St,, +24, 5h (lLSk <l en), t,...t, Se,T die Ungleichung 


(59) M,(T) < ¢,T 


erfiillt ist. Da M,(T) =, T ist, so kénnen wir fiir den Beweis von (59) 
voraussetzen, daB die Beziehung 
(60) M,_,(T) < ¢,,T? 
richtig ist. 
Wir schitzen zuniichst die Anzahl der zulissigen I mit festem ¢, ab. 


Es bedeute t das Minimum der beiden Zahlen t*~* und “=. Wegen der 


n 

Ungleichungen 0<?,S51,5...5¢, und ¢,...¢, Se, T ist dann 
t,...t,-, ST. Da bei festem ¢, fiir das ganze 2¢,,, genau 2¢, + 1 Méglich- 

n—il 
keiten bestehen und /7 (2 ¢t, + 1) < cy, T ist, so gibt es bei festem ¢,, héchstens 

k=1 
Cyt M,,_,(t) zulassige T. Nach (60) ist daher 

C1 r = +1 
M,(T)<¢,, 2 t* 
t,=1 
oder, mit Riicksicht auf die Bedeutung von 1, 
nin+)_, “ sole 
DA: 2 € * + ¢,,(e, T)? Zs 4 * 
ttc, T)'" to (ce, THU" 


n+1 ; 1 n+l 


<e,7 * +e,f* £ t =e, f * 
Damit ist (59) bewiesen, also auch (58). 

Nach (48) hiingt der Koeffizient a (I) in der Fourierschen Entwicklung 
(56) nur von der Klasse von T ab. Zufolge (58) kénnen wir fiir die Koeffi- 


zienten 0», .... @, in (55) solche nicht siimtlich verschwindende Werte finden, 
daB alle a (I) mit D(X) ST gleich 0 sind. wenn nur 

n+ 
(61) q2¢,T * 


gilt. Setzt man noch 











642 C. L. Siegel. 


so ist nach der Definition (54) von q die Bedingung (61) mit dem Gleichheits- 
zeichen erfillt, wenn 7 durch die Formel 


(62) Tf — *(s4s) “¢ 


2h—2 
festgelegt wird. 

Es soll jetzt bewiesen werden, da8 die Modulform @ identisch verschwindet, 
wenn yw gréBer als eine nur von » abhangige Zahl gewahit wird. Da die 
Gleichung ® = 0 isobar vom Gewicht u@ ist, so wird damit der zu Anfang 
des Paragraphen ausgesprochene Satz bewiesen sein. 


1 

Auf Grund von (62) wachst der Quotient 7” : «G@ mit y iiber alle Grenzen. 
Also geniigt es, die Richtigkeit zu zeigen fiir den folgenden 

Satz. Es sei 
(63) 9(3) = La(ryerstors 
die Fouriersche Entwicklung einer Modulform vom Gewicht g >0. Dabei 
seien die Koeffizienten a (X) = 0 fiir alle IT mit D(X) ST. Liegt dann das 
Verhdltnis T : g" oberhalb einer nur von n abhdngigen Schranke, so verschwindet 
@ (3) identisch. 

Wir beweisen zunichst, da8 fiir | T| = 0 jedenfalls a (T) = 0 sein muB, 
unter den Voraussetzungen des Satzes. Fiir 

_(3 % 
3= (y ia) 
und A -+ co gilt, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, die Formel 
lim ¢ (3) = y(3,) = & a (T) et =60 S130, 
1 
wobei T alle halbganzen nicht-negativen Matrizen der Gestalt 
_ (2, 8 

(64) == (y 0) 
durchlauft. Im Falle n = 1 ist lim g (3) = a (0), also = 0 wegen der Vor- 
aussetzung iiber T. Im Falle » > 1 nehmen wir an, der Satz sei fiir n — 1 
statt n schon bewiesen. Da yw (3,) eine Modulform (n — 1)-ten Grades vom 
Gewicht g ist, so ist sie identisch 0, also a (T) = 0 fiir alle T der Gestalt (64). 


Nach (48) und (57) ist dann aber a (ZT) = 0 fiir alle T mit verschwindender 
Determinante. 

In (63) braucht man also nur iiber positive T zu summieren. Wir wollen 
jetzt fiir alle 3 aus dem Fundamentalbereich F eine Majorante der Reihe 
bestimmen. Zu diesem Zwecke soll die Ungleichung 


(65) (tM 2~— Van 


k=1 
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V1, --+» Vym- Alle Elemente der positiven Matrix 9 [R-"] = 9), 


schatzung 
1Dil = (yr--- Ya)? |D| > eg? 
Folglich liegt 2), in einem festen abgeschlossenen Gebiet im Innern d 


T [K] statt T,, so folgt (65). 


K +0, so kann man 


(66) abs a(X) < & 


(I) 


o(X)s ie Dt 


In Verbindung mit (65) und (66) erhailt man hieraus 


1 
(67) abs a(Z)e?*#¢t3 < as 0Z,™™. 


tiven D mit 
|jZT|/>T7T, t-1< Thy St. 
k=1 
Geniigt T diesen Bedingungen, so ist sicher 


tn 2 uy.) S (TY) > TIVI, 


1 1 


t> 78) gy)" 
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abgeleitet werden. Es bedeute & die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 


sind dann 


absolut héchstens gleich 1 und fiir die Determinante gilt nach (28) die Ab- 


es Raumes 


der positiven Matrizen. Verwendet man nun (51) mit n statt » —1 und 


Da die Reihe (63) fiir alle 3 aus P konvergiert, so ist insbesondere die 


mee 
Folge a (T)e ora beschrinkt. Da es geniigt, die Behauptung des 
Satzes fiir K y (3) an Stelle von m (3) zu beweisen, mit irgendeiner Konstanten 


voraussetzen. In F gilt ferner nach (26) und (27) die Ungleichung 


Fiir beliebiges natiirliches ¢ sei A (t) die Anzahl der halbganzen posi- 


also ist A(t) = 0 fiir t< 7" ||". Nach (26) und (27) ist andererseits 
A(t) nicht gréBer als die Anzahl der halbganzen nicht-negativen IT mit 


s 
o(T)s ie” also 
n(n + 1) 
(68) A(t) < cyt 
Aus (67) und (68) folgt 
1 1 

g@+n _ 2 _ 1 pn jgin 

(69) absp(3)< co, ES 7% € * "<eye ow |” 
1 1 
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Dies gilt fiir jeden Punkt 3 des Fundamentalbereiches. Bedeutet 6 irgend- 
eine positive Konstante < +, so konvergiert also der Ausdruck 
20 


1 1 
eT 19" @ (3) 
gegen 0, wenn 3 in F ins Unendliche wandert. Demnach hat der absolute 
Betrag dieses Ausdrucks in einem endlichen Punkte 3, von F ein Maximum M 


und es gilt 
1 1 


(70) abs (3) < Me-#7™191" 


fiir alle 3 aus F, wobei insbesondere fiir 3 = 3, das Gleichheitszeichen zu 
setzen ist. Wir haben zu beweisen, dab M = 0 ist. 
Jetzt sei 3, ein beliebiger Punkt von P und 3 ein aquivalenter Punkt 


9g 
von F. Da der absolute Betrag von | 9)|* @ (3) bei allen Modulsubstitutionen 
invariant ist, so liefert (70) die Ungleichung 
g g . ae 

abs 9(3,) S$ M|Y,| ?|MPen ema". 

Die Funktion 
ng 1 
y? e- 9T"y 


1 
hat fiir y => 0 das Maximum bei y = > T ". Folglich ist 


ine Se 
(71) abs 9(3,) S M(~-2T *|9,| *)?. 
Dies verwenden wir speziell fiir 3, = ¥ + $ %,, wobei also 2), den imaginaren 


Teil von 3, bedeutet, und benutzen (46). Es wird 


abs 9(3,) < { abs P(3,) dX LF e-79%Vo, 
» iIij>T 
Schatzt man die Summe analog wie bei der Herleitung von (69) ab, so folgt 
wegen (71) die Relation 
3 J 
m — T1901" 


abs »(3,) S Me,,("2-T "|9,| ")* 


1 1ng 
é 


also nach (70) auch 
1 1 
d) T* | Doi" 1 ng 


*\9) *)?- 


Wir wihlen noch 6-1 = Cy) + Cg, und beriicksichtigen (29). Dann wird 
erst recht 


1 
(72) Medea < Me,,(~2T 


de 


£ 
2 


M <M (cy 9" T-})?. 
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Fiir 
Tg" > Ces 
ist also M = 0 und damit der Satz bewiesen. 
Durch die gleiche SchluBweise ergibt sich, daB jede Modulform (3) 


vom Gewicht 0 identisch konstant ist. Es sei T eine beliebige natiirliche Zahl 
n+1 


und g=¢, T * . Man kann dann q+ 1 nicht simtlich verschwindende 
Zahlen 0, ..., @, derart bestimmen, daB in der Fourierschen Entwicklung 
der Funktion 
P= m+ OP t+---+ 0,9" 
die Koeffizienten a (T) = 0 sind fiir D (T) < T. Dabei ist M eine Modulform 
vom Gewicht 0. Es gilt genau die zu (72) fiihrende Rechnung auch im Falle 
g = 0, wenn dann unter g? die Zahl | verstanden wird. Folglich ist 
1 1 


mig 


abs ®(3) < Me ‘% ; 
1 





n 


1 
Me*s = Me,,. 
Wahlt man 
T > (€, log ¢.,)", 


so folgt M = 0, also das identische Verschwinden von ® und damit die Be- 
hauptung iiber 9. 


$5. 


Eisensteinseche Reihen. 


Es sei wieder h = ater) + 2. Im vorigen Paragraphen wurde nach- 


gewiesen, da je h Modulformen isobar algebraisch abhiingig sind. Nunmehr 
soll die Existenz von h — 1 algebraisch unabhingigen Modulformen n-ten 
Grades gezeigt werden. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Hisensteinschen Reihen 


(73) ¥(3) = 2 |€3+9\%, 
(€,D) 


wo g eine gerade natiirliche Zahl bedeutet und das Paar €,D ein volles System 
von Repriasentaaten der verschiedenen Klassen teilerfremder symmetrischer 
Matrizenpaare durchliuft. Wie H. Braun bewiesen hat, ist die Reihe fiir alle 
3 aus P dann und nur dann absolut konvergent, wenn g > » + 1 ist. Aus 
dem Beweis ist auch leicht ersichtlich, daB die Reihe im Fundamentalbereich F 
gleichmaBig konvergiert. Also ist y,(3) eine in P regulare und in F beschrinkte 
Funktion von 3. Bei einer Modulsubstitution 


3 = (M31 + B,) (131 + D,)"? 
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wird ferner 
(74) €3 + D = (G31 + Do) C13; + D,)>? 
mit 
(75) (,D) = (CD) by nai 
Ist auch 
(Bos) = (BO) (E" 3*), 


so folgt nach (4) die Beziehung 
CQ — Do Po = CO’ — DP’. 


Auf Grund der Definition der Klasse {C, D} bilden die durch (75) erklarten 
Paare €,, Dy ebenso wie die €, D ein volles System nicht-assoziierter teiler- 
fremder symmetrischer Matrizenpaare. Ersetzt man aber €, D durch irgend- 
einen anderen Klassenreprasentanten UC, UD, mit unimodularem U, so bleibt 
dabei jede gerade Potenz der Determinante |€3 + D| ungeindert. Nach 
(73) und (74) ist daher 


Po (3) = |€131 + Dil? ve (3,)- 
Demnach ist y, (3) eine Modulform mit dem Gewicht g. 

DaB kein y, (3) identisch verschwindet, ergibt sich aus der Fourier- 
schen, Reihenentwicklung, die wir im letzten Paragraphen ableiten werden. 
Man kann dies aber auch einfacher einsehen, indem man 3 = iA€ setzt und 
die Zahl A positiv unendlich werden la8t. Aus (24) entnimmt man, da8 dann 
jedes Glied der Reihe (73) fiir {€, D} + {M, E} den Grenzwert 0 hat, und 
aus der gleichmaBigen K onvergenz der Reihe folgt nun lim y, (3) = 1. Also ist 
y, (3) nicht identisch gleich 0. Fiir jedes Gewicht g > n + 1 existiert daher 
eine nicht-triviale Modulform n-ten Grades. 

Es sei jetzt ®, (3) irgendeine nicht identisch verschwindende Modulform 
vom Gewicht g, z. B. die Funktion y, (3) selbst, und 3 ein Punkt aus P mit 
®, (3) + 0. Wir bilden mit beliebigem komplexen A die Reihe 


M(a)= X (4— 9, (3)|€3+ Dl). 
(€,) 


Die hierdurch erklirte Funktion von A ist offenbar meromorph. Ihre Pole 
sind simtlich von erster Ordnung und liegen in den Punkten 


(76) A = @, (3) |€3 + DI’. 
Setzt man noch 


Yro (3) ;* (3) — he (3) (k = 1, 2, ee ) 
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so gilt zufolge (73) in einer gewissen Umgebung von A = 0 die Potenzreihen- 
entwicklung 


(77) — MQ) = F fx(3) 4. 


Ist die Folge der Werte /, (3), f. (3), . . . gegeben, so kennt man die Potenz- 
reihe der meromorphen Funktion M (A) und findet durch analytische Fort- 
setzung die simtlichen Pole (76), also die Menge der Zahlen®, (3) |€3 + D|’, 
aber zunichst ohne ihre Zuordnung zu den Klassen {C, D}. 

Es sei auch 3, ein Punkt aus P mit ®, (3,) + 0. Wir wollen im folgenden 
untersuchen, wann die unendlich vielen Gleichungen /,(3) = fx (3;) 
(k = 1, 2, ...) saimtlich erfiillt sein kénnen. Dies ist zunichst sicher der 
Fall, wenn 3 und 3, aquivalent sind, denn die Funktionen /, (3) sind gegen- 
iiber den Modulsubstitutionen absolut invariant. Wir wollen beweisen: 
Liegt 3 nicht auf gewissen algebraischen Flichen, von denen durch jeden abge- 
schlossenen Teilbereich von P nur endlich viele gehen, so folgt aus den Gleichungen 
fe (3) = fe (31) (& = 1, 2, ...) die Aquivalenz von 3 und 3,. Da die Be- 
randung des Fundamentalbereiches F von endlich vielen algebraischen Flachen 
gebildet wird, so kann man zum Beweis dieser Behauptung wegen der In- 
varianzeigenschaft von /,(3) voraussetzen, daB 3 und 3, Punkte von F 
sind, und zwar 3 ein innerer Punkt. Fiir alle Klassen {€, D} + {M, €} ist 
dann abs(€3 + D)> 1 und abs(©3,+ D)=1. Unter allen Polen der 
Funktion M (A) liegt genau einer dem Nullpunkt am niichsten, naimlich 
A=®, (3). Folglich ist auch abs (€3, + D) > 1 fiir {C, D} + {M, E} und 
®, (3) = ®, (33). 

Fiir eine gewisse Permutation {€,,D,} aller Klassen {€, D} + {M, €} 
muB jetzt 
(78) |€3 + D| = e|€,3, + 9,| 


gelten, wobei « eine g-te Einheitswurzel bedeutet, die noch von €, D, 3, 3; 
abhaingen kann. Es liege 3 in einem abgeschlossenen Teilbereich G von F. 
Unter Benutzung von (31) erkennt man, daB bei jeder festen Klasse {€, D} 
und variablem 3, aus F die Gleichung (78) nur fiir endlich viele von G ab- 
hangige Klassen {€, , D,} erfiillt sein kann. Man wihle speziell€ vom Range 1. 
Hat ©, den Rang r, so geht (78) vermége (12) iiber in 

(79) ¢3 [q] + d = ¢ |€.32 + D,|; 

dabei ist €,,D, ein r-reihiges teilerfremdes symmetrisches Matrizenpaar, 
\€,| +0, 3, = 3, [Q,] mit ganzem OQ, = OY”, ferner sind c,d irgend 
zwei teilerfremde Zahlen und q irgendeine Spalte aus n teilerfremden Ele- 


menten. Setzt man insbesondere c, d gleich 1, 1 und 1, 0 bei festgehaltenem q, 
so folgt aus (79) durch Subtraktion eine Gleichung 


(80) &q |€.3_ + Dal — &s |€333 + Ds| = 1 
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mit einem s-reihigen teilerfremden symmetrischen Paar €,,D3, |€,| + 0, 
33 = 3, [Qs], ganzem Q, = QY” und g-ten Einheitswurzeln ¢,, ¢,. Es 
sei q,, die Spalte, in welcher das k-te und /-te Element den Wert 1 haben 
und alle anderen den Wert 0. Dann wird 3 [q,,] = 2, fiir k = / und 3 [q,,] 
= 2%+2,+ 22,,firk+l1. Aus (79) ergeben sich dann alle Elemente von 3 
als Polynome in den Elementen von 3,. und die Koeffizienten dieser Polv- 
nome gehéren einem endlichen Wertevorrat an. Gilt nun (80) nicht identisch 
in 3,, so wiirde durch Elimination von 3, folgen, daB 3 auf einer von end- 
lich vielen algebraischen Flichen gelegen ist. Wegen unserer Voraussetzung 
kénnen wir diesen Fall ausschlieBen, und es mu8 also (80) identisch in 3, 
gelten. Man schreibe diese Gleichung in der Gestalt 


(81) |3e + Se] —2133 + Ss| = 2 
mit «af + 0, S, = €;'D,, S, =Cs'D,. Hieraus folgt zunichst r = s 
und |3,| = «!|3,/. Da diese Gleichung identisch in 3, besteht, so zeigt 


eine einfache Betrachtung, daB Q, = Q,K ist, mit konstantem R und 
a|R/|* = 1. In (81) kann man also « = 1 und 3, = 3, voraussetzen. Wire 
nun r > 1, so folgte durch Vergleich der Glieder (r — 1)-ter Dimension die 
Beziehung S, = S, und damit der Widerspruch 6 = 0. Also ist r = 1. 
Aus der Identitit (80) ergibt sich ferner, daB beide Einheitswurzeln ¢,, &, 
rationale Zahlen sind, also den Wert +- 1 haben. Ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB sie beide gleich 1 sind, da in€,, D, 
noch ein linksseitiger unimodularer Faktor willkiirlich ist. 

Die Elemente z,, von 3 sind folglich lineare Funktionen der Elemente 
Ce, Von 3,, etwa 
(82) Ze = A + 21, 23 Cua 

“3 


wobei die Koeffizienten a,, und a rationale Zahlen aus einem endlichen 


kl xa 


Wertevorrat sind. Benutzen wir (79) fiir ¢ = 1, d = O und alle Spalten q, 
deren Elemente q4,. ....q, einem beliebig vorgegebenen endlichen Vorrat 


von Systemen teilerfremder Zahlen angehéren, so liefert (82) eine Beziehung 
= Ogi, xi Cae N =e) C.; Px Pi 
&,t,a,4 wa 
mit ganzem c + 0 und teilerfremden Zahlen p,. ..., p,. Dabei kénnen wit 
wieder voraussetzen, daB dies identisch in 3, gilt. Es wird dann 


(83) Z (@u2, «2 + Apnad en = 2c Px Pi- 
kl 


FaBt man ~ als Zeilenindex und 4 als Spaltenindex auf, so hat also die mit 
den linken Seiten von (83) gebildete »-reihige Matrix den Rang |: und zwat 
gilt dies auch identisch in q,,..., q,. wenn es fiir geniigend viele Zahl- 


systeme q,,..., 4, richtig ist. Beachtet man nun noch, da es in (82) nur 
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auf die Verbindung a,, ,,+ 4,,,, ankommt, so folgt leicht, daB man 
@,,,.2 = 5,,6,, waihlen kann und demnach 


(84) 3=3:(93)+4% 


mit gewissen Matrizen UM und % aus einem endlichen Vorrat. Aus (83) ent- 

nimmt man, da8B 8 = Ve 6 ist, mit ganzem G. Da nach (84) auch 3, in einem 

abgeschlossenen Teilgebiet von F liegt, so gilt das fiir 3 Bewiesene auch analog 

fir 3,. Folglich ist B-? = Veq ©,, mit ganzen cy, G,. Also ist G6 unimodular 

= U unde = +1, also 3 = + 3, 14+ &. Hierin kann nicht das untere 

Vorzeichen gelten, da 3 und 3, beide positiven Imaginirteil haben. 
Wahlen wir endlich € = €, D = MN in (78), so folgt 


31 + U(U-4}| = ¢|€,3, + DyI, 


und zwar bei geeigneter Voraussetzung wieder identisch in 3,. Es wird dem- 
nach ¢|€,| = 1 und M (U-"] = €;'D,. In der Gleichung 3 = 3, (UJ + 4 
ist also M ganz. Damit ist nachgewiesen, daB 3 und 3, Adquivalent sind. 
Da aber beide Punkte im Innern von F liegen, so folgt 3, = 3. 

Wir kénnen nunmehr beweisen, da8 es unter den unendlich vielen Funk- 
tionen /, (3) sicherlich set") algebraisch unabhingige geben muB. Es 
sei g die Héchstzahl algebraisch unabhangiger unter diesen Funktionen. 
Sind dann die g Funktionen fx, (3) = z,(3) fir a = 1, ..., q algebraisch 
unabhangig, so geniigt jede der Funktionen /, (3) einer algebraischen Gleichung 
A, (f,) = 0, deren Koeffizienten Polynome in den x, sind. Die Diskriminante 
D, von A, (f,) ist ebenfalls ein Polynom in den z,; wir kénnen annehmen, 
daB sie nicht identisch verschwindet. 

Wie oben bewiesen wurde, la8t sich im Fundamentalbereich F ein ab- 
geschlossenes Gebiet G so wahlen, daB fiir keinen Punkt 3 aus G und keinen 
Punkt 3,+3 aus F die simtlichen Gleichungen /, (3) = f,(3,) gelten. 
In G gibt es ein Gebiet G,, in welchem iiberall D, + 0 ist, darin wieder ein 
Gebiet G,, in welchem auch D, + 0 ist, allgemein eine Folge von ineinander 
geschachtelten abgeschlossenen Gebieten G,, G,, ..., so daB in G, iiberall 
D, +0 ist. Also existiert jedenfalls im Innern von G ein Punkt 3 = 3p, 


fiir den alle Diskriminanten D, von 0 verschieden sind. Ware nung < nian » ; 


so wiirde durch die q Bedingungsgleichungen 
(85) %a (3) = Xa (3o) (a =1,...,9) 


eine analytische Mannigfaltigkeit von mindestens nine) —q komplexen 


Parametern definiert. Es gibe also in G eine Kurve durch den Punkt 3,, 
auf welcher iiberall die Bedingungen (85) erfiillt wiren. Wegen D, +0 


Mathematische Annalen. 116. 43 
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ware dann aber auf dieser Kurve auch /, (3) = /, (3) fiir alle k, und das 
ist ein Widerspruch. Folglich ist g => oer) . 

Wire ¢ > oer ) 
(k = ky, ky, ..., k,) und ®, mindestens "“+") + 9 Modulformen. Nach 
dem Satze des § 4 besteht zwischen diesen eine isobare algebraische Gleichung. 
Da yx, und ® gleiches Gewicht haben, so erhielte man eine algebraische 
Gleichung zwischen den Funktionen 7,, ..., z,- Folglich ist g =" % +"), 
Es ist jetzt noch leicht zu sehen, daB z, (3), ..., x, (3) sogar analytisch 
unabhingig sind. Ware dies namlich nicht der Fall, so kénnte man (85) 
wieder auf einer Kurve durch 3, erfiillen, was aber unméglich ist. 

Wir kénnen speziell ®, = y, waihlen. Dann sind also die gq + 1 Modul- 
formen wx, (k = 1, ky, ky, ..., &,) isobar algebraisch unabhangig. Sie sind 
dann iibrigens iiberhaupt algebraisch unabhaingig; denn aus einer nicht- 
isobaren algebraischen Gleichung zwischen den y,, wiirde durch die Modul- 
substitutionen folgen, daB die Determinante |€3 + D| fiir alle Klassen 
{€, D} einer und derselben algebraischen Gleichung geniigte, wahrend sie 
doch fiir jedes feste 3 aus P unendlich viele verschiedene Werte hat. 

Wir betrachten jetzt die Ausdriicke 4* p,-(3) fiir alle geraden k > n + 1, 
wobei A ein willkiirlicher Parameter + 0 ist. Aus der Formel 


—I-9 F doy, (3) = F (49 — [C3 + Do 
k=1 {€, Dd} 


ist ersichtlich, daB fiir jedes 3 aus P mindestens ein yp, (3) +0 ist. Wir 

haben bewiesen, da8 3 im Fundamentalbereich F eine eindeutige Funktion 

der Werte A* y, (3) ist, wenn nicht 3 auf gewissen algebraischen Flachen 

liegt, von denen durch jeden abgeschlossenen Teilbereich von F nur endlich 

viele gehen. Unter den Ausdriicken /* y, (3) gibt es ater) + 1 algebraisch 

nin-+ 1) 
2 


, 80 hiitte man in den g + 1 Funktionen y,, = Of, 


unabhangige, und je + 2 von ihnen sind isobar Mniiiah abhangig. 


§ 6. 
Modulfunktionen. 

Jeder Quotient von Modulformen gleichen Gewichtes soll Modulfunktion 
genannt werden. Ist 7(3) = 9, (3): g2(3) eine Darstellung der Modul- 
funktion 7 (3) als Quotient von zwei Modulformen mit méglichst kleinem 
Gewicht g, so soll g die Ordnung von x (3) heiBen. 

Nach §5 gibt es ps Ee me + 1 algebraisch unabhingige Eisensteinsche 
Reihen py, -.-, Pig Nach §4 besteht zwischen den ——~— nis tt) + 2 Modul- 
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formen 9, Y1,,---+» Yi, eine isobare algebraische Gleichung vom Gewicht 
C7glgl,...l,. Jedes in dieser Gleichung auftretende Potenzprodukt 
P; Yo... vig hat dann die Eigenschaft 


ag+a,l+...+4,1,=c,gl...],, 
und folglich ist 
(86) a@sc,|,...l,. 


Kine ebensolche Gleichung erhalt man fiir gy, an Stelle von g,. Durch Elimi- 
nation von g, und g, gewinnen wir eine algebraische Gleichung zwischen 
den Funktionen 7, y,,.-.-., Wig Diese Gleichung ist isobar in den Funk- 
tionen y,, .--, Yig- Ferner ist ihr Grad in bezug auf y beschriinkt, und zwar 
bingt diese Schranke nach (86) nur von m ab, wenn |, ..., 1, fest ge- 
wahlt sind. Nimmt man wie in § 5 die Zahlen |y, : . ., 1, gleich g, k,g, ..., kag 
und setzt 

La = Vo" Vago (o=1,...,°°54), 


so sind die x, insgesamt >(* + 1) algebraisch unabhingige feste Modulfunk- 
tionen. Jede Modulfunktion zy geniigt dann einer algebraischen Gleichung 
beschrinkten Grades, deren Koeffizienten Polynome in den 7, sind. Folglich 
bilden die Modulfunktionen einen algebraischen Funktionenkérper mit genau 
kd unabhingigen Elementen. 

Wie in §5 bewiesen wurde, ist 3 im Fundamentalbereich F eine im 
allgemeinen eindeutige Funktion der unendlich vielen Werte 2* y, (3), also 
ist auch die Modulfunktion x (3) eine solche eindeutige Funktion, und zwar 
wegen der Invarianzeigenschaft gegeniiber der Modulgruppe iiberall in P, 
abgesehen von gewissen sich nirgends hiufenden algebraischen Flaichen- 
stiicken. Andererseits ist aber x eine algebraische Funktion der 2* y,. Hier- 
aus folgt nun aber, daB 7 sogar eine rationale Funktion dieser Werte ist. 
Also laBt sich jede Modulfunktion rational durch die Eisensteinschen Retihen 
ausdriicken, und zwar als Quotient von zwei isobaren Polynomen gleichen 
Gewichtes. 

Die Siatze iiber die Modulfunktionen ergaben sich deshalb so einfach 
aus den Eigenschaften der Modulformen, weil wir die Modulfunktionen 
direkt als Quotienten von Modulformen gleichen Gewichtes erklart haben. 
Diese Definition ist gerade fiir viele Fille zweckmaBig. Man kann nun aber die 
Voraussetzungen in der Definition noch abschwichen. Jede. Modulfunktion 
z (3) ist nach unserer Erklarung meromorph in P, invariant bei der Modul- 
gruppe und fiir alle Punkte 3 aus F mit geniigend groBem absoluten Betrag 
der Determinante |3| als Quotient zweier Fourierscher Reihen der Gestalt 
(45) mit nicht-negativen T darstellbar. DaB umgekehrt diese Eigenschaften 


43* 
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auch ausreichen, um eine Modulfunktion zu charakterisieren, la8t sich be- 
weisen, aber nicht mehr ohne Heranziehung von recht miihsam abzuleitenden 
funktionentheoretischen Hilfssitzen. Hierbei hitte man die Gedanken- 
gange zu verwenden, mit denen Blumenthal die algebraische Abhangigkeit 
von Funktionen mit gewissen Fundamentalbereichen hergeleitet hat. 


§ 7. 
Fouriersche Entwicklung der Eisensteinschen Reihen. 


Fiir arithmetische Anwendungen der Modulfunktionen ist es. von Wichtig- 
keit, daB die Koeffizienten a (T) der Fourierschen Reihenentwicklung bei 
den Eisensteinschen Reihen y, (3) samtlich rationale Zahlen sind. Da dieser 
Satz nicht ganz leicht zu beweisen ist, so mége er hier noch abgeleitet werden. 

Zur Gewinnung der Fourierschen Reihe fiir y, bedient man sich am besten 
einer Verallgemeinerung der Partialbruchzerlegung der Cotangens-Funktion, 
namlich der Formel 

n+1 


(87) SizPh * exreaw 
T 


nin—1) 


——— . 1 —l1 

= (42) © (2i)-*TQ)I'(g—5)-.. T(9-"*>-) 213+ Sb; 
dabei lauft I iiber alle halbganzen positiven symmetrischen T und S 
iiber alle ganzen symmetrischen S™”. Diese Relation erhilt man leicht, 
indem man auf ihre linke Seite die Poissonsche Summenformel anwendet und 
von der Integralformel 





_ See 
fio 2 et219(93g¥ 
: 
n(n—1) 


=a * (2xi)-“Fg)I'(g—5)---P(9—"*F)i3r-9 





Gebrauch macht, in welcher d¥ das Volumenelement des Raumes Y aller 
positiven symmetrischen 9) bedeutet. 

In der Eisensteinschen Reihe (73) fassen wir zunichst alle Klassen 
{€, D} zusammen, fiir welche € den gleichen Rang r besitzt. Unter Benutzung 
von (12) erhalt man dann die Zerlegung 


(88) ve(3) =1+ Lo, 

mit 

(89) o= fF |€f-|3(Q)+C'd\-*, 
(er), DO”) 


(Q®, 7) 
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wobei iiber alle nicht-assoziierten teilerfremden symmetrischen r-reihigen 
Paare €,D unter der Bedingung |€| +0 zu summieren ist und Q alle zu 
einer -reihigen unimodularen Matrix erginzbaren Matrizen Q” durch- 
lauft, welche sich nicht durch einen rechtsseitigen r-reihigen unimodularen 
Faktor unterscheiden. 

Um nun die Reihe (89) vermége (87) umzuformen, fassen wir die Glieder 
mit den gleichen€,Q-zusammen, fiir welche auBerdem €-! D in einer festen 
Restklasse modulo 1 liegt. Das allgemeine D mit dieser Eigenschaft ergibt 
sich aus einem speziellenD = D, inder Gestalt D = D, +C€G, mit beliebigem 
ganzen symmetrischen S. Damit ist dann (89) aufgespalten in Reihen vom 
Typus der rechten Seite in (87), und man kann diese Formel anwenden. 
Dabei erhalt man fiir €-'D = §& alle r-reihigen rationalen symmetrischen 
Matrizen modulo 1. Wie leicht zu sehen ist, bestimmt sich aus R auch wieder 
die Klasse {C, D} eindeutig. Speziell ist der absolute Betrag der Determinante 
\€| gleich dem Produkt der gekiirzten Nenner der Elementarteiler von : 
hierfiir werde v (R) geschrieben. Daher gilt 

r(r—1) 
(4x) * (22)? 


r@r(s-5)---F( -> 





(90) o,= 





r+1 
Pa (Z|? ® v(R)~eeraiocts 3101+ 71, 
)sfen 


wobei iiber alle rationalen symmetrischen R” modulo 1, alle halbganzen 
positiven symmetrischen T‘”) und dieselben {Q} wie in (89) summiert wird. 
Beachtet man endlich noch, daB T, [Q’] = T genau alle halbganzen nicht- 
negativen symmetrischen T”’ vom Range r durchliuft, so erhalt man fiir 
die Koeffizienten der Fourierschen Entwicklung von y, (3) vermége (88) 
und (90) die Werte 


2 e(e— =") 7 -F mm LT 
a(X) = (— 1)? 2 2 Il = —,~- D (xy 2 Pata a 
ime T(9— 3) 
hierin ist T, durch (57) erklart und D (XT) = | T,| die Diskriminante von T. 
Um zu beweisen, da8 a (T) eine rationale Zahl ist, kann man sich offenbar 
auf den Fall r = n, also T, = T beschrinken. Setzen wir noch 


s= Dd e~ 2746(TW® y (R)—2, 
R 
wo § alle n-reihigen rationalen symmetrischen Matrizen modulo 1 durch- 


n2 1 
léuft, so haben wir zu zeigen, daB fiir gerades n die Zahl x * |X|* S 
; n?—1 
rational ist und fiir ungerades m die Zahl a * §. Zu diesem Zwecke 
verwandeln wir S in ein iiber alle Primzahlen p zu erstreckendes Produkt. 
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Durchlauft ®, alle rationalen Matrizen modulo 1, fiir welche »(R,) eine 
Potenz von p allein ist, so ist namlich umkehrbar eindeutig 


R= TKR, (mod 1), 
P 


und ferner gilt dabei 
v(R) = JJ »(&,). 
P 


Setzt man 
(91) S, = Le GM o(R,)-#, 
R 
so wird also F 
S = J7S8,. 


P 
Zur Berechnung der Faktoren S, setzen wir zunichst p+ 2 voraus. 
Es sei P eine durch » (®,) teilbare Potenz von p und 


(92) ta 27°? 
t(mod P) 

wo die Spalte f ein volles Restsystem modulo P durchlauft. Es gibt eine 
unimodulare Matrix U, so daB R, [Ul] modulo P einer Diagonalmatrix kon- 
gruent wird. Sind a, p~"'(1 = 1, ..., m) ihre Diagonalelemente in gekiirzter 
Form, so ist 

v(R,) - p” Hgts. ty 
und 


> P sate p “tye 
G=f]7f s¢"' 


i=1 k=1 


Bis auf eine vierte Einheitswurzel als Faktor ist nun die einfache GauBsche 
" 
z 


Summe gleich Pp * und demnach 


(93) G9 = P89v(R,)-9, 
v(R,)-2 — P-—2ng S ef top (AD 
R (mod P) 


wobei R = K™*” ein volles Restsystem modulo P durchliuft. Nach (91) 
ist also ; 
ani a 
S,= lim P-* 5g PEE), 
P+? & R, S«mod P) 
hierin durchlaufen die Matrix R von » Zeilen und 2 g Spalten sowie die sym- 


metrische Matrix S ein volles Restsystem modulo P. Es ist nun aber 


221i —- nin+1) 
Mitte 7) du a ‘ 


(94) 


S(mod P) 
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wenn 
(95) 2RR' =2TX (mod P) 


ist; andernfalls hat die Summe in (94) stets den Wert 0. Bezeichnet A, (T) 
die Anzahl der modulo P inkongruenten Lésungen & von (95), so ist daher 


n(n+1)_ sng 
(96) S, = lim P * Ap(T), 
P= 
wo P die Folge der Potenzen von p durchliuft. Man kann nun leicht zeigen, 
da8 der Ausdruck unter dem Limeszeichen fiir alle geniigend hohen Potenzen P 
von p denselben Wert hat. Also ist S, eine rationale Zahl. Fiir den Grenzwert 


ergibt sich ein einfaches Resultat, wenn p nicht in der Determinante 


jaz} =T7 
aufgeht, naimlich 
8, =(1+x(p)p* “)a- TT (1 — p!—*) (n gerade), 
8, = (1— oT (1 — pt!-29) (n ungerade); 


dabei bedeutet x (p) das Legendresche Symbol 


~1)'T 
x(p) = (=). 
Bei Multiplikation iiber alle Primzahlen ist 


1-9) = 7 (> 1) 


und folglich nach Euler die Zahl 


a TT (l—p-4 


(p, 2T)=1 


rational fiir jedes gerade natiirliche 1. AuBerdem ist noch 


p 


Tr HI (1+x()p**) 


(p, 2 T) = 


i 
4 


n? 1 
rational fiir gerades mn. Demnach ist die Zahl x |z|* 2 rational, 
2 


n?—1 s 


wenn gerade ist; und fiir ungerades » ist die Zahl eo x rational. 
2 


Hieraus ergibt sich die Behauptung iiber a (T), wenn wir noch nachweisen 
kénnen, daB S, einen rationalen Wert besitzt. 
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Um auch fiir p = 2 eine Formel in Analogie zu (93) abzuleiten, miissen 
wir die Definitionsgleichung (92) etwas abindern. Es sei P eine Potenz von 
p = 2, die durch » (R,) teilbar ist, und 


nie 
5=(; )) 
die Matrix der binaren quadratischen Form z* + zy + y*. Wir setzen jetzt 


G = > e2 710 GRp(Kp)), 
R.(mod P) 


wobei R, = RK" ® alle modulo P inkongruenten ganzen Matrizen mit n Zeilen 
und zwei Spalten durchlauft. Zur Berechnung von G kann man voraussetzen, 
daB die quadratische Form mit der Matrix R, die Gestalt 


Fa,2-"23 + s 2°", 
t=1 i=1 


besitzt, mit q + 2r = n; hierin bedeutet ®, eine binare quadratische Form 


mit einer Matrix 
a, Bi 
7 Pye 
Bi ( 1 ~ ( > r) 
die Zahlen a,, f, sind simtlich ungerade, die Zahlen «,, y, simtlich gerade 
und es ist 
v(R,) om oli t--- tM +20) Fave tp) 


Es wird nun 


_ i r ezine “5IN ry by tie To Bl 
t=1 f(mod P) i= 1 R(mod P) 


wobei f die Spalten aus zwei Elementen und & die Matrizen aus zwei Zeilen 
und zwei Spalten modulo P durchlaufen. Aus den Formeln 


rr a 
é nia;t a(n ia (— 2) My P’, 
t(mod /) 


Ett Towne _ 9-2 ps 
& (mod P) 
folgt 
G = + P?*y(R,)-1. 


9 
Bedeutet €* die Matrix der quadratischen Form 2 (xz? + z,y,; + y?) von 
i=1 
2q Variabeln, so wird 


¥(R,)-9 = P-229 SF e&zso(%, EI) 
€ (mod P) 
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mit € =€?%™", Die weitere Rechnung verlauft genau wie bei p+ 2. Ver- 
steht man jetzt unter A,(T) die Anzahl der modulo P inkongruenten C€, 
fiir welche die Matrix P-1 (€* [(€] — T) halbganz ist, so gilt wieder (96), und 
der Ausdruck unter dem Limeszeichen ist dabei konstant fiir alle geniigend 
hohen Potenzen P von p = 2. Folglich ist S, rational. 

Aus dem hiermit bewiesenen Satz iiber die Entwicklungskoeffizienten 
der Eisensteinschen Reihen y, ergibt sich, daB die zwischen den y, bestehen- 
den algebraischen Gleichungen rationale Koeffizienten haben. Zugleich ist 
eine Methode gewonnen, um diese algebraischen Gleichungen wirklich auf- 
zustellen. 


(Eingegangen am 22. 2. 1939.) 











Uber die Randableitung 
einer beschrinkten analytischen Funktion 
nebst einer Anwendung auf den Picardschen Satz. 


Von 


Vilhelm Jgrgensen in Kopenhagen (Danemark). 


Die Randableitung. Ist w = f(z) regular und |f (z)| <1 fiir |z| <1, 
dann existiert bekanntlich der Grenzwert 
= lim 1— f(z) 
l—z 


fiir z—>1 (auf beliebiger Bahn) im Winkelraum zwischen zwei beliebigen 
vom Punkte z = 1 ausgehenden Sehnen des Einheitskreises, und sein Wert 
ist entweder unendlich oder reell-positiv. Diesen wichtigen Satz wollen wir 
folgendermaBen supplieren: 

1. Wie nahe an 1 die Zahl 6 (0 < 6 < 1) auch gewiahlt ist, existiert « 
fiir z > 1 in einem zum Einheitskreis gehérigen Gebiet G,, welches die folgende 
Eigenschaft hat: Fiir jedes r (0 <r < 2) enthalt der Teil von G,, der sich 
im Kreisring 0r <|z—1| <r befindet, ein Gebiet, das sowohl auf der 
oberen wie auf der unteren Hilfte der Peripherie des Einheitskreises Rand- 
punkte hat. 

2. Es bezeichne {e**} die Menge der Werte, an die f (z) in jeder Umgebung 
des Punktes z = e*® beliebig nahe kommt, und ® die Vereinigungsmenge 
aller {e'"} mit 0 << » <22. ,,Orizykel nennen wir der Kiirze halber einen 
Kreis, der im Einheitskreis liegt und diesen im Einheitspunkt tangiert. Gibt 
es nun in der w-Ebene einen Orizykel y, der in seinem Innern keinen Punkt 
der Menge ® enthalt, dann existiert « fiir z—>1 — nicht allein in jedem 
Winkelraum zwischen zwei von z = 1 ausgehenden Sehnen — sondern sogar 
in jedem Orizykel. Ist in diesem Falle « = «, liegt kein Wert von f(z) im 
Innern des Orizykels y+). Ist « endlich, ist f (z) in einem gewissen, angebbaren 
Orizykel schlicht. 

Bei den Beweisen der genannten Tatsachen wollen wir mit Halbebenen 
atatt des Einheitskreises arbeiten. Wir sagen von einer reellen Funktion 
u (z) = u(x + ty), die fiir z > 0 definiert ist, daB sie auf der y-Achse kleiner- 
gleich M ist, wenn fiir jedes endliche rein imaginare a gilt: iim w (z) <M. 

1) Fir schlichte Funktionen wurde dies letztere von C. Carathéodory bewiesen. 


Vgl. auch A. van Haselen: Sur la représentation conforme. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 85 (1932), 8S. 867—869. 
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Satz I (Hauptsatz von der Randableitung)*). Ist fiir 2 > 0 die Funk- 
tion f(z) = f(x + ty) reguldér und Rf (z) > 0, dann gibt es eine Konstante 
c=0, so daB Rf (z) >cz fiir x > O ist, und so da fiir jedes positive Q 

f(z) 
z 


—> 6 


fiir zc im Winkelraum |y| < Qz. 
Lemma I. Es sei z > 0, k > 1 und y eine im halben Kreisring 


K: 0<z, S |z|S kz, 


i 
k 
stetige Kurve, die die beiden Halbkreise verbindet. Dann gibt es eine nur 
von & (also weder von z noch der Kurve y) abhingende positive Kon- 
stante p = p(k) mit den folgenden Eigenschaften: 

1. Ist w(z) harmonisch und positiv in K und wu (z) > m (> 0) auf y, 
dann ist u(x) > pm. 

2. Ist f (z) regular und | (z)| > 1 in X und gilt |f (z)| > m (> 1) auf y, 
dann ist |f (z»)| > m?. 

Beweis. Der zu y komplementire Teil des Innern von K besteht aus Ge- 
bieten, von denen keines gleichzeitig auf der positiven und der negativen y-Achse 
Randpunkte hat. Liegt der Punkt zp» nicht auf y, was wir annehmen kénnen, 
mag er z. B. in einem solchen Gebiet @ liegen, das keine positiv-imaginaren 
Randpunkte besitzt. Es sei dann u, (z) die in K beschrankte harmonische 


Funktion, die auf der Strecke zwischen 1 + Zo und ikz, den Wert m annimmt, 


aber sonst auf dem Rande von K verschwindet. Im Innern von K ist u; (z) 
kleiner als m, und auf dem Rande des Gebietes G gilt somit u (z) > «; (2); 
also ist auch u (2%) > u (Zo), woraus das in 1. behauptete folgt, denn u, (Zo) 
ist positiv, mit m proportional und von 2 unabhangig. 
Um 2. zu beweisen, wendet man 1. auf die Funktion log |f(z)| an. 
Lemma II. Es habe k, 2, K, y und p dieselben Bedeutungen wie im 
Lemma I. Ist f(z) regular und Rf(z)>0 in KX, dann gilt, wenn man 


=q = 4 (k) setzt, 
<a 


2) C. Carathéodory, Uber die Winkelderivierten von beschrankten analytischen 
Funktionen, Berliner Sitzungsberichte 1929, S.39—54. Eine besonders bequeme 
Beweisanordnung findet man in der davon unabhangigen Note von E. Landau und 
G. Valiron, A deduction from Schwarz’s lemma, Journal of the London math. Soc. 
A (1929), S. 162—163. 


(ot? _ ys 


s f(s) 
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Beweis. Wir setzen Min ie) 


Y 
die Funktion yi positiven Realteil; also ist if + 1 dem Betrage nach 
groBer als 1 in K und grdBer als y2 auf y. Wir haben dann nach Lemma I 








=m. Bei passender Normierung hat 


f (%o) tp 
woraus die Behauptung folgt. 
Da die Kurve y beliebig ist, mu8 es in K eine zusammenhingende, in 
K geschlossene Punktmenge geben, die die beiden Halbkreise trennt und auf 
welcher die Ungleichung 
f(z) 


(x0) | 
ed 








erfiillt ist. In Verbindung mit Satz I ergibt sich hieraus bei Anwendung 
auf die Funktion f(z) — cz die Existenz des in der Einleitung besprochenen 
Gebietes G,,. 

Satz Il. Ist u(z)=u(x+ty) harmonisch und positiv fiir x > 0, 
u (z) < M auf der y-Achse und lim © (#) _ 0, dann ist u (z) < M fiir x > 0. 


zo Pa —_ 
Beweis. Fiir positive ¢,; und e, gibt es ein M, = M, (e,) => M, so 
daB die Ungleichung 





u (z) — a2 — eg|y| SM, 


auf der y-Achse und der positiven z-Achse gilt. Wir behaupten, daB dieselbe 
Ungleichung in der ganzen Halbebene gilt. Denn wire dem nicht so, hatte 
man nach dem Maximumprinzip in einem unendlichen Gebiet die Ungleichung 


u (z) — e,2 — &g|y| > My, 

und dann in demselben Gebiet a fortiori 
u (z) > e|z| 
mit ¢ = Min (e;, €:). Durch Anwendung von Lemma I mit einem beliebigen 
festen k (> 1) ergibe sich dann fiir jedes hinreichend groBe z die Ungleichung 
u(z)>p + ez, 

die mit einer Voraussetzung in Widerspruch steht. Es ist also fiir « > 0 

u (z) — e,2 — eg|y| S My, 
und dann auch, da M, von ¢g unabhingig ist, 

u(z)—e,2 5 My. 


Jetzt ist unsere Funktion aber fiir z > 0 harmonisch, und nach Phragmén- 
Lindeléf ist dann 


u(z)—e,rsM, 
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wonach 
u(z) SM. 


Satz Ill. Ist F(z) = F(z + iy) regulér und RF (z)>0 fiir x >0 
und gilt die Ungleichung RF (z) = M auf der y-Achse, dann ist F (z) von 
der Form 

F (z) = cz + f (2), 
wor >0, M=[>RKf (z) [0 fiir xc > O ist und fe) _,9 fiir zc in einer 
beliebigen inneren Halbebene x > a > 0%). 

Beweis. Abgesehen davon, da die Relation , lim /(@) = 0 nur fir 
z->o in einem beliebigen Winkelraum |y| <@Qz bekannt ist, ergibt sich 
alles aus Satz I und Satz II. Fiir beliebige feste « > 0 und ¢ > 0 soll also 
ein r angegeben werden, so daB die Ungleichung ! a <e im Gebiet 
x >a, |z| > erfiillt ist. 

Fiir z > « ist nach Cauchy 


d » e™ 
lne?| =f err <<, 


M 
also, wenn wir — = m setzen, auch 
| f’(z)| <m. 
Wir wahlen k (> 1) so klein, daB 
m(k?—1)< + 


ist, und dann r so grof, daB wir fiir z > r die Ungleichung 
i. | oe 

x 2 qk 
haben mit g = q (k) nach Lemma II. Fiir einen beliebigen Punkt 2) im 
Gebiet x > a, |z| >r ziehen wir die Strecke |, die z) mit k®z9 verbindet. 
Auf | gibt es dann nach Lemma II einen Punkt z,, so dab 
f (21) | f(& | 2 |) | 


2 k\2o| 











j<s 
ist. Dies gibt 
1 
| f (z,)| <q qa ™ |*o! = = l*ol, 


und dazu kommt 


If) — #e)| =| ff @)de| < mH 1m] < Slab 


3) Dagegen braucht lim F’ (z) fiir z-» oc in einer Halbebene nicht zu existieren, 
wie schon das Beispiel F (z) = e~ * + 1 zeigt. 





662 V. Jergensen. 


so daB 
|f(2o)| S | f (1)| + | fo) — f(es)| < e | 20]. 
Ist c > 0, folgt es leicht aus dem Argumentprinzip, daB F (z) in der 
Halbebene + > ~ schlicht ist. 


Der Satz, daB eine fiir z > 0 positive und auf der y-Achse beschrankte 
harmonische Funktion die Form cz + u(z) mit nichtnegativem c und be- 
schrinkter «(z) hat, laBt sich als eine Verallgemeinerung des bekannten 
WeierstraBschen Satzes iiber isolierte wesentliche Singularititen auffassen. 


Picardscher Satz. Diesen beriihmten Satz beweisen wir hier in der 
folgenden allgemeinen Fassung: 

Satz IV. Ist f(s) =f(o+ it) fiir o> 0 regulir, +0; +1 und gilt 
auf der t-Achse die Ungleichung 


wihrend { (s) nicht im Innern der Halbebene beschriinkt ist, dann ist { (s) von 
der Form 
f (8) = e* g(s) 
mit c > 0 und 
M =\9(s)| >Li(co) fiir o>0, 


wobei L (a) eine positive, monoton wachsende, von { (s) unabhingige Funk- 
tion bezeichnet *). 
Beweis. Bekanntlich gibt es eine Funktion (Modulfunktion) 


w = v(z) = v(x + ty) 
mit den folgenden Eigenschaften: Die Funktion »(z) ist regular, + 0 und 
+ 1 fiir z > 0 und hat die y-Achse als natiirliche Grenze. Sie ist auBerdem 
periodisch mit der Periode 27% und voh der Form 


v(z) = e p(z), 


wo wp (z) fir so gegen einen endlichen, von 0 verschiedenen Grenzwert 
strebt. Die Funktion L (c) wird als Min | p(z)| definiert. Von der zu w = v(z) 
inversen Funktion °=s 


_ z = p(w) 


*) In einer fritheren Arbeit [Uber den Giiltigkeitsbereich des Picardschen Suatzes, 
Math. Annalen 115 (1938), S.710—719] habe ich u.a. den schwacheren Satz bewiesen, 
wo f(s) fir ein « > 0 (oder fiir jedes, was auf dasselbe herauskommt (Schottkyscher 
Satz!) im ganzen Streifen 0 < o < « beschrankt vorausgesetzt ist. Die da entwickelte 
Methode, die (von einem Lemma von H. Bohr ausgehend) auf einem genaueren Studium 
der Eigenschaften der Modulfunktion fuBt, hat jedoch noch fiir den Fall Bedeutung, 
wo f (s) auf keiner Geraden o = o, beschrankt ist (vgl. V. Jorgensen: Sur une nouvelle 
propriété d’extrémum de la fonction modulaire, 9. Congr. Math. scand. Helsingfors 
1938). 
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gilt, daB jeder seiner Zweige sich lings eines beliebigen, die Punkte w = 0, 1, o 
auslassenden Weges analytisch fortsetzen laBt. 
Wir biiden nun eine Funktion von der Form 


2 = u(t (6). 
Von solchen gibt es unendlich viele, die jedoch alle fiir o > 0 regular und 
von positivem Realteil sind; auBerdem gibt es eine Konstante K, so dab 
die Ungleichung 
Ryu (f(s) <K 

auf der t-Achse gilt, welche der unendlich vielen Bestimmungen der zu- 
sammengesetzten Funktion man auch gewahlt hat. Wir nehmen nun ein sp 
mit so groBem f (so), daB bei passender Normierung 


R h (80) = RK pu (f (80)) > K 
wird. Dann kann A (s) nach Phragmén-Lindeléf nicht in der Halbebene 
o > 0 beschrinkt sein. Setzen wir also nach Satz III 

h (s) = cs + hy (s) 
mit beschrinktem & h, (s), so muB ¢ positiv sein. Nun ist f(s) = » (h (s)) 
und also 
|g(s)| = |f(s)e~°*| = |e y (es + hy (8))| > L (co) 

fiir o > 0, weil Rh, (s) >} 0 ist, und es ist auBerdem g (s) in jeder inneren 
Halbebene o > « > 0 beschrankt. Es eriibrigt sich also zu zeigen, daB g(s) 
z. B. im Streifen 0 < o <1 beschrankt ist. Wie wir gesehen haben, strebt 
f(c) gegen oo fiir o> om. Mit Hilfe einer konformen Abbildung ergibt sich 
dann auch, da8, wenm eine Funktion im Innern eines Halbstreifens regular, 
+ 0, + 1 ist und auf dem Rande, aber nicht im Innern beschrankt ist, dann 
die Funktion auch nicht auf der Mittellinie des Halbstreifens beschrinkt 
ist. Nun ist / (s) auf den Geraden o = 0, } und 1 beschrinkt, also auch im 
Streifen 0 <a@<1. Die Funktion g (s) ist somit in der ganzen Halbebene 
beschrankt, und es ist also 

\g(s)| <M fir o>0, 


womit der Beweis unseres Satzes zu Ende gefiihrt ist. 
Wir bemerken noch, daB nach Satz III 


lim arg g (8) — 

‘> @ 8 
in jeder Halbebene o > « > 0 gilt und daB log f (s) in einer nur von M und ¢ 
abhangenden Halbebene schlicht ist. Den Fall, wo / (s) eine endliche Anzahl 
von Null- und Einsstellen hat, fiihrt man mit Hilfe einer einfachen konformen 


Abbildung auf den obigen zuriick. - 


(Eingegangen am 31. 1. 1939.) 








Uber die konforme Abbildung komplementirer Gebiete. 


Von 


Ernst Richard Neumann in Marburg. 





Oft ist man imstande, die Abbildungsfunktion fiir das von einer ge- 
schlossenen Kurve o begrenzte Innengebiet anzugeben, d.h. die konforme 
Abbildung dieses Gebietes auf den Einheitskreis, wihrend man die Abbildung 
des komplementiaren Gebietes, des Gebietes auBerhalb derselben Kurve oa, 
nicht kennt. Ein einfaches Beispiel dieser Art liefert die Funktion 

z=2w—Ilw* (I reell < 1), 
welche die konforme Abbildung zwischen dem Einheitskreise der w-Ebene 
und dem Innern einer in der z-Ebene gelegenen Epizykloide vermittelt, wie 
sie von .einem inneren Punkt (Zentralabstand /) eines auf dem Einheits- 
kreise abrollenden Kreises von ebenfalls dem Radius 1 beschrieben wird. 
Fiir das AuBengebiet dieser (bei kleinem / sich nur wenig vom Kreise unter- 
scheidenden) Kurve ist die Abbildungsfunktion nicht bekannt, ja man hat 
sogar bewiesen, daB die Abbildung dieses AuBengebietes nicht einmal durch 
eine meromorphe Funktion geleistet werden kann"). — In anderen Fallen 
kennt man umgekehrt die Abbildungsfunktion des AuBengebietes, nicht 
aber die fiir das Innengebiet. 

Dieser Sachverhalt legt nun die Frage nahe, ob man nicht aus der 
Kenntnis der Abbildungsfunktion fiir eines von zwei komplementiren Ge- 
bieten Nutzen ziehen kann zur Bestimmung auch der fiir das andere — oder 
allgemeiner die Frage nach einem Zusammenhang zwischen den Abbildungs- 
funktionen beider Gebiete. 

Ein solcher Zusammenhang besteht nun tatsachlich: Es hangen nimlich 
die Abbildungsfunktionen bekanntlich eng zusammen mit den Greenschen 
Funktionen der betreffenden Gebiete, und da8 zwischen diesen Funktionen 
fiir solche komplementire Gebiete ein Zusammenhang besteht, habe ich be- 
reits in der vorhergehenden Arbeit gezeigt. — Diese so sich ergebende Be- 
ziehung zwischen den Abbildungsfunktionen soll nun in dieser Arbeit niher 
entwickelt werden. — Es handelt sich demnach jetzt im Gegensatz zu der 
vorhergehenden Arbeit (die immer mit I zitiert wird) von vornherein nur 


1) Vgl. die seinerzeit von Koebe in Jena angeregte, dann aber in Marburg vor- 
gelegte Dissertation von Joh. Philipps, ,,Uber die konforme Abbildung durch Roll 
kurven begrenzter Gebiete“‘, Marburg 1919, S. 62ff. 
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um Betrachtungen in der Ebene. DemgemB hat die friihere Grund- 
lésung 7), jetzt stets die Bedeutung 


Tio) p = log ¥ und ferner ist immer h=1 zu setzen. 
op 





§1. 
Konforme Abbildung und Greensche Funktion. 
Es sei in der Ebene der komplexen Zahlen z = x + iy ein schlichtes, 
ganz im Endlichen gelegenes, einfach zusammenhangendes Gebiet 3 gegeben. 
Seine Randkurve o (Jordan-Kurve) geniige den immer von uns gemachten 


(2-0/ 





(a) 
z-fbene w,A-lbene ‘ w-Lbene 
Fig. 1. 





sehr allgemeinen Voraussetzungen (kurz: stetiger Biegung und endlicher 
Kriimmung). 

Eine Abbildungsfunktion dieses Gebietes, d.h. eine Funktion, die es 
konform auf den Einheitskreis einer neuen Zahlenebene abbildet, kann man 
bekanntlich, falls die Greensche Funktion 


(1) Gop = A(ry) (Wert im Punkte p(z, y)) 
dieses Gebietes 3 fiir einen beliebigen inneren Pol o bekannt ist, folgender- 
maBen herstellen: Man erginze die (auBer bei 0) harmonische Funktion 
iA (xy) durch Hinzufiigung eines Realteiles w (xy)*) zu einer Funktion des 
komplexen Argumentes z = x + iy 


(2) o+id=ow (ry) + tA(ry). 


2) Diese Funktion w (xy) ist bis an die Randkurve o heran stetig. Denn, wie 
schon in I, 8. 542 bemerkt wurde, besitzt die Greensche Funktion / (xy) sicher bis 
an o heran stetige erste partielle Ableitungen, und das gilt dann nach Cauchy-Riemann 
auch von (xy). Daraus folgt dann natiirlich auch die Stetigkeit von w (xy) selber. — 
Zugleich ist aber w (xy) mehrdeutig, die verschiedenen Werte an derselben Stelle unter- 
scheiden sich immer um Vielfache von 2 2 [vgl. die nachste Anmerkung]. 

Mathematische Annalen. 116. 44 
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Diese komplexe Funktion bildet das Gebiet 3 konform auf einen Halbstreifen 
der w, A-Ebene von der Breite 22%) ab, der von der w-Achse beginnend 
durch positive 4-Werte verliuft, und demgemaB bildet die Funktion 

(3) w = e+!) oder ausfiihrlicher w(z) = e~*@V +tean 

das Gebiet 3 der z-Ebene konform auf den Einheitskreis der w-Ebene ab, und 
zwar so, dag der Pol o (das ist die Stelle A =+ o ) in den Anfangspunkt w = 0 
geworfen wird. — Als gleichwertig mit (3) sei auch noch die folgende Form 
der Abbildungsgleichung erwahnt: 


3") |u| = e See, 





z-Ebene w,4-lbene w-Lbene 


Fig. 2. 

Als ,,Abbildungsfunktion“ des Gebietes 3 werden wir allerdings meist 

die zu w (z) inverse Funktion bezeichnen: 

(4) z= 9(w), 

durch die also strenggenommen der Einheitskreis der w-Ebene konform 
auf das Gebiet 3 abgebildet wird. 

Diese hier zusammengestellten Tatsachen iiber die Abbildung eines 
Innengebietes sind in der Literatur vielfach behandelt, ihre Richtigkeit 
leuchtet auch fast unmittelbar ein: man braucht nur die Grenzen, zwischen 
denen 4 und  variieren, zu beachten. 

Weit seltener ist dagegen die Abbildung des AuBengebietes & einer 
Kurveo behandelt. Das Resultat beziiglich dieser kann man nun sehr einfach 


3) Weil namlich lings jeder den Pol o einfach umschlieBenden Kurve s mit der 
Normalen », 1 


. 0 log —=— 
_ [do a a; ” a 6.) : £,, 

B 1 9G.) 

ist (wegen 6... = log = —G,,, und | ds= 0), 


Eo Ov, 
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dahin aussprechen, daB man sagt: Es gelten fiir die Abbildung eines Aufen- 
gebietes U genau die oben fiir ein Innengebiet gemachten Angaben, sobald man 
unter der ,,Greenschen Funktion G,,,“‘ beim Aupengebiet die neue in der vorher- 
gehenden Arbeit eingefiihrte Funktion versteht*). 

Das folgt wieder leicht, wenn man den Variabilitatsbereich der GréBe 
A = G,,, im Gebiete U beachtet, von A = 0 auf a bis A = + wim Pole o. — 
Wesentlich ist hier der schon in I, S. 542 beriihrte Umstand, daB diese unsere 
Funktion 6,,), = 4(zy) unter allen bis auf die bekannte logarithmische 
Unstetigkeit bei o harmonischen Funktionen von &, die auf o verschwinden, 
als einzige im Unendlichen endlich bleibt, denn das ist natiirlich eine not- 
wendige Vorbedingung, wenn auch die Stelle z = o des Gebietes U (auf 
der Riemannschen Kugel gedacht) in einen Punkt innerhalb des Einheits- 
kreises der w-Ebene (aber nicht etwa gleichzeitig mit o in den Mittelpunkt) 
iibergeht — oder kurz, wenn z = © ein endliches w + 0 entsprechen soll. 

Am anschaulichsten diirfte die Abbildung werden, wenn man sich noch 
den Verlauf der Niveaulinien 4 (zx, y) = ©,,,, = const klarmacht und diese 
bei den Einzelabbildungen verfolgt. Deshalb sind solche Niveaukurven und 
ihre Bilder in den Figuren mit eingezeichnet. 

Das Charakteristische an den Niveaulinien beim AuBengebiet ist 
nun das Auftreten einer singuliren solchen Kurve, die durchs Unendliche 
geht, waihrend alle iibrigen entweder o oder aber den Pol o umschlieBen. 
Der Parameterwert A dieser singuliren Kurve ist y = J’ — /7,,, eben der Wert 
von ©,,, im Unendlichen [vgl. I (16), 8. 542]. Setzen wir noch den w-Wert 
der Stelle o gleich &5), so sind also 
(5) S+iy und c=e~vtis (y = r'—T,) 


die Bilder der Stelle z = 0 in der w, A-Ebene bzw. in der w-Ebene®). 

4) Natirlich kommen die friiheren Behandlungen des Problems auf genau das- 
selbe heraus. Ich erwihne die Notiz von C. Neumann von 1877 in den Math. Annalen, 
Bd. 13, 8. 573 und die Darstellung von A. Harnack in seinen ,,Grundlagen der Theorie 
des logarithmischen Potentials (Leipzig bei Teubner 1887), § 48 (S. 153). — Die von 
A. Korn in seinem .,Lehrbuch der Potentialtheorie’*, Teil II (Berlin bei F. Diimmler 
1901) S. 283 angegebene Abbildungsfunktion ist allerdings nur scheinbar noch von 
der Wahl eines Punktes c (wie unsere vom Pole o der Greenschen Funktion) abhingig; 
bei naherem Zusehen stellt sich heraus, daB sie sich (in unseren Bezeichnungen und 
bezogen auf das Innere des Einheitskreises) auf die spezielle Abbildungsgleichung 

|w| = s* ir (entsprechend (3*)) 
reduziert, d. h. auf die noch zu erwahnende ,,natiirliche Abbildung** des AuBenge bietes, 
bei der z = cc (als Pol o, vgl. I (16), S. 542) in w = 0 iibergeht. 

5) Man kénnte, da w nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, dieses 
8 = 0 annehmen — doch diirfte sich eine solche Festlegung nicht empfehlen. 

6) Natiirlich muB |c| < 1 sein, was bestens zu der Tatsache y > 0 oder ’— JT, > 0 
paBt, denn bekanntlich ist J’ der gréBte Wert von J/ im AuBengebiet. 


44* 
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Dieser Punkt w =c innerhalb des Einheitskreises wird also bei um- 
gekehrter Abbildung der w-Ebene auf die z-Ebene ins Unendliche geworfen, 
die diese letztere Abbildung vermittelnde Funktion z = g(w) mu8 hier 
also unstetig sein, und zwar mu8 sie bekanntlich (aus Griinden der Ein- 
deutigkeit) daselbst einen Pol erster Ordnung besitzen. Wir setzen daher 
beim AuBengebiet: 

yw) 


(44) z= 9(w)= , 


w—ec 


wo jetzt erst y(w) auf dem Einheitskreise stetig ist, wihrend beim Innen- 
gebiet schon ¢ (w) selbst stetig war. — So bestehen also trotz der oben fest- 
gestellten formalen Ubereinstimmung der Abbildungsregeln sachlich doch 
nicht unerhebliche Unterschiede beim Innen- und AuBengebiet. 

Ein weiterer solther Unterschied ist der, daB beim Innengebiet alle 
Lagen des Poles gleichberechtigt sind, wihrend es beim AuBengebiet eine 
ausgezeichnete Pol-Lage gibt, nimlich im Unendlichen (zc = o). Fiir sie 
geht nach I (16), 8. 542 G,,,, iiber in  — /7,, und die zugehérige Abbildung 
ist gekennzeichnet durch 
(3*) | wo| _ g ¢-* 
es entsprechen also den Niveaulinien des Potentials der natiirlichen Belegung 
in der z-Ebene die konzentrischen Kreise um den Nullpunkt in der w-Ebene. — 


Diese ausgezeichnete Abbildung des AuBengebietes wollen wir seine ,,natiir- 
liche Abbildung™ nennen [vgl. die Anm. 8, 8. 669]. 


§ 2. 
Greensche Koordinaten. 


Wir werden im folgenden immer die Abbildung des einen der beiden 
Gebiete 3 und & als bekannt voraussetzen. Dieses ausgezeichnete Gebiet 
wollen wir als Stiick der z-Ebene oder besser der z-Kugel (mit Einschlu8 
von z= @) mit 3 bezeichnen. Ob dieses das Innen- oder AuBengebiet 
von o ist, spielt in diesem Paragraphen gar keine Rolle — durch unsere 
Definitionen ist eben eine véllig einheitliche Behandlung dieser beiden Ge- 
biete erméglicht. 

Wir nehmen also eine Abbildungsfunktion z = g (w) ,,des Gebietes 3“ 
als bekannt an, oder, was nach §1 dasselbe, die Greensche Funktion 6,,, 
mit dem 2z-Bildpunkte o von w = 0 als Pol. — Da liegt es denn nahe, die 
Niveaulinien von ©,,, (,,Greensche Niveaukurven“, Bilder der Kreise 
|w| = const, vgl. (3’)) und ihre Orthogonaltrajektionen (.,Greensche Radial- 
linien“, Bilder der Radien arg w = const) als Koordinatenlinien einzufiihren, 
oder die Punkte von 3 durch die ihnen entsprechenden Werte 4 und @ zu 
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bestimmen. Wir nennen diese krummlinigen Koordinaten in der z-Ebene 
die ,,Greenschen Koordinaten“. 

Aus der Abbildungsgleichung w = e~***® ergibt sich, daB zwischen 
den Greenschen Koordinaten A, w eines Punktes und den Polarkoordinaten 
r, ® seines Bildpunktes in der w-Ebene die einfachen Beziehungen bestehen: 


(6) r=|w|=e-* und 0=argw =o. 


Daraus folgt wieder eine sehr einfache Deutung der Koordinate w: sie stellt 
naimlich den Winkel dar, den die Greensche Radiallinie durch den gerade 
betrachteten Punkt z im Pol o mit einer (beliebigen) fest gewahlten solchen 
Radiallinie (w = 0) bildet, ganz analog wie im gewohnlichen Polarkoordinaten- 
system mit geradlinigen Radiallinien — infolge der Winkeltreue iibertragt 
sich das von diesem auf die krummlinigen Systeme. 

Durch die Einfiihrung der Greenschen Koordinaten sind insbesondere 
auch den Randpunkten s von o (mit A = 0) bestimmte Parameterwerte w 
zugeordnet, die auf o um 2 2 variieren, und zwar durchlauft bei einer Um- 
laufung von o das w z. B. das Intervall von 0 bis 2 2 monoton, da 


(7) oe =-+ A. auf o nirgends verschwindet"). 


’ Doch ist*immer im Auge zu behalten, daB ein solches Greensches Ko- 
ordinatensystem immer noch von der Wahl eines Poles abhaingt und daB 
bei verschiedener Wahl desselben (z. B. einmal in- 3 und dann in Y) auch 
diese Zuordnung der w-Werte zu den einzelnen Punkten von o eine ver- 
schiedene is*. 

Wir denken uns nun im folgenden den Pol o innerhalb 3 zwar beliebig, 
aber ein fiir allemal fest gewahlt (,,Koordinatenpol) und beziehen alles 
auf dieses damit festgelegte Greensche Koordinatensystem °). 

Dann ist die Greensche Funktion fiir diesen Pol o 

ebenso wie o dem 
(8,) Gor =A Gants 3 angehorend), 
eben nach Definition (1) gleich der einen der Greenschen Koordinaten. 

Wir fragen nun aber weiter: Wie groB ist die Greensche Funktion fiir einen 
beliebigen anderen Pol o’ (4’, w’) innerhalb 3, also die Funktion 6, ,? — 
Sie bewirkt nach den Prinzipien von §1 die konforme Abbildung von 3 


7) Vgl. z. B. Lichtenstein, Math. Annalen, Bd. 67 (1909).—Wegen weiterer Literatur 
auch Encyclopédie d. math. Wiss., Bd. II, Teil 3, S. 247. 

8) Fir das AuBengebiet (d.h. falls 3==U) gibt es wieder eine ausgezeichnete 
Pol-Lage (bei z = oc). Man kénnte bei dieser etwa von den ,,natirlichen Green- 
schen Koordinaten“ sprechen, bei denen die einen Koordinatenlinien die Niveaukurven 
des Potentials der natiirlichen Belegung sind. 
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auf den Einheitskreis einer w*-Ebene, bei der o’ in den Punkt w* = 0 iiber- 
gefiihrt wird *). So haben wir also zwei konforme Abbildungen unseres Ge- 
bietes 3 auf einen Ejinheitskreis, einmal in der w-Ebene (§1), und dann in 
der w*-Ebene. Damit ist aber auch eine konforme Abbildung der beiden 
Einheitskreise aufeinander hergestellt, bei der der Anfangspunkt der w*-Ebene 
in den dem Punkte o’ bei der ersten Abbildung entsprechenden Punkt 
w’ =e~*'*+* der w-Ebene iibergeht. Diese Abbildung muB8 aber ihren 
Ausdruck finden in einer bilinearen Beziehung zwischen w und w*, und zwar 
genauer in 

w—w' St 


ta 
a T-—ww 


) 
Benutzen wir nun die Beziehung (3’), S. 666, so folgt 


fa 4 6-8-2) _ 9 cos (w — w’) 
tr 4 EF) 





(e~ So")p)2 = |w*!? = w*a* = ’ 
— 2 cos (w — w’) 
und daraus ergibt sich weiter: 


eft? ae FFT 


2 cos (wo — w’ 
(8,) Gp = + log ae e~ 4-2) tc 2. 





— 2 cos (w — w’) 


Kennt man also die Greensche Funktion 4 = ©,,), fiir irgendeinen Pol o und 
damit ein Greensches Koordinatensystem i,m, so ist die Greensche Funktion 
fiir irgendeinen anderen Pol o’ (2', w') desselben Gebietes nach dieser Formel (84) 
sofort angebbar™). 

Neben der Greenschen Funktion wollen wir nun auch noch die Green- 
sche Belegung unter Benutzung Greenscher Koordinaten betrachten: 
Ihre Dichtigkeit ist allgemein 


1 a6 
Noe = Fz i [vgl. z. B. 1 (14), 8. 541), 





®) Bis auf eine beliebige Drehung des Einheitskreises, die in der schon erwahnten 
Unbestimmtheit von » ihren Grund hat, ist die Abbildung bekanntlich durch diese 
Eigenschaft eindeutig bestimmt. 

1) Vgl. z. B. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. 1, 4. Aufl. (1934 
bei Teubner) S. 62. 

1) Diese Formel bestatigt die Symmetrie der Greenschen Funktion in den beiden 
Punkten 0’ (4’,m’) und p(/,w) und das Verschwinden auch von 6.0 p am Rande 
(d. h. fiir 2 = 0). — Zu dieser gleichen Formel gelangt man auch, wenn man das in 
meinen Beitragen, S. 150—151 angegebene Spiegelungsverfahren in der w, A-Ebene 
zur Konstruktion der Greenschen Funktion anwendet. Damals benutzte igh als Koordi- 
naten das Potential J7 der natiirlichen Belegung und den Parameter (P) seiner Ortho- 
gonaltrajektorien, also nach unseren obigen Bemerkungen spezielle Greensche 
Koordinaten (entsprechend der ,,natiirlichen Abbildung‘‘ des AuBengebietes) — jetzt 
sehen wir, daB dieses Verfahren bei Benutzung ganz beliebiger Greenscher Koordinaten 
und auch gleichmafig im Innern — wie im Aufengebiet anwendbar ist. 
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wenn v die in das Gebiet 3 hineingerichtete Normale bedeutet (bei U also 
das friihere N). 

Ist nun der Pol der Greenschen Belegung zugleich Koordinatenpol, so 
ist also nach (8,) 
(9,) thors = inde (> 0 fiir alle Lagen von s auf o, vgl. (7)), 


ist es dagegen ein anderer Punkt 0’ (/’, w’), so liefert Formel (8,): 





1 1 ft. Uta) 
No") =3| “gree 7 
we am 2th 4 eH Eth) _ 9 con (wm — or’) 





f-*_-a-%) aa 
~ a7 ae reerowi hes ay,’ 
das ist unter Beriicksichtigung von (9,): 
9 ws et — e~ 
(%s) ie ral +e + = 2 cos (w — w') 
Also auch die Dichtigkeit der Greenschen Belegung an einer Stelle s (w) 
von a fiir einen beliebigen Pol o’ (2’, w’) lapt sich bei Verwendung Greenscher 
Koordinaten leicht angeben, falls man sie speziell fiir den Koordinatenpol o 
kennt™), 
Hervorgehoben sei noch ein wichtiger Spezialfall dieses unseres Resultates 
(9,) im Falle seiner Anwendung auf ein AuBengebiet: Im Gegensatz zu 
C. Neumann, der (in unserer Ausdrucksweise) den Koordinatenpol o ins 
Unendliche annahm [vgl. die letzte Anmerkung], wollen wir den Pol o’ ins 
Unendliche verlegen; es gehe also 2’—~y und w’—8. Alsdann wird 
6...» > I — I, gehen [vgl. I (16), 8. 542] und es ergibt sich die Formel 


7’ 





No) s+ 


(10) ies aid a 2 et... e’—e? 
a 22 ON, e% + e~¥—2 cos (w —3) wae 








nach der bei Kenntnis der Greenschen Belegung fiir einen beliebigen duBeren 
Punkt o als Pol (und y = I" —I1,) sofort auch die Dichtigkeit o, der natiirlichen 
Belegung bekannt ist. 


Beiliufiges. Beachten wir noch, daB 


04 dw 


12) Dieser Satz stellt eine Veraligemeinerung eines, wenigstens fiir Innengebiete 
schon 1861 von C. Neumann angegebenen Resultats dar [vgl. Crelles Journal, Bd. 59, 
8. 361—366]. — 1910 hat dann C. Neumann auch fiir AuBengebiete den Satz behandelt, 
allerdings nur im Spezialfalle natiirlicher Greenscher Koordinaten. Unser 1), 
stellt bei ihm also die Dichtigkeit g, der natiirlichen Belegung dar [vgl. Leipziger 
Berichte, Bd. 62, S. 288 (42)]. 
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ist, so kénnen wir bei Anwendung Greenscher Koordinaten die Fundamental- 
funktion F von 3 mit den beliebigen stetigen Randwerten f, = {(w) nach Formel 
1(10’), S. 542 (mit k = 0) folgendermaBen darstellen: 
an 
= F(#,o')= 2 fen Bd fw) 4 
(12) ll =a (acer oe _— 





0 
wie das fir Innengebiete auch bereits C. Neumann im Jahre 1861 getan hat. 

In dieser Forme] (12) tritt so recht deutlich zutage, daB es sich bei der Lésung 
der Rdw.-Aufgabe mitteis der Greenschen Funktion nur um eine Verallgemeine- 
rung der bekannten Poissonschen Integralformel handelt — ja man 
kann den Inhalt dieser Formel (12) geradezu so darstellen: Man verpflanze die 
Rdw. { (w) vorerst auf die Peripherie des Einheitskreises (f(#) nach (6)) und 
lése nun zunachst die Rdw.-Aufgabe fiir diesen Kreis und fiir die Rdw. / (#) 
durch das Poissonsche Integral 

2a 


Fr, @)= a | i—e* {(0)d0 
skits 1+r? —2r'cos(é— #’) 





und iibertrage dann die Werte dieser so gewonnenen Fundamentalfunktion mittels 
der Formeln (6) wieder riickwarts in die z-Ebene. 


§ 3. 
Die Entwicklung der Grundlésung in Greenschen Koordinaten. 


Es seien zwei Punkte des Gebietes 3 gegeben, z, (A,, w,) und 2 (Ag, @9); 
wir nehmen immer z, +z, an. Dann handle es sich darum, die Funktion 
(Grundlésung) 


(13) 7,,= log 5 = — log|z, — z,| = — Rlog(p(w,) — y(w,)), 


oder, wie wir sie zweckma&Big umformen werden: 
(13’) T,, = — Rlog 2£O)— 2%) _ Jog (w, — w,) 
Wy 


in eine trigonometrische Reihe der Winkelargumente w, und mw, zu ent- 
wickeln. — Im Gegensatz zu den Betrachtungen des vorigen Paragraphen, 
die wir fiir Innen- und AuBengebiet gemeinsam durchfiihren konnten, sind 
wir jetzt allerdings genétigt, diese Aufgabe fiir jedes dieser Gebiete einzeln 
zu behandeln. Wir beginnen mit den einfacheren Betrachtungen fiir das 
Innengebiet 3: 

Den in (13’) auftretenden Differenzenquotienten £{— 8 (2) fassen wir 


auf als Funktion der beiden Verinderlichen w, und w,. Sie ist innerhalb 
des von den Einheitskreisen der w,- und w,-Ebene gebildeten Bereiches 
regulir und nicht verschwindend — ersteres folgt unmittelbar aus dem 
Verhalten der Funktion g(w), das letztere aus der Eineindeutigkeit der 
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durch sie vermittelten Abbildung —, es kann niemals verschiedenen Werten 
von w derselbe Wert z = gy (w) entsprechen. — Daher ist auch der Logarith- 
mus dieses Differenzenquotienten eine innerhalb jenes Bereiches reguldre 
Funktion von w, und w, und la8t sich daher in eine Doppelpotenzreihe ent- 
wickeln. Wir trennen in den Koeffizienten sogleich Reelles und Imaginires — 
so folgt denn: 


2e)— (Ws) , |w,|< 1 
(14) a ek a -35 (Cyn + 4D, x) 0; 5, (iar <1)" 
wobei es auf die Reihenfolge der beiden Summationen nicht ankommt. 
Diese Gleichung kann man geradezu als die Definition der beiden Systeme 
reeller Gripen C,, und D,, ansehen, sind doch die Koeffizienten C,, + 1 D,, 
in bekannter Weise als Differentialquotienten darstellbar. — Wegen der 
Symmetrie der dargestellten Funktion in den Argumenten w, und w, sind 
die Koeffizienten symmetrisch in den Indizes: 


C,, = Poe und D,, act Dy 
Jetzt driicken wir w, und w, nach (3) durch die Greenschen Koordinaten 
von z, und z, aus, um so zu erhalten: 


log 2 wae zim) => > (Cy «+ 1D, ,)e~ "41 —*42 (cos (va, + x0) 


0 + tsin(ym, + x@,)), 
und danach ist der uns allein interessierende Realteii gleich 


(14’) EE ..catve, +n) —D b siiplen, + tebe vay — Hag 


Diesen hate vereinfachen wir rein formal durch Einfiihrung einiger 
neuer Bezeichnungen: An Stelle der zwei Folgen von cos- und sin-Funktionen 
fiihren wir eine einzige Folge von Funktionen p,, (,,Kreisfunktionen“) ein, 
indem wir allgemein setzen: 

cos0 = 1 = Po» 


cosnz = V5 ral, sinns = V5 Pon—s(2)™) (n > 0). 


18) Die hinzugefiigten Zahlenfaktoren sind an sich ziemlich unwesentlich — 
sie werden sich aber in dieser Weise spiter als zweckmaBig erweisen. — Ubrigens 
ist, wie ich nachtriglich bemerke, schon C. Neumann: im Jahre 1878 einmal ganz 
ahnlich vorgegangen in seinem Aufsatz ,,Entwicklung nach Elementarpotentialen“ 
in den Leipziger Berichten, Bd. 30 [vgl. vor allem S. 56]. Auch sonst enthalt dieser 
Aufsatz manches' mit meinen Untersuchungen verwandtes, doch besteht ein groBer 
Unterschied darin, daB C. Neumann nicht mit Greenschen Koordinaten arbeitet (was 
fast Wunder nehmen muB, da er sie bereits in der oben, Anm. 12, aitierten Arbeit 
von 1861 — wenn auch nicht unter diesem Namen — tatsichlich benutzt). In seiner 
obigen Arbeit von 1878 ist der Parameter w der Randpunkte im wesentlichen 
willkirlich, und demgem4B tragen auch die Resultate weit unbestimmteren Charakter. 


(15) 
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Wir fiihren nun noch das Symbol (v) ein, das im folgenden eine sehr groBe 
Rolle spielen wird : es soll die Zahl as : darstellen, falls diese ganz ist (vy unge- 





rade), sonst aber (wenn wv gerade) die nichstkleinere ganze Zahl. Es ist also 
y+ *] 





(v) eine kurze Schreibweise fiir das bekannte Symbol [Ss 





(16) (>) =[F4*] und daher (2m — 1) = (2) = 


Dann kénnen wir die Folge der Funktionen p, (x) auch folgendermaBen 
erklaren: 


(15) po(z)=1 p,(z)= 
V2 sini») »  ¥ ungerade. 


ie falls » gerade (> 0), 


Sie haben die Integraleigenschaften: 

ax 0 falls x +— Y, 
(15") fp3(@) = 2a fp, (2) px (z)dz = ss 

’ (y) ” 
Sodann fiihren wir an Stelle der beiden Systeme von Konstanten C,, und D, , 
ein einziges neues System, das der GréBen J, ,, ein, die wir folgendermaBen 
definieren : 


J, » = 2C,, (Jer—1,0=Joar—-1 = — V29D,, 


x= yy > 0. 


vx? 


(vy > 0) 
"\ino =Joa =V200,, 
(17) 
ig = J ov,22—1= ~/- \v-xD,, 
(v,% > 0). 
Jss,9% = — Jay-so2-1 = V"-*C,, 


Auch dieses System der GréBen J,, ist symmetrisch in den beiden In- 
dizes, wie es die Systeme der C,, und D,, waren. 

Unter Benutzung all dieser Bezeichnungen kénnen wir dann den Real- 
teil (14’) des Logarithmus (14) folgendermaBen darstellen: 


FD? D7 Tene OH p, (0) pe (0). 


Es kommt also bei der Grundlésung T die Eigenart des betrachteten Ge- 
bietes 3 oder seiner Abbildungsfunktion gp (w) lediglich in diesem einen System 
(Matrix) der Gripen J,, zum Ausdruck. 

Nun gilt es, in Formel (13’) auch noch das zweite Glied rechter Hand 
in eine Reihe zu entwickeln: es ist 





(18,) 2Rlog(w, — w,) = log| w, — w,|? = log(w, — w,)(w, — w,) 
== log (e— 2": + e- 242 — 2e-@1 +4») cos (wm, — w,)) 
= — (Ay +A) + log (222 + e-t-4 — 2.608 (o, — 0) 











Konforme Abbildung komplementarer Gebiete. 675 


Fiir diesen letzteren Logarithmus gilt aber die bekannte Entwicklung"): 
(18,) — log( ) = |4, —4, | —2 dx ~ e-*11— 21 cos n (om, — @,). 
1 


Hier fiihren wir wieder unsere Kreisfunktionen p, ein und ergiinzen noch das 
Glied fiir n = 0 — dann kénnen wir zusammenfassend schreiben: 


(19) 2 Fae = (A, a A,) —|A,- A,| —] -): Dade em A —(#) ag Py (@,) px (We) 
0 
+ ne -(m) ld; — 49 | Pn (w,) Pn (@,), 
0 
oder, wenn wir noch die Elemente e,, der Einheitsmatrix E einfiihren: 


(0 fir x+y 
QE, = 
_& 


(20) 
x = », 
auch folgendermaBen: 


(19) 27,, = (4,+4,)—|4,—4,|-—1 





- Pi > (J, ge 41 — 42 — @, ,e- M144 —4al) p, (w,) py (@,). 


0 

Damit ist unser erstes Ziel erreicht, fiir das Innengebiet Jdie Funktion T , » 
(Grundlésung) unter Benutzung Greenscher Koordinaten in eine Doppelreihe 
nach den Kreisfunktionen p, fiir die Argumente w, und w, entwickelt. 

Nach ihrer Herleitung aus einer Doppelpotenzreihe [vgl. (14)] scheint 
diese Entwicklung zunichst an die Einschriinkungen |w,| <1 und |w,| <1, 
oder, was dasselbe ist, 4, > 0 und A, > 0, gebunden zu sein, d. h. geometrisch 
gesprochen, daran, daB beide Punkte z, und z, wirklich innerhalb 3 liegen. — 
Ich will jetzt zeigen, daB sie aber (héchstens mit einer unwesentlichen Ein- 
schrinkung) auch noch giiltig bleibt, wenn der eine dieser Punkte auf die 
Randkurve o riickt. 

Den einen Punkt nehmen wir nach wie vor im Innern von 3 an und 
denken ihn uns fest gegeben. Wir bezeichnen ihn jetzt mit 7; dann ist also 
T eine Funktion der Lage des zweiten Punktes z(A,w), die wir T,, (A, w) 
nennen. — Es sollen dann also die Werte 7,, (0, ) dieser Funktion auf der 
Kurve o (A = 0) untersucht und der Nachweis erbracht werden, da8 auch 


fiir sie noch die aus (19’) entspringende Entwicklungsformel gilt: Da es eine 
” , , , 7] 1 
sogar hédlder-stetige **) Funktion auch von w ist (da =i77 nach (7) 
Ov 

14) Vgl. z. B. A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie II, 8. 95. — Der Akzent 
am Summenzeichen soll hier, wie aych spater immer, noch ausdriicklich darauf auf- 
merksam machen, daB die Summation erst mit » = 1 beginnt. 

14a) Vgl. unten die Anm. 19. 
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existiert). so steht die Existenz einer Entwicklung nach unseren Kreis- 


j > 


funktionen p, (@) von vornherein fest: 


2 Tun (0,0) = Ly (0) + 3* (*) LP (0) p(w) *) 
(21,) m 
mit L2(0)= 35 | 2700.0) p.(w)do (mn = 0,1,2,-..) 


0 

Das Argument 0 bei den Koeffizienten L soll hier nochmals ausdriicklich 
auf o, auf die Kurve A = 0, hinweisen; denn wir wollen jetzt auch noch 
eine o von innen benachbarte Greensche Niveaukurve 4 = e > 0 betrachten. 
Fiir sie gilt entsprechend : 





2 Teo (e,@) = LY (e) + D* (x) L? (e) ps (w) 
(21,) “NG 
; [ 2 Zw (e,0)) px(o) dw (»s = 0,1,2,...), 

0 
und hier sind, da ja jetzt beide Argumentpunkte (i (A; w,) und (e, w)) inner- 
halb a liegen, die Koeffizienten Z‘} nach (19) bekannt, nimlich (falls e < 4,): 


mit LY(e) = 





LP (e) = 2e— D} Joe ™ p, (a) 
0 


(x) L® (e) -—=—6¢ (xe > 2 P e (r) a; P, (w,) + e”* Ye (x) ay Px (a) (x > 0). 
0 


Da aber 7), (¢,@) mit zur 0 abnehmendem e gleichmafig im ganzen 
Intervall 0 < wm S 2 x gegen T,, (0, w) konvergiert**), folgt aus den Integral- 
darstellungen in (219) und (21,), daB L{ (0) = lim LY (e), also: 


ev 
L? (0) = — DP? Inoe pn, (a), 
(22) 


(x) LP 0) = — DP Op, (@) +p, (@) (> 0) 
0 
15) Wegen dieser Form des Ansatzes vgl. unten die Anm. 17. 


16) Um jeden etwaigen Zweifel hieran zu beseitigen, folge hier kurz der Beweis: 
Nach dem Mittelwertsatz ergibt sich, daB 











OT cos (Z, ., v.) 
Ov. , 
IN (€, w) — Ty (0, @) | = e| My (% 4,0) | =e si =e —j— 
a %; |j(9 4,0) a 5 (Fe,w)- 


(@ positiv, <1 und abhangig von w). 
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ist, und das liefert dann: 


(23) 27 (0,0) = —1— D*[ 3, — ee p, (w)] pao), 


und das ist tatsichlich unsere Formel (19’) angewandt auf den Fall 4, = 4, 
und A, = 0, d.h. auf den Fall, daB der eine Argumentpunkt von 7,, auf 
den Rand o von J geriickt ist. — Diese Anwendung ist also statthaft — héchstens 
ist es nach dem Bisherigen fraglich, ob wir auch jetzt in (23) noch die Reihen- 
folge der beiden Summationen vertauschen diirfen —, darum jetzt die Schreib- 
weise mit den Klammern. 

Nunmehr wenden wir uns entsprechenden Betrachtungen fiir das AuBen- 
gebiet & zu. Wir denken uns nach unseren friiheren Prinzipien (vgl. § 2) 
in & Greensche Koordinaten A,  eingefiihrt und stellen uns wieder die Auf- 
gabe, 7',, als Funktion der Winkelargumente w, und @, in eine trigono- 
metrische Reihe zu entwickeln. — Es bedarf da formal doch einiger Modifi- 
kationen gegeniiber den Betrachtungen beim Innengebiet: Infolge der Ge- 
stalt (4,) der Abbildungsfunktion g (w) wird jetzt nach (13’) 

y (w,) me (wy) 
T.,;=- fhe A — — Rlog(w, — w,) 





oder 
Ty, = — Blog e— Iv Cy) — Cr =) VOY) _ Rog (w, — w,) + Rlog (w, —c) 
om 3 
+ Rlog (w, — c). 
Die drei letzten Glieder kénnen wir nun leicht, wenn wir noch c = e~’*** 
beachten [vgl.(5)], nach den Formeln (18) in Reihen der gewiinschten Form 
entwickeln — und im ersten Gliede kann das Argument des Logarithmus 


g (w,) — p(We) 
Ww, — Wy 





ebensowenig wie , aus.dem es ja durch bloBe Abtrennung von 


Faktoren hervorgegangen ist, im Bereiche |w,| <1, |w,| <1 verschwinden 
{vgl. oben S. 672]. — Das Argument ist also wieder regulér wnd nicht ver- 





Hier bedeutet v; immer die innere Normale auf der jeweils durch j hindurchgehenden 


‘ 7: ‘ . - e OA 
Greenschen Niveaukurve G; (2 = 4, #e). Wir kénnen also — stets deuten als 
Vv. 
ai 7 . 
»normale Ableitung’ einer Greenschen Funktion (nimlich der Greenschen Funktion 


04 


A— A; des von O; begrenzten Gebietes). Danach ist eine fiir alle Lagen von j in 





: PB . A 
dem abgeschlossenen Gebiete zwischen o (7 0) und einer festen Kurve 7 = &, 
stetige und [nach (7)] nichtverschwindende Funktion und besitzt in ihm demgemaB 
auch ein von 0 verschiedenes (absolutes) Minimum yp. Mit diesem Werte folgt dann: 


1 


' F e 
| 7, (e,w) — T,,,(0, Ss — — S&S ———-~ fir alle e =: 
| (a (€ ) w @) | rf E,; nT; (e9) 0 
(7, (9) kleinster Abstand zwischen i und der Kurve 2 = ¢, < 4,). Daraus ergibt sich 


ohne weiteres die behauptete gleichmaBige Konvergenz. 
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schwindend, daher kénnen wir auch den Logarithmus wieder in eine Doppel- 
potenzreihe entwickeln: 


(14,) log S22) (ee — Cer vd SF S200, 5 + § Dra)eny wz (WMS), 
ahi: anil 


Ww, — Wy |w,)<1 





und daraus folgt unter Benutzung unserer Kreisfunktionen p, genau ent- 
sprechend wie beim Innengebiet: 


1—2y—|4,-4/+|4,-—7/+14,—-7| 


om * x , e~ 4: —@ag Cre CW 1A — 42 ,(@ . (w 
(194) 27,, = x2 ) Ps (0) Px () 


co 


ee mer ml a Pn (8) Pn (@,) — Seem omlia—rl Pn(8) Pn (9). 


0 





Dabei entsteht das System der Koeffizienten A,, aus den beiden Systemen 
der C,, und D\, genau ebenso, wie oben nach (17) die GréBen J aus den 
Systemen der C,, und D,, hervorgingen. — In diesem System der A steckt 
wieder die ganze Eigenart des Gebietes MU oder der Kurve a, d. h. die Koeffi- 
zienten A,, sind in dieser Entwicklung das einzige, was sich aindert, wenn 
man % durch das AuBengebiet einer anderen Kurve ersetzt. 

Auch jetzt lit sich wieder genau wie beim Innengebiet nachweisen, daB 
diese Entwicklung noch richtig bleibt, wenn man den einen der beiden Argu- 
mentpunkte z, und z, von 7',, auf dié Randkurve o von % riicken laBt. Es 
ergibt sich so: 

1 — (Aa +y) +4. — 2| 


(23 4) 2 Tia) (0, w) = i DF [Davee a p,(,) Px (e) 


x0 


— Dn e-Mlia—7! p, (8) py (@4) — Ds e ” p, (8) Pn (), 


0 0 





wo die Schreibweise mit den eckigen Klammern wieder vor einer Vertauschung 
der Summationen warnen soll. 


§ 4. 
Die Robinschen Derivierten 
unter Zugrundelegung Greenscher Koordinaten des Innengebietes. 

Wir denken uns zunichst im Innengebiet 3 nach den friiheren Prin- 
zipien Greensche Koordinaten A, w eingefiihrt. Ferner sei auf der Randkurve o 
eine stetige Funktion g, = g(w) vorgeschrieben. — Wir wollen dann ihre 
Robinschen Derivierten g’, g’’, ... und die zugehérigen Potentiale V, V’, V’"’,... 
berechnen [vgl. I (17) und (18,), 8. 544]. 
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Wir beginnen mit der Berechnung des Potentials V, natiirlich fiir einen 
inneren Punkt i: 
(24) Ve= + [oPado. 
Hier ist, wenn wir noch den Parameterwert des Elementes do schlechtweg 
mit @ bezeichnen, T,, unser friiheres 7, (0, @) [vgl. (219)], wofiir wir jetzt 
kiirzer 7, (w) schreiben wollen, so da8 also 


((21,)) 2 Tog = 2L(w) = Ly (Ags) + DF (x) Le (Aer) Pe (@) 


ist, wo die L,, (A;,@,) (die fritheren L‘ (0)) in den Bedeutungen stehen: 





a =— Die Op, (wo) und 
((22)) ss 
|rz.A09 == » (J, x — & x) esp, (@,) (% > 0). 
Da ferner nach (11) do = oo mit dw > 0 ist, so lige es nahe, noch 
av, 
den Quotienten " 
9, g (w) 
27. és « 
(25) 257 “ iq,,(0) (vgl. (9,)], 
dv, 


der sicher eine stetige Funktion von wm darstellt, in eine Reihe nach Kreis- 
funktionen zu entwickeln. Da das aber nicht bei jeder stetigen Funktion 
méglich ist (Dirichletsche Bedingungen), so fiihre ich wenigstens die , ,Fourier- 
Koeffizienten (F.-K.) 1”) der Funktion (25) ein 


22 
° 


1 w) P 
a | Tre tay Pa mde, n=0,1,2... (2 (m)b* konvergent). 
0 


(25’) b, = 


17) Wegen der von der iiblichen abweichenden Normierung unserer Kreisfunktionen 
Py (x) [vgl. (15’)] bedarf es auch neuer Festsetzungen iiber die Bezeichnungen: Als 
F.-K. einer Funktion ¢ (xz) bezeichnen wir im folgenden stets die Gré8en 
22 


ou = a5 | P(e D(a) da, es = 0,1,3,3,... 


0 
und bringen das in der Hurwitzschen Symbolik zum Ausdruck durch die ,,Aquivalenz'‘ 


p(z) ~ x + >? (>) 2,7, (2) 


1 
Nach der bekannten Eesselschen Ungleichung folgt dann: 
2 (v) «2 konvergent (bei steligem ¢— (2)). 
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Diese Gré8en wollen wir im folgenden kurz als die ,, Robin-Koeffizienten 
(R.-K.) der Funktion g (w)“ bezeichnen, weil sich ihre Einfiihrung gerade 
bei der Robinschen Methode zweckmaBig erweist. Mit ihnen gilt dann in der 
Hurwitzschen Symbolik: 


(25) gw) S 2 Mey0(b, + YX b,p.(@)) (m= | g.d0 = b,), 


Dann ergibt sich aus (24) nach dem ,,Fundamentalsatz der Fourierschen 
Konstanten“ ™), gleichgiiltig ob diese letztere Reihe konvergiert oder nicht: 


(26) 2V, = 2V (A, ) = by Ly (Aor) + D* (xe) be Le (As, ) 


Damit ist V, als Funktion von @, (auf einer Niveaukurve A; = const) 
als Summe von Fourier-Reihen dargestellt [vgl. ((22))]. — Wir wollen jetzt 
untersuchen, ob es sich auch als eine einzige Fourier-Reihe darstellen laBt, 
indem man die beiden Summationen in (26) und (22) vertauscht — oder 
ob man wenigstens (da uns die Konvergenzfrage weniger interessiert) die 
F.-K. von V, durch Zusammenfassung entsprechender Koeffizienten der 
Einzelreihen erhalten kann: 

Wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz der Entwicklung (21,), 
die ihrerseits eine Folge der Stetigkeit der dargestellten Funktion ist, ergibt 
sich mit Riicksicht auf (15”’): 


(27) =| (Tin (w) Pde = L3 (Ap,) + D* (x) LE (Ayo,). 


0 


Da das Integral linker Hand als Funktion von w, aber stetig ist und 
Gleiches auch von allen Gliedern L,, (A;, @,;) der Reihe rechts gilt [vgl. (21,), 
S. 676], so konvergiert diese Reihe nach einem bekannten Satze von Dini 
gleichmaBig fir 0,22, und das iibertrigt sich mittels der 
Schwarzschen Ungleichung dann auch auf die Reihe (26), wie man leicht 
sieht, wenn man sie in die Form z (V(*) b,) (V(x) L, (A, @;)) versetzt. — 
Dies festgestellt, kénnen wir jetzt die F.-K. », (A,;) von V, durch gliedweise 
Integration der Reihe (26) (von Fourier-Reihen) erhalten, oder aber tatsichlich 


18) Vgl. Hurwitz, Math. Annalen, Bd. 57, 8.429 (und wegen des Historischen 
auch Bd. 59, S. 553). — Das Wesentliche ist, daB aus ,,Aquivalenzen“ eine ,,Gleichung“ 
folgt. Aber auch wo wir bei Aquivalenzen stehen bleiben werden, also eigentlich nur 
die F.-K. angeben, diirfen wir die betreffenden Funktionen damit als bestimmt ansehen: 
denn eine stetige Funktion (und nur um solche handelt es sich immer) kann man sich, 
auch wenn ihre Fourier-Reihe nicht konvergiert, aus ihren F.-K., z. B. nach dem Fejér- 
schen Verfahren der Mittelbildung, bestimmt denken. 
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durch Zusammenfassung entsprechender Koeffizienten ihrer einzelnen 
Glieder. — Das liefert aber nach (22) fiir n = 0 bzw. n = vy > 0: 


e 
(28) 20,(A) = — D *b. Jo, baw. 2v, (A) = — > Y# be (Jon — er). 
; av, 
Von diesen F.-K. von V; gehen wir nun zu denen von FL iiber. Wir 
‘ 


nennen sie %, (A,), so daB also 


i 


ov =. 
i, ~ Uy, (A,) + > (v) u, (A,) Pr (@,) 
(29) ; 


av 
mitt, (4) = o | Fi, Palen) der (n = 0,1,2,...), 


0 





und aus dieser Integraldarstellung ersehen wir, daB die u, (A;) aus den v, (A,) 
einfach durch Differentiation nach A, hervorgehen; demnach folgt: 


(29) Uy (a,) == 0, 2u, (44) = 20, (A,) =e * Di bs (J) — ey x) (¥ a” 0). 


Dies zuvor festgestellt, lassen wir nun den Punkt i gegen einen Punkt 
s(m) von o, d.h. A; gegen 0 gehen. Dann wird bekanntlich: 











OV ; 
, ov; av, _ 9% 
(30) apc ry ls 2 ok i [vgl. (9,) und I (19x), 8.545], 
’, 


wenn g’ eben die erste Robinsche Derivierte von g bedeutet — und diese 
Anniherung erfolgt gleich m&Big fiir alle Punkte s von o oder fiir das ganze 


Intervall 0 < wm < 2 a [vgl. Stud., 8.29]. Daher gehen (wegen ihrer Integral- 
OV, 

darstellungen) auch die F.-K. von 2 rye (also die GréBen 2 u, (A,)) tiber in 

4 


die F.-K. der Differenz der beiden Funktionen a und —"! ._— DieF.-K. 
(o)e (o)e 
dieser letzteren Funktion nannten wir aber oben die R.-K. der Funktion g,; 


es sind dies unsere GréBen b,. Fiihren wir also entsprechend die R.-K. von 
g, ein und nennen sie 6,, so daB also 


(31) 9: =9' (@) = 21 (6 + DS? (») by p, (w)) ” 





19) DaB wir hier eine Gleichung statt einer bloBen ,,Aquivalenz schreiben 
diirfen, also g’ durch eine konvergente Reihe darstellen kénnen, ergibt sich folgender- 
maBen: Es folgt nach allgemeinen Resultaten [vgl. z. B. Stud., 8. 60], daB, falls g 
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ist, so folgt allgemein : 
(30’) lim 2u,(4,) = 6, — 6,, 


Ao 


und das ist nach (29’) fiir n = 0: b, — 6, = 0, dagegen 


b, —b, = S*b (Ive — ern) = — 6, + D*bcJvx fiir v > 0, 
0 0 
oder schlieBlich: 


(32) b= b, und b= D¥J,,b, fir »>0. 
0 


Damit kinnen wir die erste Derivierte g' der Funktion g als bestimmt an- 
sehen: wir haben ihre R.-K. berechnet aus den R.-K. der gegebenen Funk- 
tion g, und zwar liefern unsere Formeln (32) ein sehr einfaches Verfahren 
fiir diese Berechnung '**). Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens und damit vor 
allem die Konvergenz der auftretenden Reihen ist bewiesen unter der alleinigen 
Voraussetzung, daB die Funktion g stetig ist. 


§ 5. 
Folgerungen. 


Wir wollen von unserem letzten Resultat (32) noch einige Anwendungen 
auf Spezialfalle machen, die uns zu wichtigen Erkenntnissen fiihren werden. 


Anwendung I. 


Wir unterwerfen die Ausgangsfunktion g, der Einschrinkung | g, do = 0, 
d.h. wir nehmen an, daB die erste Robinsche Belegung (Dichtigkeit + g,) 


und damit auch alle weiteren die Masse m = 0 haben [vgl. Stud., 8. 58), oder 
da8 von ihren R.-K. der erste verschwindet: 


A b, = 0 [vgl. (25”)}. 


nur stetig vorausgesetzt wird, g’ sogar (in meiner damaligen Bezeichnung) ,,regular 
stetig’* ist, und daraus folgt unter den iiber o gemachten einschrinkenden Voraus- 
gs 

™ Moye 
,hdlder-stetig’’ ist, und das geniigt, die Konvergenz der Fourier-Reihe dieser Funktion 
zu verbiirgen [vgl. z. B. Knopp, Unendliche Reihen, 3. Aufl. (1931 bei Springer), 
8. 380]. 

19a) Die erste Gleichung (32) stellt nach (25’) nur die bekannte Tatsache 
der Massengleichheit aufeinanderfolgender Robinscher Belegungen dar [vgl. Stud., 8. 58). 


setzungen unschwer, daB 





(in der heute iiblich gewordenen Ausdrucksweise) 
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Dann konvergieren bekanntlich die Robinschen Derivierten g’, g’’, g'” 
usw. gleichmaBig auf o gegen 0 [vgl. z.B. Math. Annalen, Bd. 102, 8. 469 (9,)] 
und das Gleiche gilt daher auch fiir ihre simtlichen R.-K.: 


(33;) lim 6” = lim (34, | — powder) at @math’ 


“2 u—>oo x "(o) 


Wir nehmen nun zunichst iiberdies noch an, 


A dag auch von den weiteren R.-K. alle tibrigen verschwinden bis auf 
" einen einzigen b,, der gleich 1 gesetzt werde, 
so daf also die Ausgangsfunktion unter den gemachten Voraussetzungen 
(I A) Ys = A, =z Nove (a) Pa (w) at (a DMs ca 
ist. — Thre R.-K. sind a, = e,, und die R.-K, ihrer ersten Derivierten A; 
nach (32) 


(34 A’) a, =0, und a, =—a,J,'=J,,. fir » > 0. 


Es stellen danach also die , nullfreien“’ GréBen J, d.h. diejenigen, die 


keinen Index 0 haben, (bei festem Index «) selbst die R.-K. einer iiberall 
stetigen Funktion dar, woraus z. B. folgt 


(35) » (v) J?. konvergent fiir « = 1,2,3,... 


Gehen wir nun zur zweiten Robinschen Derivierten A” unserer speziellen 
Funktion (I A) iiber, so sind deren R.-K.: 


(34 A”) ay =0, bew. a” = Di deste: (a = 1,2,3,...), 
1 


wobei nach unseren obigen Ausfiihrungen iiber die Konvergenz dieser Summen 
kein Zweifel bestehen kann. 

Diese hier auftretenden Produktsummen nennen wir nun J.,. — Sie 
bilden augenscheinlich, wenn man sie nicht fiir ein individuelles «, sondern 
fiir alle méglichen « = 1, 2,3,... bildet, die Elemente der Quadrat- 
matrix (J)?, wenn (J) die Matrix der nullfreien Koeffizienten J darstellt: 


Ji, Iss Iy5 
J 3; Iss I 55 


(36) (J) = 


Dann ist also 


(36') (J) = (vy. 


2°) Der Buchstabe A soll (zur Vermeidung weiterer Indizes) die Auszeichnung 
der Zahl « andeuten. 


45* 
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Entsprechend sind die R.-K. der dritten Derivierten A”’ unserer speziellen 
Funktion A, 


(34) a, = 0, bsw. a, = a Joudan me Gar we 13,8...) 
1 

und diese GréBen J” sind die Elemente der Matrix (J)® 

(36’’) (J”) = JP 

usw. 


Fiir alie diese GréBen J’, J”, J’”’ usw. gilt zunichst entsprechend (35): 
(35’) = (vr) J,2 konv., (35) SF (v) J? konv. usw. fiira = 1,2,3,..., 
dann aber kénnen wir jetzt auch die Tatsache (33,) in die Form kleiden: 
(37) lim (J) = (0), d.h. gleich der Nullmatriz, 


oder in Worten: Mit wachsendem Exponenten konvergieren stimtliche Glieder 
der Potenzmatrizen (J)" gegen 0 — dabei bedeutet (J) die Matrix der nullfreien 
Koeffizienten J. 
Nunmebhr lassen wir die Spezialisierung A fallen, halten aber an der 
Einschrinkung I fest, so daB nach wie vor fg. do = 0 und daher 5, = 0 ist. 
Da wegen der Stetigkeit von g, die Robin-Entwicklung von g, 
((25”)) ane 5 knee Dy ba As, 


a 


wenn iiberhaupt, so auch 7 gleichmaSig auf o konvergiert, so kénnen 
wir die zur Bildung der Robinschen Derivierten g’,g,,... und ihrer R.-K. 
erforderlichen Integrationen gliedweise ausfiihren und erhalten so: 


(324) b= 0, und b= Se b,a,= S¢,J., fir y>0 
1 1 
in vollster Ubereinstimmung mit (32), und weiter fiir die R.-K. von 
9. 9, . =e =): = e 
(32j) b= 0, und 6; = "4, a; = a baJi, ‘fiir » > 0, 
1 


(32;') 6° = 0, und 5’ = >. 5. a, -¥ b,J32, fir » > 0 usw. 


#1) Auch wenn die Entwicklung (25’’) fiir 9, nicht konvergiert, kann an der 
Richtigkeit der Formeln (32;) (eben wegen (32)) kein Zweifel bestehen, aber diese 
letzte einfache SchluBweise liefert uns dann nicht die weiteren Formeln des Textes, 
sondern nur die folgenden: 


(327) , = > baJar, by = >> baJdav usw. (vy =1,2,3,...), 
i 1 
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Im Falle by = 0 erhéhen sich also in den Ausdriicken fiir die R.-K. bei 
jeder weiteren Robinschen Derivation die oberen Indizes der Multiplikatoren 
der b um 1, d. h. diese Multiplikatoren sind der Matrix der niichsthéheren Potenz 
von (J) zu entnehmen. 

Unter Beriicksichtigung unserer obigen Feststellung (37) steht diese 
Regel in bestem Einklang mit dem Resultat (33,), da8 alle lim b“ = 0 sind 
(fiir n = 0, 1, 2,...). air aioes 


Anwendung II. 
Im Gegensatz zu der Annahme I setzen wir jetzt voraus, daB 
II. von den R.-K. der Funktion g, der erste (by) nicht verschwindet; 


wir setzen ihn gleich 1, so daB die Masse aller sukzessiven Robinschen Be- 
legungen 


m=}, = 1 [vg]. (25’’)] 
ist. — Dann nahern sich die Robinschen Derivierten g’,g”, ... gleichmaBig 
der Funktion 


a-m-0,=20, (0, Dichtigkeit der natiirlichen Belegung) 





weil eben die Entwicklung (31) fiir g’ sicher konvergiert [vgl. Anm. 19]. — Gleichwohl 
bleiben die Formeln (32;'), (32;;), ... des Textes richtig, doch bedarf es dann zu ihrer 
Herleitung, d. h. zum Beweise fiir die Vertauschbarkeit der Summationsfolgen eines 
Umweges. Ich sehe vorlaufig nur den folgenden an die Formel I (23), 8.545 an- 
kniipfenden Weg: Es sei f, eine auf o stetige Funktion, und 


f, = 1) ~ a + SY? a, p, (o) 
1 


— ich nenne dann die a, ihre ,,Neumann-Koeffizienten“ [N.-K., sie unterscheiden 
sich nur durch den Faktor (vy) von den F.-K.] — so kann man genau nach denselben 
Prinzipien, wie wir sie bei der Robinschen Methode anwandten, die erste Neumannsché 
Derivierte f, bilden [vgl. I (17 N), 8. 543]. Fiir deren N.-K. gelten dann die Formeln 


Sy =, 

(32N) a= a+ 7% a,J,, wid a= /* a,J,, fir »>0, 
1 1 

und hiermit liefert jene Formel I (23), 8.545 im Falle x, A= 0,1 ({f,g,do = [f,,9540) 

das Resultat: 


® JF (Soe) = Fa(S or) 


und diese Vertauschungsformel gilt unter der einzigen Voraussetzung, dap die a, 
und b, die N.-K. bzw. R.-K. von je einer auf o stetigen Funktion sind. Die Anwendung 
auf a, = J,, fiihrt dann z. B. von der ersten Formel (32f) zu (327) 
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{vgl. z. B. Beitr., 5.187 oder auch (freilich beim Newtonschen Potential) 
Math. Annalen, Bd. 102, 8. 470 (9)] und daher auch ihre R.-K., den R.-K. 


dieser Funktion 29,, die wir mit 7, 7,,72,... bezeichnen wollen, so 
daB also 
<2 12 
(38) HO, = ANoys (r, +) (v) Py (w)) ) 
1 
ist. — Wir diirfen dann also vermerken: 
(3311) lim bf” = 1, (n = 0,1.2,...). 
a 


Die iibrigen R.-K. der Ausgangsfunktion g, auBer 6, kénnen wir dabei 
von vornherein gleich 0 annehmen, da sie nach (33,;) zu diesem Grenzwert 
ja sowieso keinen Beitrag liefern; also ist jetzt 


(II*) Js = ANios” 1. 


Nun liefern fiir die R.-K. der einzelnen Robinschen Derivierten die 
Formeln (32) die Resultate: 


fiir g’: &=b,=1, und 6, = 1-J,, fir v > 0, 
fiir oe": b; = b, = 1, b; = b, Jo, + D* OSes = Jo, + D> Jord " 
1 1 


und diese letztere Summe wollen wir (ahnlich wie bei den nullfreien GréBen) 
gleich J;, setzen, so daB wir kiirzer schreiben: 
fiir g”’: b} = 1, bzw. by = Jor +do», 


und daraus folgt weiter nach (32): 
fiir a 5.” = Rs b,” = L-Jert+ D* ort JonIes = Jovt dor +d, 
1 


usw., also: bs = 1, und Bb} =J,,4+ Ji. +di,+do, fiir » > 0, 


allgemein: 
u—i1 


(34n) a 1, baw. B= Jt Jet... +I = Dh I, 


**) Da die Funktion 9, ihre eigene Robinsche Derivierte ist {vgl. z. B. Beitr., 
S. 34], also die Derivierte einer stetigen Funktion, so konvergiert ihre Robinsche 
Entwicklung [vgl. oben Anm. 19]. — Daher sind wir berechtigt, eine Gleichung anstatt 
einer bloBen Aquivalenz zu schreiben. 
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und so liefert denn (33,,) das Resultat: 


(39) r=1, ud r= She fir » >0, 
0 


und damit zugleich den Beweis fiir die Konvergenz dieser Reihen. 

Es gilt nur noch das Bildungsgesetz der hier eingefiihrten Summen 
J,,,%¢, moglichst einfach darzustellen. Augenscheinlich kénnen wir sie 
wieder deuten als Element von Produktmatrizen: Wir fiihren neben der 
Matrix (J) der nullfreien GréBen J [vgl. (36), 8. 683] noch die weitere Matrix 


Tor Jos Jos: with 
Ss & 
(40) te ee 


ein, also eine durch Hinzufiigung einer ersten Zeile zur symmetrischen 
Matrix (J) unsymmetrisch gewordene Matrix. Dann sind augenscheinlich 
die GréBen J,,,J\,, ... die Elemente der ersten Zeile in der Produktmatrix 
(J) (J), wihrend die iibrigen Zeilen dieser Matrix gerade die schon friiher 
betrachteten nullfreien J’, enthalten. So kénnen wir also sagen: Alle 
GréBen J’, mag einer der Indizes 0 sein oder nicht, sind die Elemente dieser 
Produktmatrix, oder in einer Formel: 


Jor Jos Jos. - - 
—_— eee 
(J’)=| Jar Jao ----- = (J)(), 


und jetzt sieht man leicht, daB entsprechend alle eingefiihrten GréBen J” 
die Elemente der Matrix (J) (J)? bilden, usf., allgemein: 


(41) (im) = (J) (Jy. 


Damit ist das Bildungsgesetz auch aller J“) in iibersichtlicher Form 
angegeben, und die Formeln (39) liefern uns daher die Mittel, die R.-K. von 
2-0, und damit nach (38) auch die Dichtigkeit 0, der natiirlichen Belegung 
von o aus dem Koeffizientensystem der Grifen J und damit also letzten Endes 
aus der Abbildungsfunktion gy (w) des Innengebietes. zu berechnen [vgl. oben 
8. 674]. 
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§ 6. 
Die Berechnung der Dichtigkeit der Grundresthelegung 
vom Innengebiete her. 


Wir behalten im folgenden die Vorstellungen der beiden letzten Para- 
graphen bei und stellen uns die Aufgabe, die Dichtigkeit €,,, der Grund - 
restbelegung von o zu bestimmen, natiirlich als Funktion des Parameters 
@ =, auf o, wie ihn uns das zugrunde gelegte Greensche Koordinaten- 
system des Innengebietes liefert. 

Unsere Aufgabe reduziert sich darauf, die R.-K. der Funktion €,,,,, 
oder, was rechnerisch zweckmiBiger, von x*€,,.,, zu ermitteln. Wir setzen 
daher: 


(42) 2° Cre), ~ 7 Noy DS” (H) bx (5) Pe (w,) *) 


und sehen dann also die noch von dem Parameterpunkt s abhangigen Koeffi- 
zienten b, (s) als die eigentlichen Unbekannten an. 

Zur Berechnung dieser GréBen nehmen wir die eine der beiden am SchluB 
der vorhergehenden Arbeit angegebenen Integralgleichungen zweiter Art 
fiir €,,,, zum Ausgangspunkte, und zwar die mit dem iterierten Robinschen 
Kern: 

Wy 1 gn ond 1 OKis 
(43) Cs) 2— Sse = — 59H) = — re [vgl. I (33), 8.552), 
und beginnen damit, die rechte Seite zu bestimmen, d.h. wieder eine 
Robin-Entwicklung fiir sie anzugeben: 
Nun ist nach Definition [vgl. I (24), 8. 545] 
oT OT, OA OT, 
@([e) .24 . 2a noe), _, [vgl.(9,), 8.671], 


i=o dv, 


The = oy, = 


wo, sobald 0 < A < A, nach (19’), 8. 675 
oF 2+ SF (x) [DE done O + cone) ep, (or) po) 
F) F => - . vx vx Pr 1 Px ° 


oT 
Da aber diese Funktion > [ebenso wie 7,, selber, vgl. Anm. 16] mit 


abnehmendem A gleichmaBig fiir das Intervall 0 < wm <2 in ihre Werte 
fiir 2 = 0 iibergeht, so folgt (wegen ihrer bekannten Integraldarstellungen) 


%) Da { €., do = 0 ist [vgl. I (31), S. 550), so kénnen wir die Robin-Ent - 
wicklung von € sofort ohne ein konstantes Glied 5, (s) ansetzen [vgl. (25), S. 680], 
wir befinden uns also immer im Falle I von § 5. 
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Gleiches auch fiir die F.-K. dieser Funktion, und das findet dann nach Hur- 
witz seinen Ausdruck in der Aquivalenz 


(44) Ye ~ 2 N00 {2+ a (x) [ Pi (Jon + ern) ep, («)] px (w)} , 


wo uns die Frage, ob diese Reihe konvergiert, gar nicht interessiert. 
Von dieser Funktion y,, brauchen wir nun nach (43) zuniichst die zweite 
Robinsche Derivierte y(j,,. Fiir sie folgt nach (32;'), 8.684 


x-ter R.-K. von y)5: > [ , (Sret+Gae ™ Pr (a) | Vix 


1 1 
+ von A; w,; unabhingigen Gliedern™), 


und hier diirfen wir nun noch die Summationsfolge vertauschen™) und 
daher kiirzer schreiben: 
(44”) br (Sie + Jie p, (w,) + von 4,, @; wnabhingigen Gliedern. 
1 
Nun fordert Formel (43) weiter, daB wir von der durch diese ihre R.-K. 
bestimmten Funktion 7/;,,, diese aufgefaBt in ihrer Abhingigkeit von dem 
Pol 7 (A,, @,), die normale Ableitung bilden: 





Ov ONG 
(45) dye Get = (ZG) HZ 


— G4, 7° ov," 
OV. . 

Solange aber A, > 0 ist, sind augenscheinlich die R.-K. von = einfach 

._ 
die durch gliedweise Differentiation zu gewinnenden Ableitungen der soeben 
bestimmten R.-K. von y;;),, also 
ay; wa aa. 
x-ter R.-K. von se: ~» (v) (Jin + Iv.) e+ p, (w,) (A; > 0). 
. . 

Da wir aber wissen, daB die nullfreien J’ und J” die R.-K. stetiger Funk- 
tionen sind [vgl. (34’’) und (34’”’)], ja sogar von Robinschen Derivierten stetiger 
Funktionen, so konvergiert diese letztere Reihe sicher auch fiir A, = 0) 
und stellt dem Abelschen Grenzwertsatz zufolge den Grenzwert dar, dem 
LOY. 
0A, 
und dieser Grenzwert des R.-K. ist nach einem schon mehrfach angewandten 


sich der zx-te R.-K. von 





gleichmaBig in w (wegen der Stetigkeit) nahert, 


24) Diese von Ag, unabhangigen Glicder interessieren uns nicht weiter. 
25) Das folgt z. B. wieder aus der Formel (%) in Anm. 21, S. 685. 


%6) Vgl. die Anmerkungen 17 und 19. 
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7) Ls 
04, Jago 
ergibt sich dann schlieBlich aus (45) unter Beriicksichtigung von (9,): 





SchiaS identioch mit dem w-ten R.-K. des Grenswertes ( 


x-ter R.-K. von 5s) .: —22 No) >? (») (Six + Ji x) Pr (as). 
1 


Damit ist unsere erste Aufgabe gelést: Die rechte Seite von (43) 
kénnen wir als bestimmt ansehen. 


Aus der letzten Formel folgern wir sogleich noch (als Vorbereitung fiir 
das weitere) mittels (32;): 


wi . ‘ , ” , 
wter R.-K. von ie: — 2an»s de [| 3? (Tra + Ive) Pr(s)| Tixe 
1 1 
= — 22M) >? (») (Iiz + IN) Pr (ws), 
1 
da ja wieder Vertauschung der Summationen gestattet ist — und analog weiter: 


xter R.-K. von 8%)5: — 2% Nes? (%) (Sie + ITs) Py (ws) usw. 
1 


Nunmehr wenden wir uns der eigentlich zu lésenden Integralgleichung 
(43) zu. Durch ihre fortgesetzte zweimalige Robinsche Derivation erhalten wir: 


(43’) 2? (Cs). — Es.) = — 5s)s nm (Gs). = Es) )=- 5S) «» usw. 
und durch Addition der A ersten dieser Gleichungen (43) und (43’): 
7 (Ese — E532) = — (Iie + Oye + --- + Saye) 


oder, als Gleichung fiir die R.-K. geschrieben, nach (42) und den letzten 
Resultaten: 


~~ 


by (8) — 2 (5) = 2am 0) 0? (”) (Tun + Ive + Tout Tat. +I) pyar). 


1 


Sehen wir nun 6, (s) als Funktion der Lage von s auf o (des bisherigen 
Poles) an, so besagt diese Gleichung, daB 


(Sint Jig t+... + 5%”) = v-tem R.-K. von b, (s) — 62” (s). 


Da aber mit wachsendem A die simtlichen 6°” (s) nach (33;) gegen 0 
gehen, und sogar gleichmdfig fiir alle Lagen von s auf o **),s0 gehen auch wieder . 
die simtlichen R.-K. dieser Funktionen von s (m,) gegen 0, und es folgt: 


v-ter R.-K. von 5, (s): 2 lim | ie i a I=). 
ha-> @« 


27) Auch diese letztere Tatsache ergibt sich leicht aus der in Formel (9,) auf 
8. 469 in Bd. 102 der Math. Annalen angegebenen Abschatzung. 
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Mit diesen Koeffizienten ergibt sich eine Robin-Entwicklung der GréBen 
b, (s), also der R.-K. von 2? €,., [vgl. (42)] und damit fiir diese Funktion 
selbst — man kénnte etwa sagen — eine ,,Doppel-Robin-Entwicklung“: 


(46) 2® Eis), ~ 2 (24 0)5) (M02) D7 D* (>) (x) Bon Pr (ws) Px (0) *), 


wo die #,, in den Bedeutungen stehen: 
(46") Bre = Sie t Tint Tie tees (vy, « = 1,2,3...) 


und das kénnen wir nach den Formeln (36) auch so ausdriicken: Die Koeffi- 
zienten #,, sind die Werte, denen sich die Elemente der Matrix 


(J)? + (J + J)+...+()" 

mit wachsendem fA nihern. Wir schreiben dafiir kurz: 
(46*) (8) = (J? + J+ J+... {vgl. (37)]. 

Damit ist das Bildungsgesetz der Koeffizienten B in der Entwicklung (46) 
in einer duferst einfachen Weise angegeben. — Wir schreiben noch anstatt 
(46*): (8 + J) = (J) + (J)? + (J)? + .... — Dann kénnen wir das Resultat 
in dieser Form mit dem SchluBergebnis des letzten Paragraphen zusammen- 
fassen und gelangen so zu dem 


Hauptresultat. 
In den Matrizen 


(J) (1+ (J) + J+ (WP +...+ (V4) [vgl. (36) und (40)] 


niihern sich mit wachsendem yu die Elemente der ersten Zeile den Koeffizienten r,, 
der Entwicklung (38) ftir die Dichtigkeit 0 der natiirlichen Belegung 


((38)) 0, = mors (1 +>? (»)r, Dp, (w,)) 


und die tibrigen (nullfreien) Elemente den Gliedern der Matrix der Gréfen 
J,, + B,,, wenn die B die Koeffizienten der folgenden Doppelreihenentwicklung 
der Dichtigkeit €,,., der Grundrestbelegung darstellen: 


(s)s 


((46)) Eis). = 2 Ios Mo a? >» (v) (*) By Pr (@s) Px (@,) *), 


28) Auf die Reihenfolge der Summationen kommt es hier nicht an — das folgt 
schon aus der Symmetrie der Funktion €,,., in den beiden Punkten, von deren Lage 
sie abhangt [vgl. I (32), S. 550). 

2°) DaB wir hier eine Gleichung statt einer bloBen Aquivalenz schreiben diirfen, 
beweist man leicht mittels der Integralgleichung (43) — es ist namlich 5)¢ selbst 
bereits die Robinsche Derivierte einer auf o stetigen Funktion Js). 


($)8 
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Damit haben wir ein iibersichtliches Verfahren kennengelernt, das uns 
mit einem Schlage die Dichtigkeiten der nach unseren allgemeinen Aus- 
fiihrungen [vgl. I, § 4] so iiberaus wichtigen beiden Belegungen der Kurve o 
liefert — vorausgesetzt, daB die Abbildungsfunktion z = g (w) des Innen- 
gebietes und damit das ganze System der GréBen J bekannt ist [vgl. oben 
S. 674]. 

§ 7. 

Entsprechende Untersuchungen bei Bevorzugung des AuBengebietes. 


Wir wollen jetzt die Abbildung des AuBengebietes & als bekannt 
ansehen und damit in MU ein Greensches Koordinatensystem gegeben denken. 
Sein Pol werde wieder o genannt. Dieses System mége dann stets den 
folgenden Betrachtungen zugrunde gelegt werden. 

Von den beiden Aufgaben, die Dichtigkeit der natiirlichen und der Grund- 
rest-Belegung zu ermitteln, kann man jetzt die erste von vornherein als gelést 
betrachten: Wir konnten nach § 2 von einer beliebigen Abbildungsfunktion 
des AuBengebietes oder von der Greenschen Funktion und Belegung fiir einen 
beliebigen auBeren Pol o iibergehen zu dem Falle, daB der Pol gerade im 
Unendlichen liegt und damit zur natiirlichen Belegung und ihrem Poten- 
tial. — So erhielten wir schon friher: 

—en? 


XO, = Aho)s— — [vgl. (10), 8.671) 
e 


¥ 4+ @~7 — 2 cos (w — 8) 





und hier brauchen wir nur noch den letzten Faktor nach Fourier zu entwickeln, 
um sofort auch die R.-K. der Funktion a o, zu erhalten: Es ist unter Bei- 
behaltung unserer friiheren Bezeichnungen 


=, 
(38 4) 70, = A Noy +(e +): (v) Ty Py (w)), 
1 
und hier haben jetzt die R.-K. die Werte 
(39,4) r,=1, und tr, =e, (8), fir » > 0, 


wobei nochmals darauf hingewiesen sei, daB jetzt das m einen anderen Para- 
meter auf o darstellt, so daB diese R.-K. nicht etwa zu identifizieren sind 
mit den friiheren r,, fiir die wir in (39) das Bildungsgesetz angaben — denn 
auch der Parameter auf o hangt ja noch immer von der Wahl des Greenschen 
Koordinatensystems, d. h. von der Wahl seines Poles ab [vgl. 8. 669]. 

Was nun die Bestimmung der Grundrestbelegung anlangt, und (als 
Vorbereitung) zunichst iiberhaupt der Robinschen Derivierten einer be- 
liebigen stetigen Funktion 


(25,) 2 = Ar e0(bo + DF (%)0,Px(0)), (Me = F 5H.) 
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so wird jetzt naturgema$ die Entwicklung (23,) der Grundlésung im AuBen- 
gebiet den Ausgangspunkt bilden. Unter Benutzung jener GréfSen r [vgl. 
(39,)] als Abkiirzungen k6énnen wir sie, falls 4, < y, d. h. der Punkt a, wie 
spiter stets, nahe bei o (A = 0) liegt, folgendermaBen schreiben: 


| — 2d, — S*[ S¥(Ase — e42) ep, (g)] pe (o) 


e Sem Pr (Wa) — Serato, 


Von dieser Entwicklung fiihren dann genau dieselben Uberlegungen, wie 
wir sie friiher an (23) kniipften, zu dem Resultat, daB die R.-K. der ersten 
Robinschen Derivierten g', von g, die Werte haben: 


(23%) 2 Toa = 


(324) b= b, und 6, = byr,—D*A,, be fir » > 0. 
0 


Besonders wichtig ist wieder der Fall (entsprechend I, S. 682), da8 in 
der Robinschen Entwicklung (25,4) von g, der erste Koeffizient 6, = 0 ist. 
Dann nehmen die letzten Formeln die einfachere Gestalt an: 


(32',,) b= 0, und b= — Db, A, fiir » > 0, 
1 


und daher ergibt sich fiir die R.-K. der zweiten Derivierten g;’ : 


|» =0, baw. by = — DS! (— D2 b, Ave) Aes = + D¥ ba Aes 
” L 1 1 
(3244) eo 

| mit A,, = )* A.,4,, (= Element aus (4)') 


1 
und analog weiter fiir die R.-K. von g,": 


| 


(32';,) bs’ =0, by’ = — S25, A”, mit A”, = >> A, 4,,(= Elementaus(A)* 
ow 1 


usw., allgemein: 
(324,) ff’ =0, of? = (— 1)" > b, AM”, wo A“ = Element aus (A)*, 
1 


und dann folgt weiter in voller Analogie zu (37), 8. 684: 
(374) lim (A)* = (0). 


Immer bedeutet hier (A) die Matrix der null freien Gripen A (entsprechend 
der friiheren Matrix (J)). 
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Im Besitz dieser Regeln kénnen wir jetzt, nach denselben Prinzipien 
wie friiher vom Innengebiet her, wieder die Dichtigkeit €,,,, der Grundrest- 
belegung berechnen: Ich fiihre nur als hauptsichlichstes Zwischenresultat 
an, daB sich jetzt als 


” a Ya ’ 7 P pe 
w-ter R.-K. von 55), = — 1 = 2anos>? (v) (AL. + AY.) py (@s) 
a 1 





ergibt. Daraus folgt dann schlieBlich das Resultat: 
(464) Es). = 2 Nos No a Zz (¥) () Brx Py (s) P» (@.), 


1 
wo jetzt 


(46),) By. = Ay + ye + es ee 
und dafiir kénnen wir auch sagen: In den Matrizen 
(A) + (A)? + (A> +... + (A) 
nithern sich mit wachsendem u die Elemente den Gliedern der Matrix der Gréfen 
B,, +A,,, wenn die B die Koeffizienten der Doppelreihenentwicklung (464) 
der Dichtigkeit €.., der Grundresthelegung darstellen. 
Damit ist der Weg angegeben, wie man auch von einer Abbildungs- 
funktion des AuBengebietes zur Grundrestlegung gelangen kann, denn das 


System der GréBen A, , hangt ja aufs engste mit dieser Abbildungsfunktion 
zusammen [vgl. oben 8. 678]. 


§ 8. 
Ein anderer Weg zur natiirlichen und zur Grundrest-Belegung. 
Um zu den von uns immer mit r, bezeichneten R.-K. der Dichtigkeit o, 
der natiirlichen Belegung zu gelangen, kann man auch von der Bemerkung 


ausgehen, da8 o die Lésung der homogenen Integralgleichung mit dem Robin- 
schen Kern ist, 


= ~[ocldo],  [vgl. Beitr., 8.34 (10)], 


diese Funktion reproduziert sich also bei einer Robinschen Derivation selbst, 

und gleiches gilt daher auch von ihren R.-K., es ist allgemein 1’, = r,. 
Falls wir, wie wir es zuniachst tun wollen, Greensche Koordinaten des 

Innengebietes 3 benutzen, liefert uns also (32) fiir die r, die Gleichungen: 


r=1(=m), und r,= D*J,.1,%), fiir » > 0, 
0 


%°) Auch die Bemerkung, da8 das Potential der natiirlichen Belegung in 3 kon- 
stant ist (V, = const), hatte man zum Ausgangspunkt wahlen kénnen: Danach miissen 
sémtliche F.-K. von V, auBer dem ersten (vy) verschwinden, was nach (28) auf diese 
selben Gleichungen fihrt. 








Konforme Abbildung komplementarer Gebiete. 695 


oder wir erhalten das ResuJtat: Die Gréfenr,,1,,13,... sind die Lésungen 
der unendlich vielen linearen inhomogenen Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten : 


(47) DF (Inu — Cra) te = — Ion y = 1,3,3,... 
i 


Ferner kann man zur Bestimmung der Dichtigkeit €,,, der Grund- 
restbelegung durch ihre Entwicklungskoeffizienten 8,, an die in I (30) 
oder auch (30*), 8.549 angegebene Integralgleichung erster Art ankniipfen: 
Es ist nach (9,), 8. 671: 


ei—e 4 





nm = = 
Hs a 7 — 2 cos (w, — w ;) 


au — (rv) a; leichmaBig kon . \ 
= ANo)s (1 +) (») e~' ”% Py (@;) Pr (w,)) (9 fiir read =2n }, 
1 
und es nimmt daher die erste jener Gleichungen I (30*), S. 550: 


pe = e+ {Ew T,;do 


in den oben angewandten Bezeichnungen die folgende Form an: 
1 Me) {(1-+_D? (»)(Jor+Sor)Pe(s))-+ D* ( Dd” (»)Is npe(a,) le 4 py (w,)| 
1 1 1 
oo » 1 ao " 
= mnoe{1 +>? (») 1 p.(o,)| — > D* be (8) Jon 
1 1 


~ +> (S¥ b, (8) (Jnx — enx)) €~ 4», (w;)"). 


Vergleichung entsprechender Koeffizienten der GréBen e~*s p, (w,) 
liefert dann im Falle n = 0: 


(480) 2 m0y0 S* (9) (Tor + Jon) Br (Os) = M0) D> () ts Pel) —4_D* bx (8) Tons 


eine Gleichung, die eine Beziehung zwischen den R.-K. von 0 und € 
(den r, und 6, (s)) darstellt, und im Falle n = 1, 2,3,...: 


(48,) 0D? (0) Ten Pr (0%) = — 4d* bx (8) (Inx— enas 


51) Benutzt sind hier: links im ersten Gliede das Resultat iiber g” S. 686 


(9 ~ %* %@,° 1), links im zweiten Gliede die Uberlegungen von S. 684, vor allem 
(321) (0, ~e “sp, cw), rechts auBer (38) noch die Daratellungen (28) fir die F.-K. 


des Potentials V, (24) mit by = 0. 
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Gleichungen, die allein die R.-K. von € enthalten. — Machen wir fiir diese 
jetzt den Ansatz 


@ 


b, (8) ~ 2 No) > (v) (2 Bev) Py (ms), 


so folgt durch abermalige Koeffizientenvergleichung aus (48,) und (48,) 


(49,) te — DF Braden = Jer tIoe ( = 1,2,3...) 

und 

(49,) D* Bis (Jun — €x,) = — p (n, vy = 1,2,3,.. he 
1 


In diesen letzten Gleichungen haben wir auch fiir die Koeffizienten £, , 
der Doppelreihenentwicklung (38) fiir die Dichtigkeit €,,, der Grund- 
restbelegung Systeme (némlich fiir jedes feste v eines) von unendlich vielen 
linearen inhomogenen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. 

Dieses Resultat 148+ nun noch eine besonders einfache Formulierung 
zu, wenn man sich der Symbolik des Matrizenkalkiils bedient: Eine einfache 
Umrechnung der Formeln (49,) liefert: 


(49%) — D* (Ine — ens) Bar + Jer + Ces) = En» 
oder eben in jener Symbolik: 
(50) —(WJ—eB+idJ+e=£ (E = (e) = Einheitsmatriz) 


und damit das Resultat: Die Matric — (8 + J +e) = — (8) — (J) —E 
ist die Reziproke der Matriz (J — e) = (J) — E. 

Die Ermittlung der Koeffizienten 8,, oder ihrer Matrix (8) ist damit 
zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der Reziproken zueiner bekannten 
Matrix. 

Sind die £,, bestimmt, so liefern die Gleichungen (49,) oder, wie wir 
dafiir auch schreiben kénnen: 


(493) te = D* Jon Bur + Jur + Cer) vy = 1,2,3,.. 
1 


auch die R.-K. von @ — falls man sie nicht durch Auflésung der Gleichungen 
(47) bestimmen will. — Da8 beides zum gleichen Ziele fiihrt, erkennt man 
auch leicht: Die Matrix (J — e) ist die Koeffizientenmatrix jener Gleichungen 
(47). Wenn man deren Reziproke kennt, und das ist eben nach (50) die 
Matrix — (8 + J +), so liefern bekannte Regeln fiir die Lésungen von 
(47) gerade die Darstellung (495) — w. z. b. w. 
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Legen wir ein Greensches Koordinatensystem fiir das AuBengebiet & 
zugrunde, so eriibrigt sich nach den Ausfiihrungen zu Anfang von §7 die 
Bestimmung der GréBe r,, der R.-K. der Funktion 2 9, — wir kénnen sie 
explizit angeben: 

((39,)) r,=1, und +, = e~ 7 p,(d) fir » > 0. 


Die Bemerkung, da8 sich 9 und damit auch alle GréBen 1, bei einer 


Robinschen Derivation reproduzieren (r/, = r,, oder nach (32,): DA r,=0 


ve x 


0 
fiir v > 0) liefert nur die folgenden interessanten Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten A,, und den Greenschen Koordinaten y und 8 der Stellez = ew: 


(414) S¥ Ajate= 3* Aye” p,(8) = — Ae), (= 1,2,3,...). 
1 1 


Zu bestimmen bleiben jetzt nur noch die Koeffizienten B,, der Ent- 
wicklung von €,,,. — Dazu stellen wir ganz entsprechende Uberlegungen 
an wie oben vom Innengebiet ausgehend. Sie fiihren unter Beriicksichtigung 
der Relationen (47,) zu den Gleichungen 


(49.4,) D* Box (te + ox) =-—Aj, (» = 1,2,3,...) 
1 

und 

(49,4) D* Bra (Arn aes xn) == Aj, (n,¥ as 1, 2, 3, ee ni 
1 


Diese letzteren Gleichungen sind dann die Bestimmungsgleichungen fiir 
die Koeffizienien B,,. — Wir kénnen sie auf die Form bringen: 


(493,) — DS (Anz — eax) (Bev + Ane +60) = Cars 


32) Thren tieferen Grund haben diese Relationen in dem Umstande, da8 die 
Funktion log % (4) (073 — €)— v (0s) (1 
WwW, — W, 
Koeffizientensystem der A kamen [vgl. (14,4) S. 678], die Eigenschaft hat, fiir den 
speziellen Wert w, = c des einen Argumentes auch von dem anderen (w,) unabhangig 
zu werden. Daher miissen fiir w, = ¢ die Koeffizienten aller Potenzen w» fiir y = 1, 
2, 3, ... verschwinden. So folgen die Gleichungen: 


=—3 durch deren Entwicklung wir zu dem 





Di (Cra +i Dix)e® =0, for » = 1,2,3,..., 
0 


aus denen sich die Relationen (47 ,) leicht ableiten lassen. 
Mathematische Annalen. 116. 46 
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oder in der Symbolik des Matrizenkalkiils: 
(60,) ~(A—e)(G+A+e)=E, 


sie liefern also ein dem friiheren vdllig analoges Resultat: Die Matriz 
—(@+A+e) = — (f) — (A) —E ist die Reziproke der Matriz (A —e) 
= (A) — EB. — 

Nicht benutzt sind bisher die Gleichungen (49,,), welche wieder Be- 
ziehungen zwischen den 7, und den #,, darstellen. Aus ihnen kénnte 
man nach Ermittlung der #,, nun wieder die 7, bestimmen. — Da8 man so 
wieder zu denselben Werten (39,) fiir die r, gelangen wiirde, kurz daB (39,) 
und (49,) in Einklang miteinander stehen, laBt sich leicht folgendermafSen 
einsehen: Wir nehmen (50,), oder, was dasselbe, (49, ) als erfiillt an. Da- 
neben gelten noch die Relationen (47,), die wir auch so schreiben kénnen: 


DF (Ava — toa) te =—(s,+4..) (=1,3,3,.. ). 


In dieser Gestalt sehen wir sie an als lineare Gleichungen fiir die auf der 
linken Seite stehenden r,; dann folgt aus der Reziprokeneigenschaft [vg]. 
(50,)] der Matrix — (8 + A + e) in bekannter Weise: 


r= + DF (re + Ag x) (Bx » + A,, + Cx»)» 
also wegen (47,4) 


%, = > Bye (Te + Ag x) = Ay, + Ayy+ (r, + Ao»), 
1 


und das sind gerade die Gleichungen (49, ), die sich also als Folge der Glei- 
chungen (49, ) herausgestellt haben. 


So haben wir in diesem § 8 die R.-K. der Dichtigkeiten sowohl der natiir- 
lichen wie der Grundrestbelegung durch Auflésung unendlich vieler Gleichungen 
mit unendlich vielen Unbekannten zu bestimmen gelehrt (soweit wir sie 
nicht, wie die r, im Falle des AuBengebietes, direkt angeben kénnen). — 

Bemerkt sei noch, da8 die in den §5 bis 7 gegebenen expliziten Dar- 
stellungen dieser R.-K. nichts anderes sind als die Lésungen dieser Glei- 
chungen speziell in der von Hilb, freilich nur fiir den Fall beschrankter Ma- 
trizen®), angegebenen Form. 


33) Diese Beschranktheit der Matrizen (J) und (A) habe ich bisher nicht bewiesen, 
wenn ich sie auch fiir 4uBerst wahrscheinlich halte. Dieser Nachweis der Beschrankt- 
heit wiirde vielleicht manche Vereinfachungen in unseren Ausfiihrungen gestatten. 
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§ 9. 
Zusammenfassung. 


Wir haben in den vorhergehenden §§5—8 Verfahren kennengelernt, 
die Dichtigkeit 9, der natiirlichen Belegung und ebenso die Dichtigkeit €,), 
der Grundrestbelegung unserer Kurve o zu bestimmen — vorausgesetzt, 
da8 wir nur die Abbildungsfunktion fiir eines der beiden durch o getrennten 
Gebiete 3 und & kennen — gleichgiiltig fiir welches. — Sind aber 9, und €,,,, 
bekannt, so kann man nach den allgemeinen Prinzipien der vorangegangenen 
Arbeit (I) und von §1 der gegenwirtigen auch die Abbildung des anderen 
Gebietes auf den Einheitskreis angeben: 

Wir wollen das Gebiet der z-Ebene, dessen Abbildungsfunktion wir als 
bekannt ansehen, 3 nennen, das andere R (Komplementargebiet). Dann 
ist nach I (30), 8.549 die Dichtigkeit der Greenschen Belegung von o 
fiir einen beliebigen Pol k aus 8: 


1 ' o> 4 &, 
Nk)s = Os — =z (ee Yas + Ys) + f Ea Txedo, wenn (* - a 
_ 0 ~~ oe 
wo die Funktionen y und y’ sich nach I, 8.545 jederzeit leicht angeben 
lassen — und weiter folgt dann fiir die Greensche Funktion des Gebietes 8: 


l 1 
A = Gw. = logy — [nwo log g— ~d0 — (II, — I), 
z a z , 
wol],={o0,T,,d0 ud F=//, =T1, 
a 


[vgl. I (8), 8. 539 und (13), 8. 541]. — Ergiinzen wir dies zu einer Funktion 


des komplexen Argumentes z = xz + ty, so ergibt sich (in unserer friiheren 
Bezeichnung) 


A — iw = — log (z — k) + | may: log (2 — £)- |dt| — (1, — P) — i, 


wo « beliebig reell angenommen werden kann, und daher schlieBlich 


i J nae lon (2—¢) Idd} 
w = e~A+io — gic.g™—".(g_f)-e ¢ 
als diejenige Funktion, welche das Gebiet R der z-Ebene auf den Einheits- 
kreis der w-Ebene konform so abbildet, daB der Stelle z = k der Mittelpunkt 
w = 0 entspricht. — Damit ist unsere Aufgabe gelést, aus der Abbildungs- 
funktion fiir eines der beiden Gebiete 3 und U ewne solche fiir das andere her- 


In dem Falle, daB man gerade die Abbildungsfunktion des Innen- 
gebietes 3 kennt, laBt sich der Ubergang zum AuBengebiet & allerdings 
noch weit einfacher erreichen, nimlich ganz ohne Zuhilfenahme der Grund- 


46* 
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restbelegung: Hat man namlich nach dem Verfahren von 8S. 687 oder 8. 691 
nur die Dichtigkeit 9, der natiirlichen Belegung ermittelt, so stellt ja schon 
deren Potential 
II, = | 0, T,¢40 
den Hauptbestandteil einer Greenschen Funktion des Gebietes & dar (fiir 
die spezielle Lage des Poles bei z= o), denn nach I (16), S. 542 ist ja 
6...., = 7 —T,, und das fiihrt dann zu 
—j Oclog (g—<) | 

w= e*-e-l-e * 
als der Funktion, die das Gebiet U auf den Einheitskreis der w-Ebene so ab- 
bildet, daB gerade z = cw und w = 0 einander entsprechen. 

Wir sagten dafiir friiher, sie vermitteln die ,,natiirliche Abbildung“ des 
Gebietes & — daB wir und in welcher Weise wir von ihr nachtriglich zu 
jeder anderen Abbildung von & auf den Einheitskreis der w-Ebene 
tibergehen kénnen (bei der ein anderer Punkt nach w = 0 geworfen wird), 
ist oben in § 2 eingehend auseinandergesetzt. 


(Eingegangen am 12. 9. 1938.) 
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Einleitung. 

1. Das Problem der Erweiterung des Definitionsbereiches stetiger Funk- 
tionen ist bereits in mehreren Arbeiten untersucht worden!). Es handelt 
sich dabei um folgendes: Im n-dimensionalen Raum §,, sei eine abgeschlossene 
Punktmenge gegeben und eine reelle Funktion, die auf dieser Menge erklart 
und stetig ist. Es laBt sich zeigen, daB man immer eine im ganzen §,, defi- 
nierte und stetige Funktion angeben kann, die auf der gegebenen Menge mit 
der gegebenen Funktion iibereinstimmt. 

In der folgenden Arbeit soll nun das analoge Problem fiir differenzier- 
bare Funktionen einer Verinderlichen behandelt werden®). Wir gehen aus 


*) Diese Arbeit wurde von der Naturwi haftlichen Fakultét der Universitat 
Minchen als Dissertation angenommen (D 19). 

1) H. Tietze, Journ. f. Math. 145 (1915), S.9; C. Carathéodory (nach H. Bohr), 
Vorl. itib. reelle Funkt. (1918), 8.617; L.E. J. Brouwer, Math. Annalen 79 (1918), 
8. 209; F. Hausdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919), S. 296; Rado, Sitzber. math. nat. 
Abt. Bayer. Akad. Wiss. (1931), S. 81—84. 

%) Wie ich von Herrn Prof. Tietze erfahre, von dem ich die Anregung zur vor- 
liegenden Arbeit erhielt, hat er in einem Vortrag im Miinchener Mathematischen Kollo- 
quium am 7. 7. 1925 ,,Uber Erweiterung des Definitionsbereiches differenzierbarer 
Funktionen“ auf dieses Problem der Erweiterung (ein oder mehrmals) differenzierbarer 
Funktionen von einer oder mehreren Veranderlichen hingewiesen; vgl. Jahresber. 
D. M. V. 36 (1927), Abt. 2, _S. 95. 
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von einer linearen abgeschlossenen Menge M, auf der eine reelle Funktion /(z) 
gegeben und differenzierbar sei; d.h. in jedem Haufungspunkt z» von M 
modge die Limesrelation bestehen 


(E) lim H—LE0) _ r(x); ee M. 
z-> %& 0 


Gefragt wird nach der Existenz einer Funktion F (z), die fiir den ganzen ®, 
erklart, differenzierbar und auf I mit f (x) identisch ist. 

Diese Frage bleibt in jener allgemeinen Fassung nach wie vor noch 
ungelést. Allerdings werden wir eine notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Méglichkeit einer solchen Erweiterung des Definitionsbereiches auf- 
stellen. Es wird sich zeigen, daB es dabei einerseits auf die Verteilung der 
Stetigkeits- bzw. Unstetigkeitspunkte von /’ (x), andererseits auf gewisse, 
damit zusammenhangende Struktureigenschaften der gegebenen Menge an- 
kommt. In manchen Fallen werden wir sehen, daB die genannte Bedingung 
erfiillt werden kann. Letzteres tritt z.B. immer dann ein, wenn die Ab- 
leitung f(x) auf M stetig ist *) oder wenn ihre Unstetigkeitspunkte eine 
héchstens abzahlbare Menge bilden (vgl. § 3). Man hat sogar noch die Méglich- 
keit, in den isolierten Punkten von M, fiir die ja eine Ableitung zunichst 
gar nicht definiert ist, den Wert von /’(z) willkiirlich vorzuschreiben, ohne 
daB dies fiir die Fortsetzbarkeit oder Nichtfortsetzbarkeit von Einflu8 wire 
(vgl. § 4). Hingegen ist es noch ungeklart, ob die oben erwihnte Bedingung 
sich vielleicht immer erfiillen la8t oder nicht. 


§ 1. 
Die Funktion / (a) wird ein Stiick weit linear in die Liickenintervalle, 
fiir die sie zunichst nicht definiert ist, fortgesetzt. 


2. Fiir die folgende Untersuchung sei also gegeben eine beliebige lineare, 
abgeschlossene Menge IN; diese mége Definitionsbereich sein fiir eine reelle 
Funktion / (z), die im Sinne von (E) auf M differenzierbar ist. Wir werden 
in Zukunft anstatt (E) immer die gleichwertige, aber etwas bequemere Form 
schreiben: 

a f (2) = f (0) + (w — a9) f (ao) + (2 — 9) - € (2; 2) 
, lim ¢(z;%) = 0; reM. 


I-29 





3) In bestimmten Fallen, in denen auBer der Stetigkeit von /'(z) auf M noch 
gewisse weitere Voraussetzungen gelten, ist die Erweiterung des Definitionsbereiches 
von /{ (x) bereits von H. Whitney, Transact. of the Am. Math. Soc. 36 (1934), S. 63 
und 369 nachgewiesen worden. Es wird namlich dabei eine gewisse GleichmaBigkeits- 
bedingung als erfillt angenommen, die dafiir sorgt, daB die Ableitung auch nach der 
Fortsetzung noch stetig ist. H. Whitney behandelt dann a. a. O. auch entsprechende 
Probleme fiir Funktionen von mehreren Veranderlichen [vgl. auch H. Whitney, Transaet. 
of the Am. Math. Soc. 40 (1936), S. 309}. 
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Zur Vereinfachung wollen wir M als beschrinkt voraussetzen. Das bedeutet 
keine Einschrankung der Allgemeinheit; denn sonst zerlegen wir die Menge M 
in abzahlbar viele abgeschlossene Komponenten mit jeweils gemeinsamen 
Anfangs- und Endpunkten, und zwar so, daB sich diese Teilmengen im Endlichen 
nirgends hiufen. Gelingt es dann, fiir jede solche beschrinkte Teilmenge 
eine Funktion F (z) zu konstruieren, die das Verlangte leistet, so erhalt man 
daraus auch ohne weiteres eine Lésung fiir die Gesamtmenge MM; denn die 
Differenzierbarkeit, die ja nach Annahme fiir jedes Teilintervall gesichert 
ist, kann im Gesamtbereich nicht verlorengehen, da sich ja die Teilintervalle 
nirgends haufen und die Werte von /’ (x) in den AnschluBstellen iibereinstimmen 
sollten. 


3. Sei nun 3 das kleinste abgeschlossene Intervall, das M enthalt; die 
Komplementérmenge 3 — M ist dann, falls wir vom trivialen Falle J = M 
absehen, offen und |a8t sich darstellen als Vereinigungsmenge von héchstens 
abzaihlbar vielen offenen, getrennten Intervallen i, — wir werden sie im 
folgenden haufig Liickenintervalle, nennen: 


(1; 2) J—-M= Li, 


Die Funktion /’(z) ist nach (1; 1) zunachst nur in den Haufungspunkten 
von IM, deren Gesamtheit wir iiblicherweise mit WM’ bezeichnen, gegeben. 
Der GleichmaBigkeit halber wollen wir den Definitionsbereich von /’(z) auf 
die ganze Menge MM ausdehnen, indem wir die Funktionswerte in den isolierten 
Punkten ganz willkiirlich erginzen. Die Funktion /’(z) ist also von jetzt 
ab, genau wie {(x), auf MM definiert. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir unsere Fragestellung etwas 
genauer so formulieren: Gibt es eine Funktion g (x) auf der Menge J — M 
von der Eigenschaft, da8 die durch (1;3a) und (1;3b) definierte Funk- 
tion F (2) 

a) F(z)=f(z); wceM®, 
(1; 3) b) F(z)=g(z); cred —M, 

ce) F(z) =f'(z); czeM 
der Forderung (1; 3c) geniigt und auf 3 differenzierbar ist *)? F(z) werden 
wir haufig kurz als ,,Fortsetzung“ von /(z) bezeichnen; entsprechend werden 
wir von ,,Fortsetzbarkeit“ oder ,,Nichtfortsetzbarkeit“ sprechen, je nachdem 
sich (1; 3) erfiillen l4Bt oder nicht. 

4. Die oben eingefiihrte Funktion g (z) muB jedenfalls in jedem Liicken- 
intervall i, differenzierbar sein und stetig mit der vorgeschriebenen Steigung 
an die Randwerte in den Eckpunkten des Intervalls anschlieBen. Gleich- 


4) Diese Forderung (1; 3c) folgt nicht schon aus a), da ja die Werte von /' (z) 
auf M — M' willkiirlich festgesetzt wurden. 
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zeitig muB man aber, und darin liegt die einzige Schwierigkeit, auf die 
Haufungspunkte solcher Intervalle Riicksicht nehmen, damit in diesen die 
Differenzierbarkeit gewahrt bleibt. In dieser letzteren Hinsicht gilt: Fiillen 
wir die einzelnen Zwischenintervalle linear aus, so strebt, wie wir jetzt zeigen 
werden, der Wert des Differenzenquotienten, wenigstens von der Haufungs- 
seite her, gegen den im Haufungspunkt vorgeschriebenen Differential- 
quotienten. Allerdings hat man damit im allgemeinen noch keine Lésung 
des Problems; denn die Funktion F (xz) wiirde bei dieser Konstruktion in 
den Intervallendpunkten noch Ecken aufweisen, wenn nicht die Steigung 
des Intervalls gerade zufallig mit der vorgeschriebenen Tangentenrichtung 
in seinen Endpunkten iibereinstimmen sollte. Diese letztere Schwierigkeit 
wird uns aber erst spater (Nr. 5) beschaftigen. 

Sei also z irgendein Haufungspunkt von Intervallen i, Die Endpunkte 
der Liickenintervalle bezeichnen wir im folgenden immer mit z, %(z < @), 
wobei wir den Index y als unwesentlich weglassen. Die oben erwahnte, fiir 
jedes i, zu erklarende, lineare Funktion /(z) la8t sich dann, falls wir die 
Randwerte / (z), f (Z) der Kiirze halber mit! und J bezeichnen, so darstellen: 


(1; 4) I(z) = 








woraus, wenn 
_ (2— %) @— 2) B = —*0(2 — 2) 
(z— 2) (2 — x)’ (x — 2) (%— z) 

gesetzt wird, 





l _ t- =I) 


folgt. Nun ist wegen z < 2 < &: 
a>0O; B>0; a+f=1, 





laso liegt {= —H#0) pwischen 4=!*) und 11) (baw. ist bei Gleich- 
_ — oe 


heit der etme Ausdriicke diesen gleich). 
Aus (1;5) und (E) folgt also: 


(156) wt = Md = £29, 


womit unsere obige Behauptung bewiesen ist. 


5. Diese lineare Ausfiillung der Liickenintervalle stellt, wie wir schon 
in der vorigen Nummer kurz angedeutet haben, im allgemeinen noch keine 
Lésung unseres Problems dar. In den Intervallendpunkten wiirden noch 
Ecken vorhanden sein. Um nun die Differenzierbarkeit auch in den Intervall- 
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endpunkten zu erzwingen, werden wir zunichst linear mit der durch /’(z) 
bzw. /’(Z) gegebenen Richtung von beiden Seiten ein Stiick weit ins Innere 
des Intervalls weitergehen und den Rest des Intervalls ebenfalls linear 
ausfiillen. Die dabei im Inneren des Intervalls auftretenden Ecken lassen 
sich spater (Nr. 8) leicht abrunden. Zu iiberlegen bleibt nur, wie weit man 
in der angegebenen Weise ins Innere des Intervalls vordringen darf, um nicht 
durch zu groBe Abweichung von der oben erwahnten linearen Ausfiillung 
des Gesamtintervalls die Differenzierbarkeit in den Haufungspunkten der 
i, wieder zu zerstéren. 


6. Nach diesen Uberlegungen liegt folgender Ansatz sehr nahe: Wir 

teilen jedes Liickenintervall (x; z) in drei gleiche Teile 5). & sei irgendein 
Punkt im ersten der drei entstehenden offenen Teilintervalle, & ein Punkt 
im letzten derselben. Jedem dieser Zwischenpunkte, iiber deren genauere 
Wahl wir vorlaufig nichts festsetzen, ordnen wir einen Funktionswert zu, 
und zwar den, der sich bei linearer Fortsetzung mit der in dem nachstgelegenen 
Intervallendpunkt gegebenen Steigung ergibt; also: 
f(€) = f(z) + (§— 2) -f@), 
£(&) =/(@) + (€ — 2) -f' (2. 
Alle diese Zwischenpunkte &, &, die wir uns in den einzelnen Intervallen 
irgendwie fest gewahlt denken, fassen wir zu einer Gesamtheit zusammen 
und fiigen sie zur gegebenen Menge M hinzu. Die Vereinigungsmenge sei 
M*; sie ist ebenfalls abgeschlossen und wegen (1; 7) neuer Definitionsbereich 
fiir die Funktion f(z). Ist nun diese Funktion f(z) auch auf M* differen- 
zierbar, so kénnen wir auf Grund unserer friiheren Uberlegungen (Nr. 4) 
folgendes schlieBen: 

Setzt man f(z) beziiglich der Liickenintervalle von M* linear fort, so 
ist die so entstehende Funktion F (z) im ganzen Intervall 3 erklart und nach 
Konstruktion iiberall differenzierbar mit der vorgeschriebenen Ableitung, 
héchstens mit Ausnahme der Zwischenpunkte §, E, also der Punkte von 
m* —M. Wie schon erwahnt wurde (Nr. 5) und spiter gezeigt werden soll 


(1; 7) 





5) Diese Gleichheit der Teile wurde nur aus Bequemlichkeitsgriinden gewahlt. 
Wesentlich ist, daB die, wie aus dem folgenden hervorgeht, in diesen Teilintervallen 
zu wahlenden Zwischenwerte £, = gewisse Bedingungen erfillen: und zwar geniigt bis 
einschlieBlich Satz I die Bedingung z <&<§< 2; spiter miissen wir auSerdem 
noch verlangen, daB die Ausdriicke = -4 . ° — 
s— 8 §-s 
Da diese etwas schwacheren Bedingungen auch keine gréBere Allgemeinheit der Er- 
gebnisse zeitigen wirden, wollen wir uns gleich von Anfang an auf die obige Teilung 
in drei gleiche Teile festlegen. 


unter festen positiven Zahlen liegen. 
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(Nr. 8), lassen sich aber die dort auftretenden Ecken leicht abrunden, da an 
diesen Stellen durch das Problem selbst kein bestimmter Funktionswert 
vorgeschrieben ist. Damit haben wir bereits eine hinreichende Bedingung 


fiir die Existenz von F (xz) gewonnen: 


Satz I. Sei £ ein Punkt im ersten Drittel, — ein Punkt im leteten Drittel 


jedes Liickenintervalls i, (gegeben durch x < x < Z) und seien f (£) baw. f (&) 
definiert durch 


(H@=fM+E-D-’@; (OH=(H+E-D-/@. 
M* sei die Vereinigungsmenge der Menge M (des urspriinglichen Definitions- 
bereiches von { (x) mit der Menge dieser Zwischenpunkte &, &. Fiir die Existenz 
einer Funktion F (x), die als ,,Fortsetzung von f(x)‘ im Sinne von (1; 3) an- 
gesehen werden kann, ist es dann hinreichend, wenn sich diese Punkte é, E so 
wiithlen lassen, daB f{ (x) auch auf M* differenzierbar ist. 


7. Jetzt wollen wir zeigen, daB diese Bedingung auch notwendig ist. 
Wir setzen also voraus, daB es eine Funktion F (z) gibt, die (1; 3) erfiillt. 
Sei dann é ein Punkt im ersten Drittel, £ ein Punkt im letzten Drittel irgend- 
eines Liickenintervalls, dann kénnen wir schreiben: 

F (&) = f(z) + (€ — x): f(z) + (€ — a) - e (§, 2); jime (&, x) = 0, 
(1; 8) " ‘ ie ot one! ee 
F (é) = f(#) + (§ — 2) - f(z) + (§ — 2)-e (&, 2); lime (&, z) = 0. 
Durch Vergleich mit (1; 7) erhalten wir daraus: 
{(€) = F (€) — (€ — z)-e(&, 2); lime (§é,z) = 0, 
(1; 9) ; . ed, a a 
f(&) = F(&) — (§ — 2) -e(€, 2); lime (&, 2) = 0. 
Wir treffen jetzt die Wahl der Punkte &, E speziell so, daB fiir jedes Liicken- 
intervall (xz, Z) die Ungleichungen bestehen: 
(1; 10) le(é.2)| <<(@—2);  |e(&,Z)| <( 2-2), 
was wegen 
lim e(€,z)=0 und lim e(é,z) = 0 
stets méglich ist. “Sei nun Zq irgendein Haufungspunkt von Intervallen i,, 
so gilt fiir diesen wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von F (z): 








. FE —f (x) : §&—x 
--— —- i-e te 
(1; 11) . = tei 
Jim L—1@0o) _ ig) — lim $=? .6 Ez). 
f+>2z, §E—2Z, F+2,&—% . 
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Aus 


& 
§—z 


(1; 12) 





< i: 

















§— ZX 


und (1; 10) folgt aber, daB die in (1; 11) rechts stehenden Grenzwerte beide 
den Wert Null haben; denn bei Annaherung an einen Haufungspunkt mu6 
die Intervallinge ( — x) gegen Null konvergieren; die Gleichungen (1; 11) 
lauten daher: 


.  £(€)—F (x0) (=) — ; 
(1; 13) lim, = ie jim LOL = f’ (20). 


Somit haben wir gezeigt, daB bei obiger Wahl der Zwischenpunkte &, E 
die Funktion f (z) auch auf M* differenzierbar ist. Unsere Bedingung fiir die 
Fortsetzbarkeit, die wir als hinreichend erkannt haben, ist damit also auch 
als notwendig nachgewiesen. Wir erhalten also den Satz: 


Satz II. Die nach Satz I fiir die ,,Fortsetzbarkeit von f (x) im Sinne 
von (1; 3) als hinreichend aufgestellte Bedingung ist auch notwendig. 


8. Zum Beweis von Satz I haben wir noch einen Nachtrag zu bringen, 
namlich die schon erwihnte Abrundung der Ecken, die bei obiger Konstruktion 


in den Zwischenpunkten £, & im allgemeinen auftreten werden. Sei also die 
Bedingung von Satz I erfiillt. Denken wir uns dann die Funktionswerte von 
f (x) in iiblicher Weise in einer (z, y)-Ebene dargestellt, so haben die kritischen 
Punkte die Koordinaten: (&; f (&)); (é; t (€)); um jeden dieser Punkte als 
Mittelpunkt wollen wir einen Kreis beschreiben, der ganz im Inneren des 
durch das zugehérige Intervall definierten Vertikalstreifens liegt. AuSerdem 
mégen sich von diesen Kreisen keine zwei iiberdecken. Den Radius wahlen 
wir zu diesem Zweck und aus Griinden einer spiteren Konvergenzbetrachtung 
in jedem Intervall, wie folgt: 


(1; 14) r = Min [@ — 2); €— 3; Z]. 


Ist nimlich § — x < & — §, s0 gilt 


fir§—az2< 


oo] 








co] = 


fir §—2> 
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Aus analogen Ungleichungen fiir den Fall § — x > z a ergibt sich zu- 
sammenfassend : 








. s€-2 B-—F eos 
(1; 15) r < Min (>>> 2S) <—. 


Man sieht sofort, da8 bei dieser Wahl von r die Kreise so ausfallen, wie wir 
sie haben wollten: Die zu einem festen Intervall gehérigen Kreise greifen nicht 
iiber den durch das Intervall definierten Vertikalstreifen hinaus. AuSerdem 
kénnen sich auch die beiden zu ein und demselben Intervall gehérigen Kreise 
nicht iiberdecken, da der Abstand der Kreismittelpunkte mindestens ein 
Drittel der Intervallinge, der Radius dagegen héchstens den neunten Teil 
derselben betrigt. 

Das Innere eines solchen Kreises kénnen wir darstellen in der Form: 

t= &+0-cos 9; 0Se <r, 


(1; 16) 
y =/(€)+ @-sin g; 0s y<2z2. 


Genau das Entsprechende gilt natiirlich fiir £, f (¢), mége aber der Kiirze 
halber fiir die folgende Rechnung unterdriickt werden. Wir wollen jetzt 
zeigen, da fiir alle Punkte (z; y) aus  folgende Relation besteht: 


(1; 17) Jim %—!@0) — f(a); (a; y) e&. 
E> 2 F— 2% 
Das bedeutet: Wir kénnen innerhalb & die Funktionswerte in passender 
Weise abandern, ohne dadurch die vorausgesetzte Differenzierbarkeit in 
den Punkten von M zu gefahrden. Da das Funktionsbild vorher aus zwei 
im Mittelpunkt von & zusammenlaufenden Geradenstiicken bestand, laBt 
sich die hier méglicherweise auftretende Ecke leicht durch einen ganz im 
Inneren des Kreises verlaufenden, differenzierbaren Kurvenbogen iiber- 
briicken, womit dann alles gemacht ist. 
Zum Beweis von (1; 17) setzen wir z und y aus (1; 16) ein: 





f(E)—f(%o)+e-sine —f(&) —f (9), 1 0+ COs @ 
§—m+t+e-cep  §E—% | +a 


‘sin? + 008 p 
: {1+ 5 


> In 


oe 





lore 


Aus (1; 14) entnehmen wir: 


+s 


i= % 


r Z—=z 
<7; < ¢-9<-75. 











woraus sofort die Behauptung folgt, da (x — x) bei Annaherung an einen 
Haufungspunkt 2) gegen Null konvergiert. 
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§ 2. 
Die ,,Fortsetzbarkeit“ von f (2) hingt von der Méglichkeit ab, den Liicken- 
intervallen gewisse Zahlen A zuzuordnen, die eine bestimmte Bedingung 
erfiillen miissen. 


9. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Fortsetzbarkeit, 
die wir in Satz II aufgestellt haben, ist noch unbefriedigend. Die Ent- 
scheidung, ob es in jedem Liickenintervall Zwischenpunkte der verlangten 
Eigenschaft gibt, diirfte im allgemeinen schwer sein. Wir wollen daher im 
folgenden diese Bedingung auf eine andere Form bringen, bei der von vorn- 
herein gegebene Eigenschaften der Funktion f(z), ihrer Ableitung /’ (x) und 
der Menge M herangezogen werden. 

Wir denken uns die Zwischenpunkte &, — in den einzelnen Liicken- 


intervallen irgendwie gewahlt und bilden fiir einen beliebigen Haufungspunkt 29 
solcher Intervalle die Ausdriicke: 

1 
i= 
= l - - . 
D = ——- |f (§) — f (#0) — (& — %)- f’(%)}. 


&— ZX 


Die Bedingung von Satz II kénnen wir dann so schreiben: 


D= 





- (£(E) — f(@0) — (E — a)- f (a)}, 
(2; 1) 





(2; 2) lim D= lim D=0; fiir jedes 2. 


E> zo &—> 2 
Die rechte Seite von (2; 1) formen wir nun nach (1;7) und (1; 1) um: 
1 














D = Fz Mila) —f (wo) + (F — 2)- f(a) — (E — 2%) f()| 
(2; 3) =a Me — OF (ae) + (w — m4)- €(2; 29) + (EF —2)-f'(@)), 
f—z z—2z 
D = F—,, Ue) — f@o)] + F—Z (zm). 


Analog ergibt sich 








(2; 4) D = == @) — fea) + Fe a0. 
Wegen 
— Z| 3. Z— 2% 3 
HES < 3 lal s 








und 


Jim (x; %) = lim e(z; 2) = 0 


z-—>2%& 
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folgt aus (2; 2), (2; 3) und (2; 4): 
; §—z 
9 —a fiir jedes 2. 


b) lim £—* . [yf (z) —f’ (x)) = 0 


2—> % &— Io 
Das bedeutet: Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Fortsetzung 
F (z) im Sinne von (1; 3) ist es, wenn man die Punkte £, E in jedem Liicken- 
intervall so wahlen kann, daB die Gleichungen (2; 5) fiir jeden Haufungs- 
punkt z» von Intervallen erfiillt sind. 


10. Die Bedingung (2; 5) laBt sich noch weiter vereinfachen. Es wird 
sich zeigen, daB man die Zwischenpunkte £, E immer so wahlen kann, daB 
bei beliebigem x» jede der beiden Bedingungen (2; 5) wenigstens fiir eine 
gewisse Teilmenge von Intervallen erfiillt ist — fiir welche, das hingt noch 
von Z» ab. Wir werden namlich die £, § so bestimmen kénnen, da8B fiir jedes zo 
die Bedingung a) fiir die Intervalle links von z9, die Bedingung b) fiir die- 
jenigen rechts von 2 befriedigt wird. Beweisen wollen wir nur den ersten 
Teil dieser Aussage, der zweite erledigt sich ganz analog, indem man in den 
Formeln die unterstrichenen GréBen sinngemaé8 mit den iiberstrichenen 
vertauscht und gleichzeitig voraussetzt, daB die betrachteten Intervalle nun 
rechts von Zo liegen. 

Es sei also (z, Z) ein beliebiges Interval] links von z. Dann gilt: 








é—z &—z 1 
2:6 |3—€ = as ° 
— \f—*| ~ #—F~ #—8_y 
&—z 


In dieser Abschitzung kommt auf der rechten Seite das z» nicht mehr 
vor. Wir versuchen, in jedem Intervall das € so nahe an das z heranzubringen, 
daB die rechte Seite von (2; 6) bei jeder Annaherung an einen Haufungs- 
punkt z» gegen Null geht. Ein von 2 unabhangiges Kriterium fiir die An- 
naiherung der Intervalle an einen Hiufungspunkt ist das ,,Gegen Null Gehen“ 
der Intervallinge. Diese Uberlegungen fiihren uns dazu, das £ so zu be- 
stimmen, da8 folgende drei Ungleichungen 











1 - "(z)| a xr — 
(2; 7) gra xe ee, MO <2z-s; f—-2<->- 
—1 ay | 5 
f— 2% &—2z 


gleichzeitig gelten *); denn dann gilt wegen (2; 6) auch (2; 5a) fiir alle Inter- 
valle links von Zp. Setzen wir noch zur Abkiirzung 


(2; 8) t—z2=l, §—-2=A4l, z—-§= 4, 


*) Die letzte Ungleichung (2; 7) entspricht der Forderung, die wir in (Nr. 6) an die 
&, & gestellt haben; vgl. Anm. 5). 
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so ist (2; 7) sicher erfiillt, wenn wir 4/ der Bedingung unterwerfen 


. . 
(2; 9) 0< 4) < thie: 





Machen wir auBerdem 


. Al - 
(2; 10) 0< 4) < ret ahre’ 





so ist, wie die analoge Rechnung zeigt, die Bedingung (2; 5b) erfiillt, wenn 
sich die Intervalle von rechts her gegen die Stelle zp» hiufen. 
Das Minimum der beiden Schranken (2; 9) und (2; 10) sei R: 


. = ° 
(2; 11) R= px 2G Venivren: 





Dann kénnen wir jedenfalls folgendes sagen: Wahlen wir die Punkte é, E 
so, daB die Langen der durch sie an beiden Enden jedes Intervalls ausge- 
schnittenen Teilintervalle Al und Al kleiner sind als obige Zahl R, so sind 
die Gleichungen (2;5) bei jedem festen 2 fiir diejenigen Zwischenpunkte 
erfiillt, die im Intervall auf der dem Haufungspunkt 2) nicht zugekehrten 
Seite liegen. 


11. Jetzt miissen wir danach trachten, die Teilintervalle Al, Al unter 
der Einschrinkung 


(2; 12) Al<R; Al<R 


noch so zu verkleinern, da8 die Relationen (2; 5), so dies iiberhaupt méglich 
sein sollte, fiir jedes z) und alle Zwischenpunkte gelten. Es ist: 








&—z 1 . FF _ 1 
(2; 13) §—z —— ton” z—z° 
itis ’ Tsar 


Zur Abkiirzung fiihren wir die Bezeichnungen ein: 


a) d(x 9) = Abstand des Intervalls von 2, 
. = 1 
b) Min(Al, 41) = Al = —-l, 
(2: 14) ) Min (4, 41) 7 


x falls x < 2, 
c) 2=2,(%) =) — “ 
@ falls a > z. 


Sei nun 2, fest; dann brauchen wir im Falle z > z» nur mehr die erste der 
Gleichungen (2; 5), im Falle  < zo nur die zweite davon zu beriicksichtigen; 
die andere ist nach den obigen Uberlegungen (Nr. 10) von selbst erfiillt. Nach 
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(2; 13) und (2; 14) kénnen wir daher unsere Bedingungen (2; 5) in die gleich- 
wertige Form setzen: 


pt 1 a ‘i (@)—f (%)] =0; AL<R, 
° 1+ a 


(2; 15) = al 
lim Be 8 Uf (2)—f (w)] =0; AL<R. 
2-—> 2 1+ = qy 


Diese beiden Gleichungen lassen sich mit der Bezeichnung (2; 14b) noch 
in die eine, wie man leicht sieht, aquivalente Bedingung zusammenfassen, 
da8 es méglich ist, den Liickenintervallen i, solche Zahlen A > 5 zuzuordnen, 
daB gilt: 


t—>% ) 


(2; 16) lim ra Ta Uf @) — f(a) =0 
fiir jedes zp. 

Hat man nun iiberhaupt 4-Werte gefunden, die (2; 16) erfiillen (aber vielleicht 
nicht durchwegs > ; sind), so geniigen natiirlich irgendwelche vergréBerten 
A erst recht der Ungleichung (2; 16). Wir kénnen daher in der Formulierung 
der Bedingung den Zusatz 4 > + unterdriicken, da dieser Forderung nach- 
triglich durch geeignete VergréBerung der A immer geniigt werden kann. 
Wir erhalten also das Resultat: 


Satz III. Set x» ein beliebiger Haufungspunkt von Liickenintervallen 
i,, | die Linge eines solchen Intervalls, d (zo) sein Abstand von t und z der 
dem Héufungspunkt rz zugekehrte Endpunkt des Intervalls i,. Fiir die ,,Fort- 
setzbarkeit™ von f (x) im Sinne von (1; 3) ist es dann notwendig und hinreichend, 
daB man zu jedem Liickenintervall i, eine positive Zahl 2 = A (i,) so bestimmen 
kann, da fiir alle Haufungspunkte zo dieser Intervalle folgende Relation gilt: 
lim ——35- If (2) — f (zo)] = 0. 

I 


=-—> 2% 144. 





Ist diese Bedingung erfiillt, so haben wir fiir die Konstruktion einer 
Fortsetzung folgende Vorschrift: 


Der jedem Liickenintervall i, vermége Satz III zugeordnete A-Wert ist 
eventuell noch so zu vergréfern, dag auferdem gilt: 


+. 1+ Max {1; Shs If eh if (2) 
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An den beiden Enden jedes Intervalls i, grenze man dann Teilintervalle von 
der Linge + ab und gebe den so entstehenden Teilpunkten &, & die Funktions- 
werte : 
f() =f() + (§ —2)-f(, 
(@)=1@+E-%-1@. 
Die Fortsetzuwng ergibt sich daraus durch lineare Ausfiillung der drei Teil- 


intervalle (zx, &), (&, &), (&, Z) und geeignete Abrundung der in den &, & auf- 
tretenden Ecken (z. B. nach der Methode (Nr. 8)). 


§ 3. 
Fille, in denen eine Fortsetzung méglich ist. 


12. Satz III bietet uns jetzt die Méglichkeit, mehrere Fille anzugeben, 
in denen eine Fortsetzung méglich ist. Der erste Faktor der Limesgleichung 
(2; 16) hangt namlich in den gegebenen GréBen nur von der Struktur der 
Menge M ab, wahrend der zweite Faktor die auf M definierte Funktion /’ (z) 
enthalt. Wegen 


1 
(3; 1) —— ae 
1+ Oe Tad 


gilt (2; 16) sicher in jedem Punkt 2p, in dem f’ (x) stetiy ist; denn fiir solche z9 
hat der Klammerausdruck den Grenzwert Null. Bezeichnen wir die Menge 
aller z), also die Menge aller Haufungspunkte von Liickenintervallen mit M, 
so entnehmen wir aus obigem: 


Satz IV. Himreichend fiir die ,,Fortsetzbarkeit“ von f (x) im Sinne von 
(1; 3) ist es, wenn die Ableitung f' (x) auf Dt (Menge aller Hiufungspunkte 
von Liickenintervallen) stetig ist”). Die Zahl A kann man fiir jedes Intervall 
beliebig = 3 wiihlen ®). 


13. Im folgenden brauchen wir uns also nur mehr um die Punkte aus 
M% zu kiimmern, in denen /’(z) unstetig ist. Die Gesamtheit dieser Unstetig- 
keitspunkte nennen wir Dt. Wir werden zeigen, daB (2; 16) erfiillt werden 
kann, wenn Wi, héchstens abzihlbar ist. Es sei also °) 
(3; 2) = {x}; 22; eee OD 

7) Vgl. Anm. *). In diesem Satz soll auch der triviale Fall enthalten sein, daB 
M, die Nullmenge ist. A 

8) Folgt am einfachsten direkt aus (2; 5); die §, € unterliegen nur der schon am 
Anfang gemachten Voraussetzung, im ersten bzw. letzten Drittel des Intervalls zu 
sein; vgl. Anm. 5). 

%) Den Stellenindex der Punkte z, schreiben wir hier oben, da eine Verwechslung 


mit Exponenten im folgenden nicht zu befiirchten ist. 
Mathematische Annalen. 116. 47 
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wobei wir es dahingestellt sein lassen, ob Mt, endlich oder abzihlbar unendlich 
ist. Jedem Liickenintervall i, versuchen wir nun eine positive Zahl 4 (i,) 
so zuzuordnen, daB fiir alle zf « Mt, die Gleichungen gelten: 

1 











3:3 fe = 0; lim 
( ; ) s—>2P 1+A(i,)- “eh s—> 2p 1+ ai): (et) 
fiir jedes xP « M.. 


Diesen beiden Relationen und damit auch (2; 16) wird jedenfalls geniigt, 
wenn wir die Intervallfunktion A/(i,) so bestimmen kénnen, da8 die eine 
Gleichung besteht: 

. UF @1+1) _ 
(3; 4) wept a eae) 
fiir jedes x} e M,. 


14. Dazu greifen wir ein beliebiges xf ¢ Mi, heraus, das fiir die weitere 
Rechnung festgehalten werde. Zu diesem xf wollen wir eine Funktion 9, (t) 
definieren, die fiir das Verhalten des zweiten Faktors in (3; 4) charakteristisch 
ist, wenn sich das Intervall i, der Stelle z§ nahert. Da es namlich jeweils 
nur endlich viele Intervalle i, gibt, deren Lange / gréBer ist als eine feste 
positive Zahl™), andererseits beliebig kleine i, vorhanden sein miissen, hat 
folgende Definition immer einen Sinn "): 
= g, (4), falls kein i, existiert mit 1 = 1, 

andernfalls " 
Po) ax Etre +1) Pere. 
ty, (1 d (xf) 








(3; 5) = 9e(s73) fallskein i, existiert mit / > -. j ; 
w andernfalls fiir— st< ae 
9 le Mex Ute @l+1 n= 2. 











ty, (> 4 (=f) 


Nach dieser Festsetzung ist g, (¢) im Bereich ¢ > 0 erklirt und stets 
positiv. AuBerdem gelten, wie man aus (3; 5) sofort entnimmt, die Monotonie- 
beziehungen : 

(3; 6) Pr (ti) S Pp (te), falls t; <t. 
Dies berechtigt uns, von einem Wachstum der Funktionen 9g, (¢) fiir gegen 
Null abnehmendes ¢ zu sprechen. Da jedem 2} ¢ Mt, ein solches g, (t) zuge- 


1°) Die gegebene Menge wurde ja als beschrinkt vorausgesetzt (Nr. 2). 


11) Hierin soll Max Eif@it¢i bedeuten: Maximum dieses Ausdrucks fir 
i,,t=ea d (xB) 
alle i,, deren Lange 1=a ist. 
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ordnet ist, definiert (3; 5) eine ganze Klasse von héchstens abziahlbar vielen 
Funktionen, die mit gegen Null abnehmendem?¢ monoton nicht abnehmen. 
Nach bekannten Satzen gibt es nun immer eine Funktion @ (t), die fiir gegen 
Null abnehmendes ¢ starker wichst als jede Funktion obiger Klasse, seien 
es endlich oder abzihlbar unendlich viele 2). Fiir dieses ® (t) gilt also: 
_ Py (b) 

(3; 7) Jim 0 to then 
Nach diesen Vorbereitungen kehren wir wieder zu unserem Ausgangspunkt 
zuriick. Jedem Intervall i, sollte eine Zahl A (i,) so zugeordnet werden, da8 
(3; 4) erfiillt ist. Dazu haben wir jetzt nur zu schreiben: 


(3; 8) A(i,) = O(, 
wobei / wie friiher die Intervallange bedeutet. Zum Beweis werden wir zeigen, 


daB bei dieser Wahl von A fiir jedes z? eM, die Gleichung (3; 4) besteht, 
d. h. also: 


a DIP Ge +1) 
wedi yp PO diay 


p=1; 2; 3;.... 


Nun bewirkt der Grenziibergang z > x}, daB die Intervallinge / gleichzeitig 

gegen Null konvergiert. Fiir den zweiten Faktor in (3; 9) gilt aber nach 

(3; 5) die Abschaitzung: 

Lif @i+1} 
d (x}) 

woraus wegen (3;7) die Behauptung (3; 9) folgt. Wir erhalten also: 


Satz V. Hinreichend fiir die ,,Fortsetzbarkeit von { (x) im Sinne von 
(1; 3) ist es, wenn in der Menge I, (Menge der Hiufungspunkte der Liicken- 
intervalle) nur héchstens abzihlbar viele Unstetigkeitspunkte von f'(x) vor- 
kommen. 


0 4 < Pp ()), 


§ 4. 
Die Méglichkeit oder Unméglichkeit der Erweiterung des Definitions- 


bereiches ist unabhingig von den Werten der Ableitung in den isolierten 
Punkten des Definitionsbereiches. 


15. Alle bisher aufgestellten Sitze sind in einer Beziehung noch unvoll- 
stindig. Wir hatten ja ganz am Anfang die Funktiunswerte von f(z) in den 
isolierten Punkten von M wilikiirlich vorgegeben und die so fiir die ganze 
Menge M erklirte Funktion /’(z) als Basis fiir unsere Untersuchungen ge- 


12) Im Falle endlich vieler 7, (t) braucht man nur zu setzen: ® (t) = + - Max ¢,(t); 
P 


im Falle unendlich vieler gelingt die Konstruktion nach dem Diagonalverfahren; 
siehe E. Borel, La croissance, Paris 1910, p. 27. 


47* 








716 K. Seebach. 


wahlt. Auf diese schon vorher willkiirlich erginzte Funktion /’(z) beziehen 
sich nun alle bis jetzt gefundenen Ergebnisse. Damit erhebt sich natiirlich 
die Frage, inwieweit diese anfangs gemachte Zusatzdefinition fiir die Méglich- 
keit der Fortsetzung selbst von Einflu8 ist. Es kénnte ja sein, daB bei einer 
gewissen Festsetzung fiir /’(z) die Bedingung (2; 16) erfiillbar ist, bei einer 
anderen hingegen nicht. Wir werden zeigen, da8 in Wahrheit die Fortsetz- 
barkeit von dieser Willkiir unabhingig ist; gleichzeitig werden wir die Be- 
dingung (2; 16) auf eine solche Form bringen, da8 sie nur mehr von vornherein 
gegebene Bedingungsstiicke enthalt, also in ihr keine GréBen mehr auftreten, 
von denen sie — wie wir zeigen werden — nicht abhangt. 


16. Wir schrinken also den Definitionsbereich von f’(x) voriibergehend 
wieder auf den urspriinglichen, durch das Problem selbst gegebenen Bereich Qt’ 
ein. Dann hat der in der Bedingung (2; 16) auftretende Ausdruck nur einen 
Sinn, wenn der dem Haufungspunkt z) zugekehrte Intervallendpunkt z 
zu M’ gehért. Durch die Forderung z ¢ MM’ wird aus der Gesamtheit der 
Liickenintervalle eine Teilmenge ausgesondert, nimlich die Teilmenge solcher 
Intervalle, von denen wenigstens ein Endpunkt zu QM’ gehért und dieser 
gleichzeitig irgendeinem 2 zugekehrt ist. Die Gesamtheit dieser letzteren 
Intervalle bezeichnen wir mit 6. Nun ist nach (2; 16) fiir die Fortsetzbarkeit 
von / (x) jedenfalls folgende Bedingung notwendig: Jedem zur Gesamtheit © 
gehérenden i, muB sich eine Zahl A, = A, (i,) so zuordnen lassen, da8 fiir 
jedes Zp gilt: 

(4; 1) lim : 
z-> 2 1 + A; (i,)- 





Tay U (2) — f' (%)] = 90, 
l 
fiir alle i, e G, fiir die gleichzeitig z zu M’ gehért. 


17. Wir werden jetzt zeigen, daB diese Bedingung (4;1) auch schon 
hinreichend ist, gleichgiiltig, wie wir die Werte von /’(z) fiir die isolierten 
Punkte von M ergiinzen. Der Beweis ist erbracht, wenn wir zeigen: Sobald 
sich den Liickenintervallen aus © Zahlen A, zuordnen lassen, die (4; 1) er- 
fiillen, dann lassen sich zu allen Liickenintervallen Zahlen A bestimmen, 
so daB (2; 16) gilt. 


Um dies zu beweisen, gehen wir aus von der Menge DM der Intervall- 
hiufungspunkte. Diese Menge ist jedenfalls abgeschlossen und nirgends 
dicht; sie kann also dargestellt werden durch die Endpunkte gewisser getrennt 
liegender offener Intervalle — wir nennen diese Intervalle g, — und deren 
Haufungspunkte. Nennen wir die Menge der Intervallendpunkte €j, deren 
beziiglich 9% komplementare Menge $9, so erhalt man die eindeutige Zerlegung 


(4; 2) WM = G+ Ho; C° Ho = 0. 
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€, ist héchstens abzihlbar. Daher kénnen wir nach demselben Verfahren 
wie in § 3 (Nr. 14) eine fiir alle i, definierte Intervallfunktion 4 (i,), wir wollen 
sie A, (i,) nennen, so bestimmen, daB fiir jedes x ¢ €, gilt: 


f @ —_ : 1 oe 

£68 0; fm, 1+ 24(i,)- 209 ¥> 

Zo € E,. 

Ist nun $6 die Nullmenge, so sind wir fertig, da alle z» schon in €j vorkommen. 
Andernfalls greifen wir ein beliebiges 29 ¢ $ heraus, das wir fiir das Folgende 
festhalten. 2 ist also Haiufungspunkt von Intervallen g,, aber kein End- 
punkt-eines solchen. Durch 29 wird die Gesamtheit der Intervalle i, in zwei 
Klassen geschieden, solche, die rechts von 2 liegen, und solche, die links 
von Zp liegen. Im folgenden beschranken wir uns der Kiirze halber auf die 
ersteren; fiir die links liegenden geht alles ganz analog. 

18. Irgendein i, sei also rechts von 2, und 2%» sei auch Haufungspunkt 
solcher rechts liegender i,. Das zugehérige z ist dann der linke Intervall- 
endpunkt. Da kein i, irgendeinen Punkt der nirgends dichten Menge Dt, 
im Inneren enthalten darf, miissen die Intervalle i, in den Intervallen g, 
enthalten sein. Dabei kann man zwei Arten von Intervallen i, unterscheiden; 
bei den Intervallen i, der ersten Art ist z gleichzeitig Endpunkt eines g,,-Inter- 
valls: i, gehért dann zu G und z zu M’; bei den Intervallen i, der zweiten 
Art liegt z ganz im Inneren eines g,-Intervalls; fiir alle i, der ersten Art 
ist aber (2; 16) identisch mit (4; 1), daher nach Voraussetzung erfiillt. Wir 
brauchen uns also nur mehr mit den Intervallen i, der zweiten Art zu befassen 
(siehe Fig. 1; dabei ist  < u genommen; natiirlich kénnte auch Z = w sein). 








2 lim 
(4; 3) 1—>0 1+ a (i,) 





Ua 


x u rI—_____ 2 a 
L 


Fig. 1. 


Bezeichnen wir die Endpunkte eines g,-Intervalls mit u, u (u < 4%), 
so gilt fiir jedes i, der obigen zweiten Art: u < z. Daher gelten bei beliebigem 
A> 0 die Ungleichungen: 


























if ()| Iif@| _ If tl 
OS Tha. 2d ~ 14 aes’ 
l l 
(4; 4) 1 1 o> 
0< Ta) 70> 
14+ 4-00 4+ Joa —*’ nicht in G. 


Nun ist « ein Punkt aus . einai nabaecell 3) fiir x speziell u, so 
stimmen fiir A = A¢ (i ,) die in (4; 4) rechts stehenden Quotienten mit den 
zu limitierenden Ausdriicken in (4; 3) iiberein, konvergieren also mit 1 +0 
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gegen Null. Eine analoge Abschitzung gilt natiirlich fiir die Intervalle links 
von 2%, deren rechter Endpunkt nicht zu €j gehért. Fiir alle i, der oben- 
genannten zweiten Art, gleichgiiltig ob rechts oder links von 2, ergibt sich 
also bei beliebigem festen zo: 


f (@) 











lim a 0, 
IO yy (i) 2 (eo) 
(4; 5) 5 iD z nicht in &. 
lima, d(x) 0, 
7" 1+ Ali 


Da die Intervallinge / bei Annaherung an einen Haufungspunkt 2) gegen 
Null konvergiert, folgt fiir die letztgenannte Klasse von Intervallen aus (4; 5) 
unmittelbar (2; 16). 
Ordnen wir daher jedem Intervall i, eine Zahl 
As (i,) = Max [A (i,); Ae (i,)] 
zu '3), so ist mit dieser Intervallfunktion A; (i,) wegen (4; 1) und (4; 5) die 


Bedingung (2; 16) fiir alle i, und jedes z, erfiillt. Wir entnehmen daraus 
den Hauptsatz: 


Satz VI. Set 2 ein beliebiger Hiufungspunkt von Liickenintervallen i,, 
| die Liinge eines solchen Intervalls, d (xo) sein Abstand von 2 und z der dem 
Héufungspunkt x zugekehrte Endpunkt des Intervalls i,. Die Gesamtheit 
der Liickenintervalle, von denen mindestens ein Endpunkt zu M' gehdrt und 
dieser gleichzeitig irgendeinem Intervallhiufungspunkt x zugekehrt ist, sei ©. 
Fiir die ,,Fortsetzbarkeit“ vor f(x) im Sinne von (1; 3) ist dann folgende Be- 
dingung notwendig und hinreichend: 

Jedem i, aus © muB man eine positive Zahl 4, = A, (i,) so zuordnen kinnen, 
daB bei beliebigem festen xo gilt: 

lim a z)—f = 0, 

1s a) Ta) Uf’ (2) — f (2)] 
wober bei dieser Grenzwertbildung nur diejenigen Intervalle i, aus © in Betracht 
zu ztehen sind, deren z zu IM’ gehért (was im allgemeinen von Lo abhiingen wird ). 

Aus Satz VI folgt, nachdem in der dort auftretenden Bedingung die 
Werte von /’(z) in den isolierten Punkten von M nicht mehr vorkommen, 


Satz VII. Die Fortsetzbarkeit bzw. Nichtfortsetzbarkeit von f(x) ist unab- 


hiingig davon, wie die Werte von f' (x) in den isolierten Punkten von M vor- 
geschrieben werden. 





18) Wenn A, (i,) fir ein i, nicht definiert ist, sei A, (i,) = hy (i,). 


(Eingegangen am 25. 1. 1939.) 








Erweiterung von Linearfunktionen in linearen Riumen. 
Von 


Gottfried Kéthe in Minster. 





Ein bekannter Satz von H. Hahn und 8. Banach besagt, daB man jede 
auf einem linearen Teilraum eines metrischen Raumes erklirte beschrinkte 
Linearfunktion auf den ganzen Raum fortsetzen kann. Auf diesen Satz 
griinden sich die meisten allgemeinen Existenzbeweise fiir die Lésungen 
linearer Gleichungen in metrischen Raumen. 

In einer fritheren Arbeit (K.2*)) habe ich diesen Erweiterungssatz auf 
die vollkommenen, im allgemeinen nicht mehr metrischen, Réume iibertragen. 
Dieses Resultat soll hier verscharft und in eine endgiiltige Form gebracht 
werden. Die wesentliche Idee ist die Einfiihrung einer neuen Topologie in 
den vollkommenen Raumen, der auf den beschrinkten, schwach kompakten 
Mengen des dualen Raumes aufgebauten k-Topologie (§ 2). Sie ist einfacher 
als die in K.2 betrachtete schwache Topologie, und es laBt sich zeigen (§ 4, 
Satz 5), daB sie die schirfste Topologie ist, fiir die noch gilt, daB eine auf 
einem linearen Teilraum erklarte, im Sinne der Topologie stetige Linear- 
funktion stets durch eine Stelle des dualen Raumes erzeugt wird. Sie ist 
ferner die schirfste Topologie, in der die Abschnitte jeder Stelle gegen die 
Stelle konvergieren (§ 2, Satz 3). Die zur k-Topologie gehérige Konvergenz 
liegt zwischen der schwachen und starken Konvergenz und kann auch in den 
metrischen Réumen von beiden verschieden sein. 

Das in K.2 abgeleitete Auflésungskriterium fiir lineare Gleichungen 
mit unendlich vielen Variablen la8t sich ebenfalls verschirfen und auf end- 
giiltige Gestalt bringen (§ 4, Satz 6). 

A. Weil?) hat den Begriff der Cauchy-Familie in linearen topologischen 
Raéumen eingefiihrt. Damit kann man einem Raum, der vollstaéndig im 
iiblichen Sinne ist (jede Fundamentalfolge besitzt also einen Limes) ansehen, 
ob man ihm noch Haufungspunkte hinzufiigen kann oder nicht. In § 3 wird 


1) Wir beziehen uns haufig auf folgende Arbeiten: K T., G. Kéthe u. O. Toeplitz, 
Journ. f. reine angew. Math. 171 (1934), S. 193—226; H., E. Hagemann, Math. Annalen 
114 (1937), S. 126—143; K. 1, G. Kéthe, ebenda 114 (1937), S. 99125; K. 2, G. Kéthe, 
Journ. f. reine angew. Math. 178 (1938), S, 193—-213; K. 3, G. Kéthe, Das Reziproken- 
theorem fir zeilenabsolute Matrizen, erscheint 1939-in den Monatsheften f. Math. 
u. Phys. ; 


*) Actualités scient. ind., Nr. 551, Sur les espaces 4 structure uniforme. Paris 
1937. 
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bewiesen, daB die vollkommenen Raume diese topologische Vollstindigkeit 
besitzen, wenn man die k-Topologie zugrunde legt. 

Damit und mit dem Erweiterungssatz ist es méglich, ein von E. Hage- 
mann (H., §4, Satz 2) angegebenes alternatives Reziprokentheorem fiir 
unendliche Matrizen in vereinfachter Gestalt zu beweisen (§ 5, Satz 4). Auch 
ein von F. Riesz) fiir die Raume a,, r > 1, bewiesenes doppeltes Rezi- 
prokentheorem erweist sich in beliebigen vollkommenen Raumen als giiltig 
(§ 5, Satz 5). 


§1. 
Kompakte Mengen. 


A sei ein vollkommener Raum. Eine Menge M von Stellen aus / heiBe 
(in 4) schwach bzw. stark kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge 
von M eine schwach bzw. stark konvergente Teilfolge enthilt*). 


Satz 1. Die normale Hiille einer beschriinkten, schwach kompakten Menge 
ist wieder beschrinkt und schwach kompakt. 


Beweis. Die normale Hiille M einer Menge M besteht aus allen Stellen 
= = (Z,, Z,,...), die zu eimer Stelle x = (z,, z,,...) aus M in der Be- 
ziehung |Z,| <|2,|, i =1,2,..., stehen. Nach KT., §5, Satz 2 ist M 
mit M beschrankt. 

Wir nehmen an, M sei auBerdem schwach kompakt, aber M nicht. Es 
gibt dann in M eine beschrankte Folge #’, aus der keine konvergente Teil- 
folge ausgewahlt werden kann. x sei eine Folge aus M mit | 2")| < | 2%}. 
Nach Voraussetzung besitzt x” eine schwach konvergente Teilfolge xy. 
Aus der entsprechenden Folge #"y la8t sich nach dem iiblichen Diagonal- 
verfahren eine koordinatenweise konvergente Teilfolge 7" auswahlen. Da 
sie nicht schwach konvergiert, gibt es ein ¢ >0 und dazu Indizesfolgen 
9x, 4,» > © und eine Stelle u ¢ A*, so daB stets 


(1) | u (2% —#%)| > 


ist. Wir setzen 2 = #°. Sei nun N, so groB, daB fiir die #” ent- 
sprechende Stelle x‘? 


(2) E |wllaf?| s 6 
N,i+1 
gilt. 
*) Systémes des équations linéaires & une infinité d’inconnues. Paris, Gauthier- 


Villars, 1913. 


*) Die Grundbegriffe der Theorie der vollkommenen Raéume findet der Leser 
in KT. 
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Wir bestimmen nun sukzessive eine Stelle v = (v,, v,,...) mit 
v, = 4,£,, |e,| = 1. Jede solche Stelle » liegt wegen der Normalitaét von 4* 


in A* (vgl. KT., §3, Satz 4). Wir setzen ¢, =... = ey, = 1. Wie auch 
die spateren e, bestimmt werden, es gilt jedenfalls nach (2) 
(3) E ||| < xt. 

Ni +1 


Wegen der koordinatenweisen Konvergenz der Folge #"” kann ferner in 
N 

(1) & so groB genommen werden, daB | yu, (zi — x?) | <<, also 
i=1 


| Eu, (ae — 2) | > 4 ist, Es gibt also ein ry >1,, 80 daB 


i= N,+1 


(4) | 5 uP >F 
i= Ny, +1 


ist. Sei nun N, so groB, daB fiir das #** entsprechende x*” 
(5) E |u| af? | <5 

N2+1 
gilt. Dann ist aber auch wegen (4) 


% Se 
(6) | 2 mH | > 5: 
Ni+1 


Nun lassen sich ey, ,,,-.., €y, 80 bestimmen, daB 
N N. 
(7) | yo, (2? — af) —_ by UF af’? | > i 
i=1 Ny+1 
ist. Zieht man noch (3) und (5) heran, so ergibt sich aus (7) 
|v (xo a x2))| = | 5 % (afro = a(r9))| 
i=1 


N N. ~ oo 
= |Z vaior — afr) — Soxioo| —| Dogair?|— | F 06>| 
1 Ni+1 N,+1 N2+1 


Durch dieselbe Uberlegung kann dann x” so bestimmt werden, da8 
|p (x — x)| > 0 ist usf. Dabei ergeben sich der Reihe nach alle «. 
Die so erhaltenen Beziehungen 

(8) |v (2% — 4) > 


fiir ein festes ve/* widersprechen aber der vorausgesetzten schwachen 
Konvergenz der Folge x", von der die Folge x*® ja Teilfolge ist. 
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Uber das Verhaltnis der kompakten zu den begrenzten und beschrankten 
Mengen eines vollkommenen Raumes geben die folgenden Siatze und Bei- 
spiele Auskunft'). 


Satz 2. Jede beschrinkte, stark kompakte Menge ist begrenzt. 


Beweis. M sei eine beschrinkte und stark kompakte, aber nicht be- 
grenzte Menge von Stellen aus 4. Nach der Definition der begrenzten Menge 
gibt es also in 4* eine schwach gegen 0 = (0, 0, . . .) konvergente Folge u™, 
so da8 sup | xu” | > e bleibt fiir ein bestimmtes e > 0. Also gibt es Stellen 


aeM 
x™ in M, so daB fiir alle n 


(9) |x) u™| >e 
ist. Aus den x™ la8t sich nach Voraussetzung eine stark konvergente Teil- 


folge x auswihlen; ihr Limes sei x. Da die u“” in A* eine beschrankte 
Menge bilden (KT., §5, Satz 5), ist nach Definition der starken Konvergenz 


fiir geniigend groBes i |u%? (x — x) | < > Andererseits wird auch 


ju? x| < = fiir geniigend groBes i, da u™’-—>o. Beide Ungleichungen 
zusammen ergeben aber einen Widerspruch zu (9). 
Satz 3. Ist A stark separabel, so ist jede begrenzte Menge in A stark kompakt. 


Beweis. M sei eine begrenzte, aber nicht stark kompakte Teilmenge 
des stark separablen Raumes 4. Es gibt dann in M eine Folge x von Stellen, 
aus der keine stark konvergente Teilfolge ausgewahlt werden kann. Da die 
Folge x” beschrinkt ist (jede begrenzte Menge ist ja beschrinkt), kann 
x als koordinatenweise konvergent angenommen werden. Zu zwei Teil- 
folgen x?, x) gibt es dann eine beschrinkte Menge U in 4*, so daB 


sup | u (x? — x"?)| > e bleibt fiir ein ¢ > 0. Also gibt es Stellen u"?eU, 
ueU 


fiir die ebenfalls 
(10) ju"? (x? aad x?)| >e 
gilt. Da A stark separabel ist, gilt in 2* der Grenzstellensatz (vgl. K.1, § 1), 


die beschrinkte Menge U ist also schwach kompakt. Aus den u? 1aBt sich 
daher eine gegen eine Stelle u schwach konvergente Teilfolge u“? auswahlen. 


Die x und x? liegen in der begrenzten Menge M, also liegen auch die 


Differenzen x? — x? in einer begrenzten Menge. Daher ist fiir geniigend 
groBes % 


(11) Iu — wi?) (2 — 2) < 


5) Die begrenzten Mengen sind in K.2, § 1 erklart. 
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Da die Abschnitte u,, von u schwach gegen u konvergieren, gibt es aus dem- 
selben Grunde ein k, so daB fiir alle i |(u — u,) (x — x) | < < ist. 
Fiir geniigend groBes i ist ferner wegen der koordinatenweisen Konvergenz 
von ¥ — x0 gegen o auch | u, (x? — i)! < ro also 


(12) Ju (a? — 2) < £. 


(11) und (12) ergeben aber einen Widerspruch gegen (10). 

Satz 4. Jede begrenzte Menge ist schwach kompakt. 

Beweis. M sei eine begrenzte Menge. Es geniigt zu zeigen, daB jede 
koordinatenweise konvergente Folge x" aus M schwach konvergent ist, 
denn mit Hilfe des Diagonalverfahrens kann aus jeder unendlichen Teil- 
menge von M eine koordinatenweise konvergente Folge ausgewahlt werden. 
Es sei u eine beliebige Stelle aus 4*. Da die Folge uy, der Abschnitte 
schwach gegen u konvergiert und M begrenzt ist, wird fiir gegebenes 


e>0 sup |z(u—u,)| < = fiir ein geeignetes k. Speziell ist fiir jedes n und m 
zeM 


(13) I(x" — x) (u — )| < >. 


Da x” koordinatenweise konvergiert, gibt es ein n,, so daB fiir n,m => ng 


(14) I(x — 2) wy) < > 


ist. Aus (13) und (14) ergibt sich | (x — x) u| <e fiir n,m > mo, d. h. die 
Folge x” ist schwach konvergent. 

Im Hilbertschen Raum o, und den Hélder-Rieszschen Riumen a,, 
r> 1, ist jede beschrankte Menge schwach kompakt, es gibt aber be- 
schrinkte, schwach kompakte Mengen, die nicht stark kompakt sind, z. B. die 
Menge aller e;, i = 1, 2,.... Nach Satz 2 und 3 fallen die begrenzten Mengeh 
mit den beschrinkten, stark kompakten zusammen. 

Da a, stark separabel ist, fallen wieder begrenzte und beschrinkte stark 
kompakte Mengen zusammen. Da ferner in o, starke und schwache Kon- 
vergenz zusammenfallen, sind stark und schwach kompakte Mengen identisch. 
Es gibt aber beschrinkte Mengen, die nicht kompakt sind (wieder die Menge 
aller e,). Die begrenzten Mengen in o, wurden in K.2, § 4 naher bestimmt. 

Im dualen Raum of =c,, sind die beschrinkten Mengen schwach 
kompakt, aber nicht stark kompakt. Die begrenzten Mengen fallen hier 
mit den beschrinkten, schwach kompakten Mengen zusammen, aber nicht 
mit den beschrankten, stark kompakten. 

Die konvergenzfreien Réiume.sind stark separabel, ferner ist in ihnen 
starke und schwache Konvergenz identisch, also fallen alle vier Klassen von- 
Mengen zusammen. 
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Neben den Begriff schwach kompakt treten die Begriffe schwach top. 
kompakt und minimal top. kompakt. Eine Menge heiSt schwach (mini- 
mal) top. kompakt, wenn jede Teilmenge N eine schwache (minimale) 
Haufungsstelle in A besitzt. Sicher ist eine schwach kompakte Menge 
schwach (minimal) top. kompakt. Andererseits ist auch jede beschrinkte, 
schwach (minimal) top. kompakte Menge schwach kompakt*), so da8 wir 
uns fiir das Folgende mit dem einfachen Begriff schwach kompakt begniigen 
kénnen. 


§ 2. 
Die k-Topologie. 

Auf die beschriankten, schwach kompakten Mengen des dualen Raumes A* 
148t sich nach dem Muster von K.2, §1 eine Topologie in A aufbauen. 

Definition 1. K sei eine beschriinkte, schwach kompakte Menge aus A*, 
e > 0, x eine Stelle aus A. Die Gesamtheit aller Stellen y aus A, die der Un- 
gleichung 

(= — vx = sup [ule —9)| <e 


geniigen, bezeichnen wir als eine k-Umgebung der Stelle x. Die Gesamtheit 
dieser Umgebungen erzeugt die k-Topologie von A. 

Der Nachweis der Umgebungsaxiome bietet keine Schwierigkeiten (vgl. 
K.1, §5). Aus §1, Satz 1 folgt wie in K.2, $1 

Satz 1. K set eine beschrinkte, schwach kompakte Menge aus A*. Die 
Gesamtheit aller Stellen y aus A, die der Ungleichung 


[zx — D]x = sup J |u,| jz, — y,| < € 
ueK i=1 


geniigen, bezeichnen wir als eine normale k-Umgebung von x. Die Gesamtheit 
aller normalen k-Umgebungen bildet ein zum System aller k-Umgebungen dqui- 
valentes System. 


*) Sei x™ eine koordinatenweise konvergente Folge aus einer schwach top. kom- 
pakten beschrankten Menge M. Sie hat eine schwache Haufungsstelle x. Daher 


ist ¢, (x — 2?) ~ 0 fir eine Teilfolge 2"? d. h. x” ist der koordinatenweise 
Limes von x. Ist nun B eine begrenzte Menge in A*, so ist (x — x™) » +» 0. Andern- 


falls ware fiir eine Teilfolge x"? — 27) > e>0, diese hatte aber wieder die 


t 
) a) 


schwache Hiufungsstelle x”, woraus auf (2° —x"?), + 0 fir eine Teilfolge 


geschlossen werden kénnte. Also ist x” + x, M ist schwach kompakt. — Fir 
beschrankte, minimal top. kompakte Mengen M hat man statt der begrenzten 
Mengen B die endlichen Mengen aus A* zu nehmen. Damit bleibt der Beweis wértlich 
derselbe. 
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Wie verhilt sich die k-Topologie zur schwachen und zur starken Topo- 
logie von K.2% Die schwachen Umgebungen (x — 9), < werden durch 
begrenzte Mengen M, die starken Umgebungen durch beliebige beschrinkte 
Mengen M des dualen Raumes erzeugt. 

Jede k-Umgebung ist eine starke Umgebung, da jede beschrankte, schwach 
kompakte Menge aus /* beschrankt ist. Nach §1, Satz 4 ist ferner jede 
schwache Umgebung eine k-Umgebung, also gilt: Die k-Topologie liegt 
zwischen der schwachen und der starken Topologie. 

In den konvergenzfreien Riumen fallen also alle drei Topologien zu- 
sammen. Ist A stark separabel, so gilt nach K.1 in A* der Grenzstellensatz, 
d.h. jede beschrankte Menge von 4* ist schwach kompakt, also fallt die 
k-Topologie von A mit der starken Topologie zusammen. Dies ist der Fall 
in allen o,, r>1. In o,, jedoch fallt die k-Topologie mit der schwachen 
Topologie zusammen, denn nach §1 sind in o% =o, die beschrinkten, 
stark kompakten Mengen mit den begrenzten Mengen identisch. 

Ein vollkommener metrischer Raum, in dem alle drei Topologien von- 
einander verschieden sind, ist der Raum o, +o, der Paare (x, 9), x €0¢, 
yeo,. Denn im dualen Raum a, + oa, bilden die linken Hialften der Stellen 
einer beschriinkten, schwach kompakten Menge K eine ebensolche Menge 
K, in og, d.h. eine beliebige beschrinkte Menge in o,, die rechten Hialften 
jedoch eine beliebige begrenzte Menge K, in o,, d.h. die Mengen K bilden 
eine echte Teilmenge der beschrinkten Mengen M von o, + a, (fiir die auch 
M, beliebig beschrankt ist), enthalten aber andererseits auch nicht begrenzte 
Mengen aus o, + o,, denn in a, ist nicht jede beschrankte Menge begrenzt. 

Der Konvergenzbegriff, der zur k-Topologie gehért, die k-Konvergenz 
von Folgen von Stellen aus A und der k- Limes einer Folge nimmt entsprechend 
eine Zwischenstellung zwischen der schwachen und starken Konvergenz ein: 
In den o,, r =] 1, ist eine Folge dann und nur dann k-konvergent, wenn sie 
stark konvergiert, ing, dann und nur dann, wenn sie schwach konvergiert, 
in o, + <¢,, liegt genau dann k-Konvergenz vor, wenn die linken Hilften 
der Stellen stark, die rechten schwach konvergieren. 

Die k-Konvergenz von x™ gegen x werde mit x) 7 x bezeichnet. 

Jeder vollkommene Raum 4 ist k-vollstandig, d. h. jede k-konvergente 
Folge besitzt in A einen k-Limes. Der Beweis ist wie in KT., § 5 fiir die starke 
Vollstandigkeit zu fiihren. 

Wie fiir die schwache Konvergenz (KT., §3, Satz 1) gilt auch fiir die 
k-Konvergenz 


Satz 2. Die Abschnitte x, einer Stelle x sind k-konvergent gegen x. 


Beweis. Es mu8 gezeigt werden, daB zu jeder beschrinkten, schwach 
kompakten Menge K aus 4* und jedem ¢>0 ein m% existiert, so daB 
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(zx — %)y <¢ wird fiir nm >). Nach §1, Satz 1 kann K als normal an- 
genommen werden. Wire die Behauptung falsch, so gabe es Zahlen n; > o, 
ein normales K und ein ¢ > 0, so daB (x — x,.)x > e ist fiir alle i. Also gibt 
es auch Stellen u® in K mit 


(15) |u (x —x,,)| > «. 


Wegen der Normalitit von K liegen auch die Stellen vo in K, die durch 
Nullsetzen der ersten », Koordinaten aus den u“ entstehen. (15) wird zu 


(16) |v (z—x,.) = [vz] > 


Die Folge v eK geht koordinatenweise gegen Null, die wegen der schwachen 
Kompaktheit von K existierende schwach konvergente Teilfolge v% hat 
also den schwachen Limes 0, es geht daher v” x — 0 im Widerspruch zu (16). 


Satz 3. Ist M eine beschriinkte Menge aus A* und gilt (x — x,)y > 0 
fiir jedes x aus A, so ist M schwach kompakt. 


Beweis. M sei beschrinkt, aber nicht schwach kompakt. Dann laBt 
sich in M eine koordinatenweise konvergente Folge u\”) bestimmen, die nicht 
schwach konvergent ist. Es gibt also ein x in A, ein ¢ >0O und Zahlen 
n,, Mm, —> c, so dab 


(17) \(u? — u'"?)z| > e 


bleibt fiir alle 1. m sei gegeben; wegen der koordinatenweisen Konvergenz 
von u kann dann m, so gro3 gemacht werden, daB fiir n,;, m, > mo 


(18) qu"? — u™) a, | < = 


ist. (17) und (18) ergében |(u"? — u™?) (x — x,)| > > also da u™, u'”"? 
in M liegen, 
£: 
z: 
Da dies fiir alle n gilt, geht (x — x,)y nicht gegen Null. 
Satz 3 zeigt, daB die k-Topologie die engste, durch beschriinkte Mengen 


aus A* erzeugte Topologie ist, in der die Abschnitte jeder Stelle gegen die 
Stelle konvergieren. 


(19) (X — ta) > 


Wie im Falle der schwachen und starken Topologie hat man zwischen 
k-Limes und k-Hiaufungsstelle zu unterscheiden (vgl. K.1, §5). Eine 
Menge M heiBt k-abgeschlossen, wenn sie mit einer k-konvergenten Folge 
stets deren k-Limes enthilt. M heiBt k-top. abgeschlossen, wenn sie mit 
einer Menge N jede k-Hiufungstelle von N enthilt. 
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§3. 
Die topologische Vollstindigkeit. 

Wir folgen einer Arbeit von A. Weil?). 

Definition 1. Hine Gesamtheit von Mengen M, von Stellen eines voll- 
kommenen Raumes A heife eine Cauchy-Familie (C.-F.), wenn je endlich 
viele dieser Mengen einen von Null verschiedenen Durchschnitt haben und wenn 
es zu jeder k-Umgebung U (0) eine Menge M, gibt mit x — y e U(o) fiir allie 
x,y aus M.. 

Ist x” eine k-konvergente Folge, so bilden die Mengen M, = 
{x x@+, |. } eine C.-F. 

Satz 1. Es gibt héchstens eine Stelle x, die k-Héaufungsstelle aller M, 
einer C.-F. ist. 

Beweis. Sind x und x) zwei verschiedene Stellen aus 4, so gibt es 
eine Stelle ueA* mit 
(20) |u (x — x) > 1, 

Die der Ungleichung |ux| < 4 geniigenden Stellen xeA bilden eine k-Um- 
gebung U (0). Dazu gehért ein M, der gegebenen C.-F. mit 

(21) ju(z—y)| <4 

fiir alle x,y ¢M,. Waren nun x und x k-Haufungsstellen von M,, so 
gabe es ein x und ein n in M, mit 

(22) [u(x — 2)| < 4, [ug —oI< B. 

Aus (21) und (22) wiirde dann 


| u(x — x)| = jul — x) — (x — 9) + (x — 9) |< 1 
im Widerspruch zu (20) folgen. 
Definition 2. Ist x k-Héufungsstelle aller M, einer C.-F., so heife 
x die k-Haufungsstelle der C.-F. Ein vollkommener Raum, in dem jede 
C.-F. eine k-Hdufungsstelle besitzt, heife k-top. vollstandig. 
Satz 2. Jeder vollkommene Raum ist k-top. vollstindig’). 


Beweis. Sei {M,} eine C.-F. im vollkommenen Raum 4. M“ sei die 
Menge der n-ten Abschnitte der Stellen aus M,. Fiir festes n bilden die 
M™ eine C.-F. von Punkten im komplexen R,. Diese hat genau einen Punkt 


7) Dieser Satz gilt mit demselben Beweis auch fiir die schwache und die starke 
Topologie. Fir die in K.1 eingefiihrte minimale Topologie gilt jedoch: Jeder voll- 
kommene Raum i + w ist nicht minimal top. vollstindig. Fir 4 = ag ist dies bei 
G. Birkhoff, Annals of Math. II. ser., 88 (1937), S. 39—56, bewiesen. Nach dem 
Muster dieses Beweises l4Bt sich leicht allgemein zeigen, daB erst der Raum aller 
(auch der nichtstetigen) Linearfunktionen auf 1* die minimal topologisch vollstandige 
Hille von / ist. w ist minimal top. vollstandig. 
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(2, ..., 2) als Haufungspunkt. Ist m > n, so hat der zugehérige Haufungs- 
punkt ebenfalls die ersten » Koordinaten 2,..., 2. Wir setzen 
a as (x, of, . . .). 

Es sei nun K eine schwach kompakte beschriinkte Menge in A*. Es gibt 
nach §2, Satz1 ein M,, so daB fiir alle x, yeM,sup S |u,||2 — ys| < £ 

ueK 1 
ist, erst recht gilt also 
(23) sup 2 |u,||2; — y,| < =: 
ueK 1 


Nach dem obigen Schlu8 gibt es Stellen xeM;, deren n-te Abschnitte den 
n-ten Abschnitt von x beliebig gut approximieren. Also gilt 


. 2 
(24) sup Y | u,|| 21” — y| < oa 
uek 1 
fiir alle neM,. Da dies fiir alle n gilt, folgt daraus 
a 2 
(25) sup Y]™||2” — y.| S > < «. 
ueK 1 
Damit ist fiir jedes ued* bewiesen, daB 
E|vul|a?| s Eloi — y+ Eludlivd <o 


ist, x liegt also in A. (25) besagt dann weiter, daB in der Umgebung 
(x — »)x <« fiir geeignetes M, jedes y aus M, liegt, also auch ein Element 
jedes M,, d.h. x ist k-Haufungsstelle jedes M,. 

Satz 3. Eine Menge M von Elementen eines vollkommenen Raumes A 
ist dann und nur dann k-top. abgeschlossen, wenn die k-Héufungsstelle jeder 
nur aus Elementen von M gebildeten C.-F. M angehért. 

Beweis. a) Ist x k-Haufungsstelle der Menge M, so bilden wir zu 
jeder Umgebung U (x) die Menge My aller neM mit neU (x). Die My 
bilden eine C.-F. mit der k-Haufungsstelle x. 

b) Ist {M,} eine C.-F. von Elementen aus M mit der k-Haufungsstelle 
x, so ist x bereits k-Haufungsstelle von M,. 


§ 4. 
Erweiterung von Linearfunktionen. 

Eine auf einem linearen Teilraum yu von A erklarte Linearfunktion u (x) heiBt 
k-stetig in u, wenn aus x) —» x stets u (x) — u (x) folgt. Sie heiBt k-top. 
stetig in u, wenn es zu J€dem x aus mu und jedem e > 0 eine k-Umgebung 
von £ gibt, so daB |u (zx) — u(n)| < « ist fiir alle » aus yu, die der Umgebung 
angehéren. 
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Wie in K.2, §2 beweist man 
Satz 1. u(x) ist auf u dann und nur dann k-top. stetig, wenn es eine be- 
schrinkte, schwach kompakte Menge K in A* gibt, so da fiir alle x aus u 


|u (x)| < (x 

gilt. 

Satz 2. Jede auf dem ganzen vollkommenen Raum i erklirte k-stetige 

bzw. k-top. stetige Linearfunktion wird durch eine Stelle des dualen Rawmes A* 
erzeugt. 

Beweis. Es geniigt, dies fiir k-stetige Linearfunktionen zu zeigen, da 
jede k-top. stetige Linearfunktion k-stetig ist. Mit der in §2 bewiesenen 
k-Konvergenz der Abschnitte kann man aber den Beweis von KT., §3, 
Satz 6 ohne weiteres auf unseren Fall iibertragen. 

Satz 3 (Erweiterungssatz). Jede auf einem linearen Teilraum yu des 
vollkommenen Raumes A erklirte k-top. stetige Linearfunktion u(x) laBt sich 
durch eine Stelle u aus A* erzeugen, u(x) = ux. u kann so gewdhlt werden, 
da eine auf mu geltende Beziehung 


(26) |u (z)| S (2)x, 


K beschriinkt und schwach kompakt in 2*, auch fiir die erweiterte Linearfunktion 
ux giiltig bleibt. 

Beweis. Nach Satz 1 erfiillt u(x) eine Beziehung (26). Nach K. 2, § 3, 
Satz 2 kann u (x) auf ganz / so erweitert werden, daB (26) gilt. Die so erweiterte 
Linearfunktion wird nach Satz 2 durch eine Stelle u aus /* erzeugt. 

Dies ist eine Verschirfung des schwachen Erweiterungssatzes aus K.2. 
Auch der starke Erweiterungssatz ist zum Teil darin enthalten, denn ist 4 
stark separabel, so ist nach §2 die k-Topologie mit der starken Topologie 
identisch; dann la8t sich also sogar jede stark top. stetige Linearfunktion 
durch eine Stelle aus A* erzeugen. 

Ohne weiteres 148t sich auch K.2, §5 iibertragen und ergibt 

Satz 4 (Orthogonalraumsatz). Ein k-top. abgeschlossener Teilraum 
eines vollkommenen Raumes ist stets orthogonalabgeschl und umgekehrt. 

Dieser Satz enthalt den schwachen und den starken Orthogonalraumsatz 
aus K.2, §5. 

Satz 5. Ist M eine beschriinkte, nicht schwach kompakte Teilmenge von 
A*, so gibt es in A einen Teilraum ju, auf dem sich eine Linearfunktion u (x) 
erkliren lapt, die der Bedingung |u (x)| S (x), gentigt, aber nicht durch eine 
Stelle aus 2* erzeugt werden kann. 

Beweis. Ist M beschrinkt und nicht schwach kompakt, so gibt es 
nach § 2, Satz 3 in A ein x, so daB (19) gilt. (19) ist aber der Formel (1) von 
K. 2, §8 aquivalent; der Beweis von Satz 1 aus K.2, §8 laBt sich damit 
wortlich durchfiihren und so die Behauptung unseres Satzes beweisen. 
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Damit ist gezeigt, daB die k-Topologie auch wirklich die engste Topologie 
ist, fiir die der Erweiterungssatz noch richtig ist. Auch fiir die starke Topologie 
kann, wie in K.2 bewiesen wurde, jede stark top. stetige Linearfunktion von 
einem Teilraum auf den ganzen Raum erweitert werden, doch braucht sie 
nicht mehr durch eine Stelle aus A* darstellbar zu sein. 

Wie in K. 2, §6 ergibt sich jetzt 

Satz 6 (Auflésungskriterium). & bilde den vollkommenen Raum 4 
auf einen Teilraum des vollkommenen Raumes yu ab, ¢ sei eine Stelle aus uw. Die 
Gleichung 
(27) Ux=c 
ist dann und nur dann durch ein xed lésbar, wenn durch 

z(M'v) = ve, vex*, 
auf ganz U'(u*) eine im Sinne von 2* k-top. stetige Linearfunktion eindeutig 
erklart ist, d.h. wenn es in A eine beschriinkte, schwach kompakte Menge K gibt, 
so da fiir alle » aus u* ; 
(28) |ve| < (W’»)x 


gilt. : 

Dieses Kriterium enthalt Satz 1 und Satz 2 von K. 2, § 6, und man zeigt 
wie in K.2, § 9, daB es in jedem vollkommenen Raum A zu jeder beschrankten, 
nicht schwach kompakten Menge K eine Matrix & gibt, die A in sich abbildet, 
und eine Stelle ceA, so daB die Gleichung (27) unlésbar ist, obwohl (28) 
erfiillt ist. 


§ 5. 


Nach unten beschrankte Matrizen. 


Eine lineare Abbildung A eines vollkommenen Raumes 4 in einen voll- 
kommenen Raum yu (d.h. auf einen Teilraum von yz) heiBt k-stetig, wenn 
aus x” —>* stets A (x™) > A (z) folgt, k-top. stetig, wenn es zu jeder 
k-Umgebung U (0) in uw eine k-Umgebung V (0) in A gibt, die in U (0) 
abgebildet wird. 

Satz1l. Eine Matriz &, die den vollkommenen Raum A in den vollkommenen 
Raum ju abbildet, vermittelt eine k-top. stetige Abbildung. Umgekehrt wird 
bereits jede k-stetige lineare Abbildung von A in pu durch eine Matriz erzeugt. 
U fiihrt ferner jede beschrinkte, schwach kompakte Menge in eine ebensolche tiber. 

Beweis. Nach KT., §8, Satz 2 gilt fiir x24, veu* stets v(Azx) = (vo A)z 
und die Abbildung s > Uz ist stetig im Sinne der schwachen Konvergenz. 
& fiihrt jede beschrinkte Menge M in eime ebensolche M’ iiber, denn ist 
jux| Sk(u) fiir jedes reM und ued*, so ist |v(Ax)| = |(oA)z| = k(vA) 
fiir jedes vep*. 
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Sei ferner M schwach kompakt. Durchliuft {3 eine Teilmenge von M’, 
so laBt sich aus den 3 eine schwach konvergente Teilfolge 3 auswihlen, 
deren Bikdfolge %3’ wieder schwach konvergent ist. Also ist M’ ebenfalls 
schwach kompakt. 


Ist weiter K eine beschrinkte, schwach kompakte Menge von Stellen 
p aus u* und ()g < ¢ die dazugehérige k-Umgebung von 0 in y, so ist die 
Umgebung (z),, <e in A, K’ die Bildmenge von K bei der Abbildung &’, 
nach dem vorigen eine k-Umgebung von o. Die Bildstellen Ux der Stellen 
aus (x), <e liegen offenbar in (yn) < ¢; & ist also k-top. stetig. 


Ist schlieBlich eine k-stetige lineare Abbildung gegeben, so schlieBt 
man mit Hilfe von § 2, Satz 2 wie in KT., §6, Satz 7, daB diese Abbildung 
durch eine Matrix erzeugt wird. 


Eine Matrix U, die A in yu iiberfiihrt, hei8t intakt, wenn sie eine schwache 
Homéomorphie, d.h. eine eineindeutige, umkehrbar schwach stetige Abbildung 
von ganz A auf ganz mu erzeugt. Gleichbedeutend damit ist nach KT., § 8, 
daB & eine eindeutige linke und rechte Reziproke besitzt. Als k-Homéo- 
morphie werde eine eineindeutige, umkehrbar k-stetige Abbildung von / auf 
ganz u bezeichnet. Nach Satz 1 sind Homéomorphie und k-Homéomorphie 
aquivalent, die Intaktheit von & kann also auch durch die k-Homéomorphie 
erklart werden. 


Definition 1. Eine Matrix U, die den vollkommenen Raum A in den 
vollkommenen Raum yu abbildet, heiBe k-top. nach unten beschrankt 
(n. u. b.), wenn die durch sie erzeugte Abbildung eineindeutig und umkehrbar 
stetig im Sinne der k-Topologie ist. 

Nach Satz 1 ist UM k-top. n. u. b., wenn es zu jeder k-Umgebung U (0) 
in A eine k-Umgebung V (0) in yu gibt, so daB « fiir alle Mx aus V (0) stets 
in U (0) liegt. 

Satz 2. Ist U k-top. n. u. 6., so ist der Bildraum U (A) von U k-top. ab- 
geschlossen. 

Beweis. Nach §3, Satz 3 geniigt es zu zeigen, daB die k-Haufungs- 
stelle 3 einer C.-F. von Mengen {M,} von Stellen Ux selbst die Gestalt Ux 
hat. Sei M* die Menge der Urbilder x der Stellen UxeM,. Da U k-top. 
n. u. b. ist, bilden die M* eine C.-F. in A. Diese besitzt nach § 3, Satz 2 aber 
eine k-Haufungsstelle x. Ux ist dann wegen der k-top. Stetigkeit von Y 
(Satz 1) k-Haufungsstelle aller M,, also Hiaufungsstelle der C.-F. {M,}. 

Satz 3. Ist U k-top. n. u. b., so ist UW’ (u*) = A*, d.h. die Gleichung 
vU = u ist fiir jedes ued* durch ein veu* lésbar. 

Dies la8t sich mit Hilfe von § 4, Satz 6 ganz nach dem Muster von K.3, 
§2, Satz 4 beweisen. Die Umkehrung von Satz 3 gilt fiir stark separable 
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metrische Riaume®), fiir beliebige vollkommene Raume ist dies aber 
noch ungeklart. 

Satz 4 (Alternatives Reziprokentheorem). & bilde den voll- 
kommenen Raum A in den vollkommenen Raum pu ab. Ist U k-top. n. u. b., 
so gilt: Entweder ist U intakt oder das transponierte homogene Gleichungssystem 
p& = o ist in u* lésbar. 

Beweis. Sei U k-top.n.u.b. y = (A) ist nach Satz 2 k-top. abge- 
schlossen. Ist »& = o unlésbar, so ist der Orthogonalraum von x gleich (0). 
Nach dem Orthogonalraumsatz (§4, Satz 4) ist also y = y = yu. Ferner 
ist nach Satz 3 UM’ (u*) = 2*. Nach H., §4, Satz 3°) ist dann & intakt. 

Satz 5 (Doppeltes Reziprokentheorem). & bilde den vollkommenen 
Raum A in den vollkommenen Raum py ab. & ist dann und nur dann intakt, 
wenn UA und UY’ k-top. n. u. b. sind. 

Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Nach Satz 3 folgt anderer- 
seits, daB H(A) = mw, A’ (u*) = A* ist, wenn A und WM’ k-top. n. u. b. sind. 
H., §4, Satz 3 ergibt wieder die Behauptung. 


8) Vgl. S. Kaczmarz u. H. Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen (Monografje 
Matematyezne VI), Warschau-Lwéw 1935, S. 33ff. 

%) Dieser Satz ist bei H. nur fiir Abbildungen & von A in sich bewiesen, gilt aber 
wOrtlich auch fiir den allgemeinen Fall. 


(Eingegangen am 20. 2. 1939.) 








Eine Bemerkung zu den verschiedenen Méglichkeiten, 
eine Zahl in einen Kettenbruch zu entwickeln*). 


Von 


Ott-Heinrich Keller in Berlin. 





Eine irrationale Zahl w l4Bt sich auf unendlich viele Weisen in einen 
Kettenbruch entwickeln. Es entsteht das Bediirfnis, Ubersicht iiber diese 
Fiille zu gewinnen. Tietze’) hat uns einen MaBstab gegeben, rascher und 
langsamer konvergierende Kettenbriiche zu unterscheiden. Vor allem sind 
die Kettenbriiche bemerkenswert, die in seinem Sinne am raschesten kon- 
vergieren (§ 1). Zu ihnen gehéren die beiden Hurwitzschen Kettenbriiche?). 


Andererseits hat Minkowski*) eine bestimmte Kettenbruchentwicklung 
untersucht, deren simtliche Naherungsbriiche méglichst gute Anndherungen 
an die dargestellte Zah] sind; er nannte sie den Diagonalkettenbruch. Tietze 
hat durch Beispiele gezeigt, daB er im allgemeinen nicht am raschesten 
konvergiert. Nun kann man aber durch gewisse Transformationen aus 
dem Diagonalkettenbruch noch weitere Kettenbriiche erhalten, deren 
Naherungsbriiche denselben scharfen Anforderungen hinsichtlich Annaherung 
der dargestellten Zahl geniigen, wie der Diagonalkettenbruch (§ 2). Solche 
Kettenbriiche wollen wir engste Kettenbriiche nennen. (Sie schmiegen sich 
besonders eng an die dargestellte Zahl an.) Die raschesten Kettenbriiche sind 
im allgemeinen keine engsten, auch die Hurwitzschen nicht. 


Es gibt zu einer Zahl w im allgemeinen unendlich viele rascheste und 
unendlich viele engste Kettenbriiche. Die vorliegende Arbeit soll sich mit 
der Frage beschaftigen, ob es nicht zu jeder Zahl w Kettenbriiche gibt, die 
zugleich rascheste und engste sind. Diese Frage ist zu bejahen (§ 4), und 
zwar gibt es im allgemeinen wieder unendlich viele Kettenbriiche mit 
beiden Eigenschaften. 


In §3 soll einiges iiber Diagonalkettenbriiche gesagt werden, u. a. soll 
neu bewiesen werden, daB die Diagonalkettenbruchentwicklung einer qua- 
dratischen Irrationalitaét periodisch ist. 


*) Herrn Prof. Dr. C. L. Siegel zum 40. Geburtstag. 
1) Mh. Math. Phys. 24 (1913), S. 209. 

2) Acta math. 12 (1889), S. 367, Werke II, S. 84. 
3) Math. Annalen 54 (1901), S.91, Werke I, S. 320. 
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Bezeichnungen. 


Zum Vergleich seien ein fiir allemal nur halbregelmaéBige Kettenbriiche 
zugelassen, d. h. Kettenbriiche der Form 


&,a,+ 2 








ate “s 


wobei die Teilnenner a, ganze positive aha die Teilzihler e; = +1 und 
die Teilreste kleiner sind als 1. 
(Die Zusammenstellung 


sei also verboten.) 
Gelegentlich wollen wir auch die Schreibweise 
(2.2.9...) 
GS @ 4G 
verwenden. Perioden seien durch einen dariibergezogenen Querstrich an- 
gedeutet. 
Bricht man den Kettenbruch mit a, ab, so erhalt man den n-ten Ndherungs- 


bruch —* ee. Fiir das Folgende empfiehlt sich die Ausdrucksweise, er sei in dem 


in Rede stehenden Kettenbruch enthalten und gehére zu dem ersten wegge- 
lassenen Teilnenner a, , ;. 

Der wichtigste Kettenbruch ist der gewdhnliche, dessen Teilzahler simtlich 
+ 1 sind. Seine Teilnenner wollen wir mit g,, ihre Folge mit F bezeichnen. 
Die Zahl w denken wir uns durch ihren gewdhnlichen Kettenbruch gegeben. 


$1. 
Rascheste Kettenbriiche. 


Wir wollen hier die fiir uns wichtigen Ergebnisse der Tietzeschen Arbeit 
zusammenstellen. 

Um sagen zu kénnen, ein Kettenbruch konvergiere rascher als ein anderer, 
miissen wir ein GeschwindigkeitsmaB haben. Dieses liefert uns der Ketten- 
bruch von Vahlen‘*), der dadurch eindeutig bestimmt ist, daB seine simtlichen 
Teilreste nicht kleiner sind als 4. Saimtliche Naherungsbriiche aller halbregel- 
maBigen Kettenbriiche fiir w sind in dem Vahlenschen Kettenbruch enthalten. 
Der Index, den ein Naherungsbruch im Vahlenschen Kettenbruch tragt, 
heiBe seine Ordnungszahl. 

Stellen zwei Kettenbriiche K, und K, dieselbe Zahl w dar und sind die 
Ordnungszahlen aller Naherungsbriiche von K, von einer bestimmten Stelle 


*) Journ. f. Math. 115 (1895), S. 221. 
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an gréBer als die Ordnungszahlen der Naherungsbriiche von K, mit demselben 
Index, so heiBe K, rascher als Ky. 

In diesem Sinne gibt es fiir jedes wrascheste und langsamste Kettenbriiche. 
Der langsamste ist der Vahlensche. Denn jeder andere Kettenbruch la8t 
mindestens einen Naherungsbruch des Vahlenschen aus; von dieser Stelle 
an sind die Indizes seiner Naherungsbriiche kleiner als ihre Ordnungszahlen. 

Ein Kettenbruch ist nach Tietze dann und nur dann ein raschester, 
wenn alle Teilreste kleiner sind als } (V5 — 1). — Fiir eine Zahl w gibt es im 
allgemeinen mehrere, ja sogar unendlich viele rascheste Kettenbriiche. — 
Sie unterscheiden sich vom gewéhnlichen Kettenbruch héchstens dort, wo 
die Teilnenner 1 oder 2 sind. Die Umrechnung geschieht mit Hilfe der Iden- 
titaten: 








1 1 

” wie Para tT. 
rr 

(2) a, ++ =a+1—-+| 
T+ a? a ees: ee 


Nach Anwendung von (1) sind die Naherungsbriiche des neuen Kettenbruches 
dieselben wie die des alten; nur der zu a, , , = 1 gehérige Naherungsbruch 
ist im neuen Kettenbruch nicht mehr enthalten, und es ist auch kein anderer 
Bruch an seine Stelle getreten. Wir sagen, wir haben diesen Naherungsbruch 
geléscht. Durch das Léschen werden die Indizes der spiteren Naherungs- 
briiche um 1 verkleinert; jeder Index i > n wird jetzt von einem Naherungs- 
bruch von héherer Ordnungszahl getragen als vorher. Durch das Léschen 
eines Naherungsbruches wird also der Kettenbruch rascher gemacht. In einem 
raschesten Kettenbruch darf sich kein Naherungsbruch mehr léschen lassen; 
es darf daher kein Teilnenner gleich 1 sein. Wir haben jetzt zwei Fille zu 
unterscheiden: 

1, Steht in F eine wngerade Anzahl 2 » + 1 von 1-en unmittelbar hinter- 
einander, so sind die zur 1-ten, 3-ten, . . ., (2 » + 1)-ten 1 gehérigen Naherungs- 
briiche zu léschen, wenn man einen kiirzesten Kettenbruch aufstellen will. 

2. Steht in F eine gerade Anzahl 2¥ von l-en unmittelbar hinter- 
einander, so hat man sich eine Zahl 9 mit 0 S 9 S vy zu wihlen und den 
zur l-ten, 3-ten, ..., (2 @ — 1)-ten, (2 o + 2)-ten, ..., 2»ten 1 gehérigen 
Naherungsbruch zu léschen, wenn man einen raschesten Kettenbruch auf- 
stellen will. (Aussagen iiber die (— 1)-te 1 und vorhergehende 1-en oder die 
(2 v + 2)-te 1 und folgende 1-en bedeuten dabei nichts.) Durch verschiedene 
Wahl von og kénnen wir dabei zu » + 1 verschiedenen raschesten Kettenbriichen 
gelangen. 
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Durch Anwendung der Identitat (2) kommt man zu einem ebenso raschen 
Kettenbruch. Es tritt dabei ein neuer Naherungsbruch auf, der in dem gewéhn- 
Jichen Kettenbruch nicht enthalten war. Wenn es nur darauf ankommt, 
zu trgendeinem raschesten Kettenbruch zu gelangen, reichen also Um- 
formungen mit Hilfe von (1) aus. Liegt dann dieser eine rascheste Kettenbruch 
vor, so hat man zur Gewinnung anderer raschester Kettenbriiche bei jedem 
Teilnenner 2 die Wahl, die Identitat (2) anzuwenden oder nicht. Es wird 
sich itibrigens zeigen (§ 4), daB wir fiir unsere Zwecke diese Wahl immer gegen 
die Anwendung von (2) treffen miissen. 


§ 2. 
Engste Kettenbriiche. 


Wir wollen uns nun dariiber klar werden, was wir unter Kettenbriichen 
verstehen wollen, deren sémtliche Naherungsbriiche die dargestellte Zahl méglichst 
gut anniihern. Als ein MaB fiir die Giite der Anniherung von w durch den 


Bruch =, als ,,Anndiherungsmaf‘‘, wollen wir die Zahl 4 ansehen, die durch 


- = 0 = ig bestimmt ist. Ein Kettenbruch habe die Enge A, wenn simt- 


liche Naherungsbriiche mindestens das AnnaherungsmaB A haben. Grace‘) 
hat gezeigt, daB es zu jeder Zahl w einen Kettenbruch der Enge 2 gibt, aber 
nicht zu jeder Zahl einen Kettenbruch einer vorgeschriebenen Enge 4 > 2. 
Die Enge 2 ist das auBerste, was man allgemein fordern darf. Einen Ketten- 
bruch der Enge 2 wollen wir einen engsten Kettenbruch nennen. 

Wir wollen einen Bruch einen Engwert fiir die Zahl w nennen, wenn sein 
AnniherungsmaB mindestens 2 ist, wenn er also als Naherungsbruch eines 
engsten Kettenbruches in Frage kommt. 

Uber das Verhiltnis der engsten Kettenbriiche zum Diagonalkettenbruch 
soll im nachsten Paragraphen noch ein Wort gesagt werden. 

Wenn wir feststellen wollen, ob der zu einem bestimmten Teilnenner 
gehérige Naherungsbruch ein Engwert ist oder nicht, miissen wir ihn zu- 
naichst ausrechnen, was um so miihsamer wird, je gréBer der Index ist. Dann 
miissen wir ihn mit w vergleichen. Da die Differenz rasch sehr klein wird, 
miissen wir sehr genau rechnen, z. B. wird man bei quadratischen Irrationali- 
taten die Norm bilden und exakt rechnen. Diese Rechenvorschrift ist so 
unhandlich, da8 wir bei den spiteren Beweisen damit nicht durchkommen 
wiirden und uns daher nach Regeln umsehen miissen, die uns gestatten, aus 
der Folge der Teilnenner unmittelbar abzulesen, wo ein Engwert zu erwarten 


5) Proc. London Math. Soc. (2) 17 (1919), S. 247. 
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ist und wo nicht. Das wesentliche Hilfsmittel ist dazu die Formel von Grace: 
Das Annaherungsma8 von & ist 


(3) 4, @ Gs, > 2 — + ttt 
sate “* 
&9 


Diese Formel wenden wir auf den zu g, , , gehérigen Nuherungsbruch des ge- 
wohnlichen Kettenbruchs an. 

1. Ist g,,, von 1 verschieden, so ist 4, > 2. Uberall, wo der nachste 
Teilnenner nicht 1 ist, ist der Naherungsbruch ein Engwert. 

2. Es sei g,,, = 1. 

2a. Diese 1 stehe in F fiir sich, also g, => 2 und g,,, = 2. Daw irrational 
ist, bricht der erste von den beiden Kettenbriichen in (3) nicht ab und ist 
kleiner als 4, und der zweite ist héchstens }; also ist 4, <2. Der zugehérige 
Naherungsbruch ist dann kein Engwert*). 

2b. Die 1 stehe in F zwischen zwei anderen l-en: g, = 9n41 = Jna2 = 1. 
Dann sind die beiden Kettenbriiche in (3) gréBer als 3, und A, > 2. Der 
zugehérige Naherungsbruch ist dann ein Engwert. 

2c. Die 1 stehe in F am Anfang einer Reihe von 1-en; dann benutzen 
wir die Identitat 














1 1 
/_7"— =§T—1° 
ee ae Se 
ae Ne nisth)-.. 
In+3° 
Dann wird 
1 1 
A. = 2— + 
” ngs th. 0,++ 
In—1 
und A, = 2, je nachdem 
; 1 1 
@.43¢+ 04+——— $ a. +). 
Gn “— *, In —g§ e 
: e. 2 , , 1 
6) In dem rationalen Kettenbruch 3=—j ist hingegen 5 sehr wohl 
2+ —— 
1+ 3 
ein Engwert. 
7) Es ist immer leicht zu entscheiden, welcher von zwei gewohnlichen Kettenbriichen 
1 1 
Kk, = 4+—— und K, = b+5-— 
s ‘# 


groBer ist als der andere. Man braucht dazu nur den ersten Index n aufzusuchen, 


fir den a, + b,, etwa a, > 6,. Dann ist K, > K,, je nachdem n gerade oder unge- 
rade ist. 
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2d. Die 1 stehe in F am Ende einer Reihe von l-en. Dann benutzen wir 
die Identitat 








l l 
a ee = G-3 4 8-S-5 
—? ade 
1+ ———_—- n+a - 
In+2° 
und es wird 
a=s+ . an i : 
ees. G++ —— 
n—2°- 


also ist A, = 2, je nachdem 


6nc't 84 Baa te. 
Gn—2°- Inis’- 
Wir sehen also, dag 
1. 2% einem von 1 verschiedenen Teilnenner stets 
2a zu einer einzelnen 1 nie 
2b zu einer 1, die zwischen zwei anderen 1-en steht, immer 
2c, d zu einer 1, die am Anfang oder am Ende einer Reihe von 1-en steht, 
-clleich 
ein Engwert als Naherungswert gehért. 


§ 3. 
Diagonalkettenbriiche. 


Nach Minkowski lassen sich die Engwerte nach abnehmender GréBe von 
™ = |p —qq| ordnen. In dieser Anordnung lassen sie sich als Folge der 
Naherungsbriiche eines bestimmten Kettenbruches auffassen; diesen nannte 
Minkowski den Diagonalkettenbruch. Die Naherungsbriiche jedes engsten 
Kettenbruches sind demnach im Diagonalkettenbruch enthalten; er ist der 
langsamste unter den engsten Kettenbriichen. 

Minkowski zeigte, daB die Naiherungsbriiche des Diagonalkettenbruches 
im gewohnlichen Kettenbruch enthalten sind, und gab an, wie man den ge- 
wohnlichen aus dem Diagonalkettenbruch entwickeln kann. Die umgekehrte 
Aufgabe, den Diagonalkettenbruch aus dem gewoéhnlichen zu entwickeln, 
ist durch die Regeln des § 2 gelést: wir haben festzustellen, welche Naherungs- 
werte Engwerte sind, und diejenigen zu léschen, die es nicht sind. 

Es fallt auf, daB von den zu einer lingeren Reihe von 1l-en gehérigen 
Naherungsbriichen héchstens der erste und der letzte geléscht werden kann. 
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Minkowski zeigte, daB der Diagonalkettenbruch einer quadratischen 
Irrationalitat periodisch ist. Er muBte dabei auf die Endlichkeit der Anzahl 
der reduzierten Formen in einer Klasse indefiniter binarer quadratischer 
Formen zuriickgehen. Da wir aber die Beziehung zum gewohnlichen Ketten- 
bruch hergestellt haben und fiir diesen die Periodizitét bekannt ist, kénnen 
wir den Beweis erheblich kiirzer fiihren. 

Die Lange einer Periode des gewéhnlichen Kettenbruches fiir w sei k, 
die der Vorperiode sei v. Wir sagen, Teilnenner oder Naherungsbriiche ent- 
sprechen einander, wenn ihre Indizes sich um ganze Vielfache von k unter- 
scheiden und gréBer sind als v; entsprechende Teilnenner sind nach Voraus- 
setzung gleich. Die Periodizitét des gewdhnlichen Kettenbruches kénnte 
beim Ubergang zum Diagonalkettenbruch nur dann zerstért werden, wenn 
entsprechende Naherungsbriiche beim Léschen verschieden behandelt wiirden. 
Die Regeln 1, 2a, 2b des §2 liefern fiir entsprechende Naherungsbriiche 
sicher die gleiche Entscheidung, denn diese Entscheidung wird nur durch 
die zugehérigen Teilnenner und die unmittelbar vorangehenden und folgenden 
bestimmt, und entsprechende Teilnenner sind ja gleich. Es bleibt zu zeigen, 
da8 auch die Regeln 2c und 2d fiir entsprechende Naherungsbriiche schlieB- 
lich die gleiche Entscheidung liefern. 

Es stehe also in F eine 1 etwa am Anfang einer Reihe von l-en, und zwar 
sei ihr Index n+1=2k-+v-+2. Die beiden Kettenbriiche, die wir nach 
der Regel 2c miteinander zu vergleichen haben, sind 

K, a 1 ; 1 
In¢3 tit 


Inta’-. 


und K,= 





1 

9, + — 

Sie sind spitestens im k-ten Teilnenner voneinander verschieden; denn nach 
Voraussetzung ist g, = gn_x, aber gn4g +1 = Oni nag +1 + Inns Die 
Entscheidung dariiber, welcher der gréBere ist, fallt spitestens beim k-ten Teil- 
nenner, und dann fiir entsprechende Niherungsbriiche in der gleichen Weise. 
Eine Ausnahme kénnen dabei héchstens die Naherungsbriiche der ersten 
Periode bilden. — Dieselbe Schlu8weise kénnen wir anwenden, wenn die 1 


am Ende einer Reihe von l-en steht. Diagonalkettenbriiche sind also periodisch, 
So ist der gewéhnliche Kettenbruch von w at 
w = (0, 3, 1, 1,2,...) 
rein periodisch. Der Diagonalkettenbruch 





FF - 
w = (0,3, 1,1, 2,4,2,...) 


hat eine dreigliedrige Vorperiode, da die auf die 3 in F folgende 1 in allen 
Perioden zu léschen ist, nur in der ersten nicht. 
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§ 4. 


Beste Kettenbriiche. 


Ein Kettenbruch, der zugleich ein engster und ein raschester ist, heiBe 
ein bester Kettenbruch. Wir wollen zeigen, daB es zu jeder Zah] w mindestens 
einen besten Kettenbruch gibt. 

Zur Umrechnung eines gewéhnlichen Kettenbruches in einen besten 
diirfen wir von der Identitaét (2) des §1 keinen Gebrauch machen; denn da- 
durch bekimen wir Naherungsbriiche, die im gewéhnlichen Kettenbruch nicht 
enthalten und daher sicher keine Engwerte sind. 

Wir sind also auf Umformungen mit Hilfe der Identitat (1) allein ange- 
wiesen. In § | haben wir gesehen, da8 wir tatsichlich allein mit Hilfe von (1) 
vom gewoéhnlichen zu einem raschesten Kettenbruch kommen kénnen und 
da& wir dabei noch mehrere Méglichkeiten zur Auswahl haben. Wir wollen 
uns jetzt davon iiberzeugen, da8 wir diese Auswahl so treffen kénnen, daB 
dabei u.a. alle die Naherungsbriiche geléscht werden, die keine Engwerte 
sind. Jeder solche Naherungsbruch gehért zu einem Teilnenner 1. Wir unter- 
scheiden drei Fille: 


1. Steht in F eine ungerade Anzahl 2 vy + 1 von 1-en hintereinander, so 
sind nach § 1 die zur 1-ten, 3-ten, ..., (2 » + 1)-ten 1 gehérigen Naherungs- 
briiche zu léschen, also sicher die zur ersten und letzten 1 gehérigen, die allein 
méglicherweise keine Engwerte sind. 

2. Steht in F eine gerade Anzahl 2 vy > 4 von 1-en hintereinander, so wihlen 
wir 0 < o < vund léschen den zur 1-ten, 3-ten, ..., (2 @ — 1)-ten, (2 @ + 2)-ten, 

., 2 »-ten 1 gehérigen Naherungsbruch, unter denen sich dann wieder die 
beiden gefahrlichen, zur ersten und letzten 1 gehérigen Naherungsbriiche 
befinden. Es gibt jedoch rascheste Kettenbriiche (nimlich die durch die 
Wahl von o = 0 oder 9 = » entstehenden), in denen die gefahrlichen Nahe- 
rungsbriiche nicht geléscht sind und die daher nicht notwendig engste Ketten- 
briiche sind. 

3. In F stehen zwei l-en hintereinander; es sei g, + 1, 9,41 = 9na2 = 1, 
§nag #1. Nach § 2 ist dann sicher 


A, > 2, wenn gn43g +1 > gn, 
Anes > 2, wenn 9, +1> 9n+2- 
Von diesen beiden Ungleichungen ist mindestens eine richtig. Einer der beiden 


fraglichen Naherungsbriiche ist demnach ein Engwert, und den anderen 
kénnen wir léschen. 


Damit sind alle Méglichkeiten aufgezahlt, wie eine 1 in F stehen kann. 
Wir kénnen in allen Fiillen dadurch vom gewéhnlichen zu einem raschesten 
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Kettenbruch kommen, daB wir unter anderen alle die Naherungsbriiche léschen, 
die keine Enqwerte sind, und kénnen behaupten: 

Zu jeder Zahl w gibt es mindestens einen besten Kettenbruch. 

Die beiden Hurwitzschen Kettenbriiche, die wir bekommen, wenn wir 
in 2. durchweg @ = 0 oder durchweg @ = » wihlen, sind wohl rascheste, aber 
im allgemeinen keine engsten Kettenbriiche. 

Der Diagonalkettenbruch ist wohl ein engster, aber im allgemeinen kein 
raschester Kettenbruch. 

Wir wollen uns die Verhiltnisse einmal am Beispiel der Zahl 


-—=poe FO suschen und den gewohnlichen Kettenbruch G, den 


Diagonalkettenbruch D, die beiden Hurwitzschen Kettenbriiche H, und H, 
und zwei von den unendlich vielen besten Kettenbriichen B, und B, in 
einer Tabelle zusammenstellen. 





























Name Kettenbruch Folge der Naherungsbriiche 
. Feveatrs )| LL 2S 6 63 

(. cae es © TTtT7Ti fe # aR: 
+—-+t+++t+-— 1 2 3 5 13 

» le ee 1, 1, 2, 5, ) 2 F ee 7 ee 
+--- l 3 8 18 

a, lo 4, 3, 3, 2, ) °* Zz * 2.°.8 28°" 
++=-<-- pa 2 5 13 

Ay (0, 3 2,3, , 4, ) Be Fa? eh Beer 
‘+ a ae ae a 1 35 13 

* ttt h ) 7 *. Gm Fale 
—- x 1 2 5 13 

a (atakaa. ) Ss a ae 

















Der Diagonalkettenbruch ist kein raschester, weil er noch Teilnenner 1 
enthalt; die Hurwitzschen Kettenbriiche sind keine engsten, weil } und ;& 
keine Engwerte sind. 


(Eingegangen am 23. 12. 1938.) 








Zum Hilbertschen Irreduzibilititssatz. 
Von 


M. Eichler in Gottingen. 


Im folgenden liefere ich einen neuen Beweis fiir den bekannten Satz: 

Es bezewchne f (x, y) evn absolut irreduzibles Polynom in zwei Verdnderlichen x 
und y mit Koeffizienten aus einem algebraischen Zahlkérper k. Dann kann man 
fiir x unendlich viele Zahlen a aus k so einsetzen, daf f (a, y) als Polynom in y 
in k irreduzibel ist. 

Dieser Satz enthalt einen wesentlichen Teil des allgemeineren Irre- 
duzibilitaétssatzes von Hilbert. Seine hier gegebene Begriindung verliuft ganz 
im Bereiche der Begriffe, die in der arithmetischen Theorie der algebraischen 
Zahl- und Funktionenkérper iiblich sind, und scheint daher der Bedeutung 
des genannten Theorems angemessener zu sein als friihere. 

Der leitende Gedanke ist der folgende : bezeichnet K den durch / (z, y) = 0 
iiber k definierten algebraischen Funktionenkérper, so hat man in k(z) 
unendlich viele Primdivisoren ¥ ersten Grades, namlich die Zahlerdivisoren 
von Funktionen z — a mit a aus k, zu finden, die in K Primdivisoren bleiben. 
Ein solcher Primdivisor X¥ bildet K = k(z, y) auf eine algebraische Er- 
weiterung n-ten Grades ab, wenn m ten Grad von /(z, y) in y bezeichnet. 
Ist z =a(mod X) mit a aus k, so geniigt die Restklasse yX von 
y mod & in k der Gleichung / (a, y¥) = 0, die in y¥ den Grad n hat und 
in k irreduzibel sein muB, weil yX iiber k vom Grade n ist. 

Man erkennt unmittelbar, daB es hinreicht, die Primdivisoren ¥ so zu 
bestimmen, daB sie in.der kleinsten K enthaltenden galoisschen Erweiterung 
von k (x) Primdivisoren bleiben. Daher beschrinkt es die Allgemeinheit nicht, 
gleich von vornherein K = k(z, y) als galoissch iiber k(x) vorauszusetzen. 

Zur Konstruktion solcher Primdivisoren ¥ werden zunichst zwei Hilfs- 
siitze hergeleitet; auf den ersten hat Herr Hasse gelegentlich in seinem 
Seminar in einem anderen Zusammenhang hingewiesen *). 

Hilfssatz 1. f(z, y) sei ein absolut irreduzibles Polynom mit Ko- 
effizienten in k. Ersetzt man die Koeffizienten von f(z, y) durch ihre Rest- 
klassen mod einem Primideal p aus k, so ist, von héchstens endlich vielen p 
abgesehen, das entstehende Polynom iiber dem Restklassenkérper kp von 
k mod p ebenfalls absolut irreduzibel. Oder kurz: f(z, y) ist mod p absolut 
irreduzibel. 

*) Zusatz bei der Korrektur: Wie ich nachtraglich erfahre, ist dieser Hilfesatz 
auch Herrn Deuring seit einiger Zeit bekannt. 
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Beweis. Es sei K = k(z, y) der durch {(z, y) = 0 iiber k definierte 
algebraische Funktionenkérper. Voraussetzung und Behauptung bleiben 
ungedndert, wenn man den Konstantenkérper k von K durch eine beliebige 
endliche algebraische Erweiterung ersetzt. Man darf daher ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit die Existenz eines in Zahler und Nenner von z und y nicht 
aufgehenden Primdivisors % ersten Grades in K voraussetzen. 

z, sei eine nicht konstante Funktion aus K, deren Nenner eine Potenz 
von § ist, und y, sei eine solche Funktion, daB K = k (z,, y,) ist. Der Nenner 
von y; sei $* PP Py? ..., wobei die PB, von P verschiedene Primdivisoren 
sind. Da stets eine endliche algebraische Konstantenerweiterung gestattet ist, 
darf man voraussetzen, daB die 3, Primdivisoren ersten Grades sind. Dann 
enthalt der Konstantenkérper Zahlen 6, mit x, = 6, (mod $,), und K wird 
auch durch z, und y; = y; (z, — 6,)"' (x, — b,)*... erzeugt. y; hat als 
Nenner eine Potenz von $. Es darf angenommen werden, da bereits y, 
eine Potenz von $ als Nenner hat. 

R,, R,, ... seien alle in den Zahlern von z, und y, aufgehenden Prim- 
divisoren und 3 der Integritiétsbereich in K, dessen Funktionen Potenz- 
produkte der ®, als genaue Nenner haben. Ist z, ee Funktion in 3, in deren 
Nenner saémtliche ®, wirklich auftreten, so ist J von dem Integrititsbereich 
k [z,] der Polynome in z, ganz algebraisch abhangig und besitzt beziiglich k [z)] 
eine Basis z, = 1, Zg,..., 2m. Zwischen den z, besteht ein System von Relationen 
(1) 2j2_ = ZL Mi 5x (2) 2s (i,j,k = 1,..., m), 
mit Polynomen m, ;, (9) in 2. Durch (1) wird 3 als ein kommutativer Ring 
hyperkomplexer Zahlen dargestellt. Ich schlieBe nun zunichst alle die 
Primideale p aus k von den folgenden Betrachtungen aus, die in den Nennern 
der Koeffizienten der m,,, (2) aufgehen. k, sei der Integritatsbereich aller 
Zahlen aus k, die p nicht im Nenner haben. Dann wird durch das Multipli- 
kationsschema (1) iiber k, [z)] ein hyperkomplexer kommutativer Ring 3, 
erzeugt. Ich schlieBe weiterhin alle diejenigen p aus, die in der Diskriminante 
von 3, beziiglich k, [z,] aufgehen. Fiir die iibrigen p gilt das Folgende: be- 
zeichnet kp den Restklassenkérper von k mod p und ersetzt man in (1) die 
Koeffizienten der m, ,, (29) durch ihre Restklassen mod p, so definiert (1) iiber 
dem Polynombereich kp [2] einen halbeinfachen hyperkomplexen Ring 

Ip =3p, + In+..., 
welcher ebenso wie seine direkten Summanden 3p, ein homomorphes Bild 
von 3, ist. 

Dem oben genannten Primdivisor $3 entspricht eindeutig ein Primideal 3 oP 
in J; es hat iiber k [z)] eine Basis p,,..., Pm, und fiir diese besteht analog 
zu (1) ein System von Relationen 


Py = J Ni 5x (2%) Pa, (i, 9, & = Epon m), 
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mit Polynomen %,,;, (2) in 2. Ich schlieBe jetzt weiterhin alle die p aus, 
die in den Nennern der Koeffizienten der n,;,(z)) aufgehen. Fiir die iibrigen p 
sind die Durchschnitte J, ~ Jo Ideale in den 3,, und bei den Homomor- 
phismen 3, > Jp und 3, > Ip, gehen die J, ~JoP in Ideale JoPp und 
Jo Pp, von Ip und Jp, iiber. 

Die Norm von 3o beziiglich k[z,] hat die Form k [29] (az) + 5), weil B 
ein Primdivisor ersten Grades ist. Das Produkt der Normen der Ideale Jo Pp, 
beziiglich kp [z,] ist gleich der Norm von Jo fp beziiglich kp [z,], und diese 
ist dem Hauptideal (az, + 6) mod p kongruent. Von den in a aufgehenden p 
abgesehen, mu8 also genau eins der Ideale JoPp,, etwa JoPp,, eine nicht 
konstante, d.h. von 2 abhingige Norm haben. Sie mu8 in z vom ersten 
Grade sein, also entspricht dem Ideal JoPp, im Quotientenkérper Kp, von 
3p, ein Primdivisor Pp, vom ersten Grade. 

Der Homomorphismus 3, — 3p, la8t sich auf genau eine Weise zu einem 
Homomorphismus K + Kp, der Quotientenkérper fortsetzen. Bilder von 
Elementen w und Divisoren Y8 aus K bei diesem Homomorphismus bezeichne 


ich mit wp, und Wp,. = und y liegen ihrer Definition gem&8 in 3, und man 
1 1 
erkennt sofort, daB sie, von héchstens endlich vielen p abgesehen, sogar in 3, 


liegen und daB, ebenfalls von héchstens endlich vielen p abgesehen, —P, + 0, 
1 
Ps + 0 ist. Dann existieren z,p, und y,p, in Kp,. Sind P? und Pe die 
1 


Nenner von 2, und y,, so sind (P$p,)? und (Pp,)* die Nenner von z,p, 


und y,p,, was man aus den Idealzerlegungen 3- = (JoP), 3- = (JoP)!, 


IEP = (JoPp,)’, Sip =(JoPp,)’ entnimmt. Zwischen z, und y, 
bestehe die absolut irreduzible Gleichung /, (z,, y,) = 0 in k, und zwischen 
Zp, und y,p, bestehe die absolut irreduzible Gleichung /,p (2, p,, y,p,) = 0 
in kp. f,(2,y,) ist modp durch /,p(z,,y,) teilbar, weil Kp, = 
kp(Z,P,, ¥,P,) ein homomorphes Bild von K = k (z,, y,) ist. Die Grade von 
fy (2, y1) und f,p(2,P, ¥1P;) in Z,, y, und Zp, y,P, sind aber gleich 
den Graden der Nenner von 2,, y, und 2,p,, ¥,;P,, und da die Nenner 
von z, und z,p, bzw. y, und y,p, gleiche Grade haben, gilt 


fx (2, ¥x) = f1P (2, yi) (mod p). 


Also ist f, (2, y,) mod p absolut irreduzibel. 

Hiermit ist die absolute Irreduzibilitét mod p einer geeigneten K de- 
finierenden Gleichung fiir alle p bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen 
nachgewiesen. Darauf griindet sich der Beweis des Hilfssatzes 1. Es seien 8 
und &, der Integritatsbereich der ganzen rationalen Funktionen in z, und y, 
und der Integritaétsbereich der ganzen rationalen Funktionen in z, und y, 
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mit Koeffizienten, deren Nenner zu p prim sind. | Unter p wird stets ein solches 


Primideal verstanden, fiir welches /, (z,, y,) mod p absolut irreduzibel ist. Es 
8el 


oud, y= SZ, (3,8) = (3M) =1. 


Da $ voraussetzungsgemAB nicht in 3N 3’ N' aufgeht, entsprechen 3, NR, 3’, R’ 
ganze Ideale Ro3, KoN, KRoZ’, KoM' in K mit 


Ko3 + KN = Ko3’ + KRoM = K. 


Von héchstens endlich vielen p abgesehen, sind R,> Ke 3, Ky VKR, KR A Ke 3’, 
R, 0 Ko Ideale in K, mit 


Ry KOZ + KOKM = KO KO3’ + KY VK = K,, 


und bei den Homomorphismen K — Kp, gehen diese Ideale in ganze Ideale 
KoZp,, KoMp,, Ko3’p,, KRoN'p aus Kp, mit 


KRoZBp, + KoMp, = KoZ’p, + KM’ p, = Kp, 


iiber, welchen wiederum ganze Divisoren 3p,, Np,, 3’p,, R'p, in Kp, 
entsprechen. Weil /, (z,, y,) mod p absolut irreduzibel ist, sind die Normen 
der Ideale Ro3, KoM, KoZ’, KRoM und Ko3Zp,, KoMp,, Ko3’p,, 
KoMRM p, beziiglich k [z,] bzw. kp [z,p,] eimander mod p kongruente 
Polynome in z, bzw. z,p,, deren Grade die Grade der Divisoren 3, R, 3’, 
MN und 3p,, Np,, 3’ p;, R'p, angeben. SchlieBt man noch diejenigen p 
aus, welche die Koeffizienten der héchsten Potenzen von 2, teilen, so 


haben 3, N, 3’, NR’ und 3p,, Rp,, 3’ p,, R'p, beziiglich die gleichen 
Grade. Es ist 


(3P1, Np) = (3’P1, N' p,) = ] 
und 


zp, => 22, yp, = 7. 

Also die Nenner von zp, und yp, haben die gleichen Grade wie die von z 
und y, und hieraus folgt, wie oben fiir /, (7,, y,), daB f(z, y) mod p absolut 
irreduzibel ist, wie zu beweisen war. 

Es sei jetzt S = k(z,z) ein Unterkérper von K = k(z, y); z geniige 
in k der absolut irreduziblen Gleichung g (xz, z) = 0. Bis auf endlich viele p, 
von denen von jetzt ab durchweg abgesehen wird, sind nach Hilfssatz 1 
sowohl f(z, y) wie g(z,z) mod p absolut irreduzibel. Ersetzt man die Ko- 
effizienten von f (x, y) und g (z, z) durch ihre Restklassen mod p, so definieren 
f(z, y) = 0 und g(z,z) = 0 iiber dem Restklassenkérper kp von k mod p 
mit K und S homomorphe Funktionenkérper Kp und Sp, und Sp ist ein 
Unterkérper von Kp. Die Grade (K:S) und (Kp: Sp) sind gleich. 


Mathematische Annalen. 116. 49 
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Hilfssatz 2. Ist K iiber S zyklisch, so gibt es unendlich viele p derart, 
da8B Sp einen Primdivisor Bp ersten Grades enthalt, der in Kp ein Prim- 
divisor bleibt und der im Nenner von zp und in der Diskriminante einer 
Ganzheitsbasis von Kp beziiglich kp [xp] nicht aufgeht. 

Beweis. Es sei (K:S) =n. Man adjungiere zu dem Konstanten- 
kérper k von K und S zunichst eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ und be- 
trachte K (¢) iiber S(¢). Wird ein Primideal q aus k(¢) so gewahlt, daB 
f(x, y) und g (x, z) mod q absolut irreduzibel sind, so ist auch K (¢) q iiber 
S(¢)p zyklisch vom Grade n, und der Konstantenkérper k(¢)q dieser 
Funktionenkérper enthilt die n-ten Einheitswurzeln. Nach bekannten 
Schliissen aus der arithmetischen und analytischen Zahlentheorie der alge- 
braischen Funktionenkérper mit endlichem Konstantenkérper') steht die 
Existenz unendlich vieler Primdivisoren in S (¢) q fest, die in K (¢) p Prim- 
divisoren bleiben. Es sei 8’ q ein solcher, der nicht im Nenner von xq und nieht 
in der Diskriminante einer Ganzheitsbasis von K (¢) q beziiglich k (¢) q [xq] 
aufgeht. tq sei eine Funktion aus S (¢) q, deren Zahler genau einmal durch 
¥%’ q teilbar ist, und ¢ eine Funktion aus S (¢), die bei dem Homomorphismus 
S(¢) +8 (¢) q auf tq abgebildet wird. Q,Q,... sei eine Zerlegung des 
Zahlers von ¢ in Primdivisoren aus S(¢). Da B’q genau einmal im Zahler 
von tq aufgehen sollte, geht $’q genau in einem der Q,q, etwa in Q,q, genau 
einmal auf. Weil ’q in K (¢) q ein Primdivisor bleiben sollte, kann jetzt Q,q 
nicht die Norm eines Divisors aus einem Kérper zwischen K (¢) q und S(f)q 
sein, folglich ist auch Q, nicht die Norm eines Divisors aus einem zwischen 
K (¢) und S (¢) gelegenen K6rper, und dann ist Q, ein Primdivisor in K (¢). 
Ist r der Grad von Q, in S(f), so hat Q, in K (¢) den Grad r-n. Durch 
Adjunktion einer geeigneten algebraischen GréBe # vom Grade r iiber k (¢) 
kann erreicht werden, daB Q, in S (¢, #) durch einen Primdivisor $ ersten 
Grades teilbar ist. 8 ist in K (¢, #) ein Divisor vom Grade n, und zwar ein 
Primdivisor, weil zur Abspaltung eines Primdivisors von Q, in K (¢) von 
kleinerem Grade als n eine Konstantenerweiterung von gréBerem Grade als r 
erforderlich gewesen wire. ¥ geht seiner Konstruktion gema8 nicht im Nenner 
von z und nicht in der Diskriminante einer Ganzheitsbasis von K (¢) beziiglich 
k (f) [2] auf. 

Nun definiert % eine homomorphe Abbildung von S (¢, #) auf k(¢, #) 
und von K (¢, #) auf eine algebraische Erweiterung k(¢, #, v) von k (¢, #) vom 
Grade n; diese kann man folgendermafen erhalten: es seien Ry, Ry, ... 
alle im Nenner von z und in der Diskriminante einer Ganzheitsbasis von K (¢) 
beziiglich k (¢) [x] aufgehenden Primdivisoren aus S (¢, #) und 3 der Inte- 


1) Vgl. H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionen- 
kérper, Journ. f. r. u. angew. Math. 172 (1934), S.37—54. ~ 
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gritatsbereich der Funktionen aus S(¢, #), deren Nenner Potenzprodukte 
der ®; sind. Da $ von allen &, verschieden ist, entspricht PB ein Primideal 
JoP in J, und der Restklassenkérper von J mod J oP ist mit k(¢, #) isomorph. 
Ist 3 der gréBte von 3 ganz algebraisch abhingige Integrititsbereich in 
K (€, 8), so ist3-°3 o Pein Primideal in3,und der Restklassenkérper von3 mod 
3°39 of ist einer Erweiterung k (¢, 3, vy) von k(¢, #) isomorph; und zwar ist 
k (¢, 8, v)/k(C, @) zyklisch vom Grade n. Es gibt jetzt unendlich viele Prim- 
ideale p’ ersten Grades in k (¢, #), welche in k(¢, #, v) Primideale bleiben. 
p’ sei ein solches; es kann nach Hilfssatz 1 auBerdem auf unendlich viele Arten 
so gewahlt werden, daB f(x, y) und g(x, z) mod p’ absolut irreduzibel sind. 
Nun werde 3 wie bei dem Beweise des Hilfssatzes 1 durch Funktionen 
Zo; - + -» %m ganz rational dargestellt, und es werde der Integrititsbereich J,, 
der in den z, ganzen Funktionen gebildet, deren Koeffizienten zu p’ prime 
Nenner haben. Man erkennt in gleicher Weise wie oben, daB von héchstens 
endlich vielen p’ abgesehen, der Homomorphismus3,, 3p’ das Primideal 3 of 
auf ein Primideal 3 o Pp’ in Jp’ abbildet, dem in S (¢, #) p’ ein Primdivisor Pp’ 
ersten Grades entspricht und welcher in keinem der Divisoren ®,p’ aufgeht. 
Da p’ in k (¢, @, v) ein Primideal bleiben sollte, ist Bp’ auch in K (¢, #) ein 
Primdivisor. 


Ist p das durch p’ teilbare Primideal aus k, so ist, weil p’ ein Primideal 
ersten Grades sein sollte, 


k(t, Op’ = kp, S(C,d)p'’=Sp, Ko, &)p’= Kp, 


und $p’ ist ein Primdivisor ersten Grades in Sp, der in Kp ein Prim- 
divisor bleibt und der nicht im Nenner von zp und nicht in der Diskriminante 


einer Ganzheitsbasis von Kp beziiglich kp [xp] aufgeht. Damit ist der Hilfs- 
satz 2 bewiesen. 


Nach diesen Vorbereitungen beweise ich jetzt den zu Anfang angekiindigten 
Irreduzibilitatssatz: ich zeige, daB es unendlich viele nicht im Nenner von z 
aufgehende Primdivisoren ¥ ersten Grades in k (x) gibt, die in K Primdivisoren 
bleiben, wenn K eine galoissche Erweiterung von k(z) ist. G sei die Galoissche 
Gruppe von K/k(zx). Fiir jedes Element o aus © sei S, der Unterkérper 
von K, iiber dem K die durch o erzeugte zyklische Gruppe als Galoissche 
Gruppe hat. Fiir jedes S, wird nach Hilfssatz 2 ein Primideal p, und in 
S,p, ein Primdivisor Bp, ersten Grades gewahlt, der in Kp, ein Primdivisor 
bleibt und der nicht im Nenner von zp, und in der Diskriminante einer 


Ganzheitsbasis von Kp, beziiglich kp,[zp,] aufgeht; zu verschiedenen o 
wahle man verschiedene p,. Es sei 


=p, =a, (mod P,p,), 
49* 
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wobei a, eine Restklasse von k mod p, ist. Dann gibt es unendlich viele 
Zahlen a mit 


= a, (mod p,) fiir alle o 


in k. Die Zahler der Funktionen z — a simi in k (xz) Primdivisoren X ersten 
Grades, (die nicht im Nenner von z aufgehen, und) die in K Primdivisoren 
bleiben. 

Ein solcher Primdivisor X geht nimlich zunichst nicht im Nenner von z 
und nicht in der Diskriminante einer Ganzheitsbasis von K beziiglich k [x] 
auf und ist infolgedessen in K unverzweigt. Es sei 


(2) X = %,%,... 


eine Zerlegung von X in Primdivisoren in K. 3, bezeichne die Zerlegungs- 
gruppe von X,. Die Gruppen 3, sind in © konjugiert. Fiir irgendein 
Element o aus © sei 


R= 8... 


die Zerlegung von X in Primdivisoren in S,. Xp, ist durch $,p, teilbar, also 
auch einer der Divisoren X,p,, etwa X,p,. Da $,p, konstruktionsgemaB 
nicht im Nenner von zp, und nicht in der Diskriminante einer Ganzheitsbasis 
von Kp, beziiglich kp, [zp,] aufgeht, kann Bp, nur einmal in Xp, und auch 
nur einmal in Xp, aufgehen. Dann folgt daraus, daB $,p, in Kp, ein Prim- 
divisor bleibt, da8 X, in K ein Primdivisor bleibt. Xj stimmt also mit einem 
der X, in (2) iiberein, entsprechend ist-o in einer der Gruppen 3, enthalten. 
Da sqmit jedes Element von & in einer der Gruppen 3, enthalten ist und da die 
3, in 6 konjugiert sind, mu8 nach einem bekannten gruppentheoretischen 
Satze 3, = 3, =... = G sein, und dann mu8 & in K ein Primdivisor 
sein, was zu beweisen war. 


(Eingegangen am 23. 9. 1938.) 








Uber eine Binomialkoeffizienten-Identitat. 


Von 


Chr. G. Foussianis in Leipzig. 





Sind A, » zwei ganze und positive Zahlen, so gilt, wie bekannt#), fiir 
A <n die Relation 


= 2(®\ _ 
(1) Ai = & (— Wr (p) = 0, 
wahrend 
(2) A, = (— 1)"n! 
ist. 


Wir bemerken fast dasselbe auch bei der Summe 


(3) R. = eae 


wobei m eine ganze positive Zahl ist und «, lauter verschiedene Zahlen sind. 
Von den beiden Relationen 


R, =6, R, +0 
gilt namlich fiir m kleiner als n die erste, fiir m gréBer oder gleich n die zweite. 


Wir suchen also eine Beziehung zwischen A und R herzustellen. In (3) 
setzen wir 





, 
Oy +1) 


(4) &=&i,te (u=—1,2,...,"),  «& beliebig, 
und m = +k; dann wird 
ot tk 
, Sy anata = Rast (0! = 1). 


v=0 


Statt dessen kénnen wir auch schreiben 





(5) m= S(- 1)" ( apr ms Rare = 0, (3) = 1. 


r=0 


Subtrahiert man von 


1) Chr. Foussianis, Bulletin de la Société Mathématique de Gréce XI, 1, 2,- 
p. 89—93. 











Chr. Foussianis. 
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die Identitat 

(6) 1—(7)+(2)----=0 

und subtrahiert dann noch die durch (1) und (2) gegebenen Relationen 
A, =0 (p = 1, 2,...,# — 1), A, = (— 1)" n! 


der Reihe nach multipliziert mit 


(—1p("F") (=) (p = 1, 2, ..., n), 


so erhalt man 


= =)" Ane =n! ej Bos — at (*F4) (2) 


4 
\ a a” 1 n %, 


und damit 
Angi = (— 1+? a! = (Rass — (n+ 1) x,). 

Da A,.,, unabhingig von den «, ist, kénnen wir schreiben 
(7) A,4, = (—1)**'* n! P, 
wobei die Zahl P durch die Gleichung 

Ras, — (1+ l)a, = eP 

bestimmt ist. Demnach ist P die Summe der Koeffizienten der Glieder von 
R,+1, die nur von e abhingig sind. 

Wir verallgemeinern dieses Ergebnis folgendermaBen. Wir betrachten 


k Zahlen 


in: . Pia 


die den Gleichungen 
(8) Anim =(—1"**"* nl P, (m=0,1,...,k—1) 
geniigen, wobei wegen (2) P, = 1 sein muB. 
Die durch (1) und (8) gegebenen Werte von 
A, (p = 1, 2,....8 +k —1) 
mégen nun der Reihe nach mit 


n+k e \P = oe 
(—1)( > Mele p= 1,2,...,.»+k-1, 
multipliziert und von (5) subtrahiert werden. Wir subtrahieren auch die 
Relation (6). Dann ergibt sich 


<\p*" e 
ef An = 
( a ar ant 


Ras. — nm! (Bi + BP, +..-+ By—, Pr-1), 
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wo 


Ba-. = ("+") (=) (m=nn+1,...,.n+k—1) 


m 

oder 

1 U UU 

Anse = (— 1)**¥ n! oy Ra +e — (Bi + BLP, +... + Be, Pe_s)] 

mit 

Bem =("**\aret-™ = (m= 1, 2,...,B). 
Wenn wir jetzt also 
(9) Ay,» = (—1)*** nl! P, 
setzen, so daB (8) auch fiir den Wert m = k giiltig ist, so ist P, eine feste 
Zahl, unabhingig von a, und e. Diese Zahl wird durch die Gleichung 
(10) Rai x — (Bo + By Py +...+ By, Pr-y) =e P, 
bestimmt werden, d. h. P, ist der Koeffizient von e* in der Entwicklung von 
R,,,, nach Potenzen von « und e. 


Aber die Summe 2, ,,, wie sie nach (3) definiert wurde, ist bekanntlich 
gleich 


= af «fs ooo quat? (0: + Oot .--- + On+1 = >), 
wobei @ ganze positive Zahlen oder Null sind. AuBerdem ist der Koeffizient 
von € in a, (m= 2, 3,...,m+1) wegen (4) gleich — (m — 1), also ist 
P, = (— 1) F1%-2% +... m® (0, + op +... + On =). 
Damit ist die Bedeutung von P, in den Relationen (9) und (10) vollstandig 
festgelegt. Wir schreiben in ihnen nunmehr «¢ statt — e und setzen 
Pax = 51% 2%... m™ = (9, + og t+... + On = &). 
Hiernach ist die Giiltigkeit der folgenden Formeln bewiesen: 
n ad -- ous n 
(a) > (-p +8 (®) = (— 1) a! Pas, 


p=1 
(b) D) a8 (a+ 2)... (a + meynt = ("tat 
= (p+ 4) Py rat—te + eee ~ Pare (0; + 02+ eee + On+1 = k), 
wobei die Zahlen « und « beliebig und n, k ganz sind. 
Setzt man in (b) speziell « = 1, e = 1, so folgt die Formel 


Paiie = Paet ("fT") Para t see +(*f")- 


(Eingegangen am 27. 10. 1938.) 








Sur les bases du groupe symétrique et du groupe alternant. 
Par 
Sophie Piccard in Neuch&tel (Schweiz). 





Quel que soit le nombre entier n > 3 (nm > 4), il existe, comme on sait, 
des couples de substitutions du groupe symétrique G, (du groupe alternant U,,) 
qui permettent, par composition, d’engendrer ce groupe. On nomme base 
du groupe G, (U,) tout couple de substitutions jouissant de cette propriété. 

Nous avons démontré ailleurs que le nombre total N (N’) de bases du 
groupe S, (H,) est un multiple de * (=). 

Le but du présent travail est de démontrer que quel que soit le nombre 
entier n > 3 (n > 4) et quelle que soit la substitution non identique S du groupe 
S,, (4,), il existe au moins une substitution T du groupe G, (U,,) qui constitue 
avec S une base du groupe G, (W,), 4 l'exception des trois substitutions 
non-identiques du groupe de Klein, pour n = 4. 

Pour létablir, nous nous appuyerons sur les propositions auxiliaires 
suivantes que nous nous bornons 4 énoncer ici sans démonstration, pour ne 
pas allonger le travail: 

P. 1. Quels que soient les nombres entiers k > 1 et n > k, deux substitu- 
tions de la forme (12... hk), ((kh+1k4+2...n) (1 Si S&) engendrent 
le groupe U,, si elles sont toutes deux de classe paire, ou le groupe G,, si 
Pune au moins d’entre elles est de classe impaire. 

P. 2. Quel que soit le nombre entier n > 3, la condition nécessaire et 
suffisante pour que deux substitutions de la forme 


(12...n), (abc), 


ou a, 6, c sont trois nombres distincts de la suite 1, 2,...,, engendrent le 
groupe G,,, si est pair, ou &,,, si m est impair, est que le plus grand commun 
diviseur D(|a — b|, |b —c|, ) des trois nombres |a — 6|, |b—c| et n 
soit égal 4 l’unité. 

P. 3. Quels que soient les nombres entiers k > 1 et » > k et non inférieur 
& 3, ainsi que les trois nombres distincts a, 5, c de la suite 1, 2, ..., n, 
dont l'un au moins est < & et l'un au moins est > k, la condition nécessaire 
et suffisante pour que deux substitutions de la forme S= (12... k) 
(k+1...n), T = (abe) engendrent le groupe U,, si » est pair, ou 
S,, si m est impair, est que D (k, n — k, d) = 1, d désignant la différence 
des deux éléments de la substitution T qui appartiennent au méme cycle de S. 
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P.4. Quels que soient les nombres entiers m = 2, i (1 Si Sm) et 
n > i, deux substitutions de la forme (12... m), (¢i+1...m), si elles 
sont distinctes, engendrent le groupe W,,,. (m,n), lorsqu’elles sont toutes deux 
de classe paire, ou le groupe G,,,. (m,n), 8i une au moins d’entre elles est de 
classe impaire, aux trois exceptions suivantes prés: 


(1234), (3456); (1234), (23456); (12345), (3456). 


(C’est une généralisation de P. 1.) 
P. 5. Quel que soit le nombre pair n => 6, deux substitutions de la forme 


(12...n), (¢¢+1) (nn+1) 


(1 St Sn — 2) engendrent le groupe G,,, ;. 

P.6. En composant une substitution (de classe paire) de degré n + 1 
portant sur les éléments 1, 2,...,%-+ 1, qui contient |’élément n + 1 dans 
un cycle d’ordre > 1, avec les substitutions du groupe GS, (U,), dont les 
substitutions portent sur les éléments 1, 2,...,, on obtient le groupe 
Sn+1 (Un+1)- 

Propisition I. Quel que soit le nombre entier » = 3, il existe pour 
toute substitution non identique S du groupe S,, au moins une substitution T 
du groupe GS, qui constitue avec S une base de G,, & l'exception des trois 
substitutions non identiques du groupe de Klein, pour » = 4, qui ne font 
partie d’aucune base du groupe G,. 

Démonstration. I. Supposons d’abord que S contient au moins un cycle 
du premier ordre. 

Comme S + 1, cette substitution contient au moins un cycle d’ordre 
> Be 

Nous pouvons toujours choisir les notations de fagon 4 écrire: 


S = (12... m,) (my +1... mg)... (m_,y +1... m,) (m,+1)... (mn), 


le nombre entier r étant = 1, n > m, et les cycles de S étant rangés dans 
un ordre tel que tous les cycles d’ordre > 1 précédent tous ceux du premier 
ordre, le cycle (m,_, +1... m,) étant d’ordre non inférieur 4 celui de tous 
les autres cycles de S. 

1. Si lon n’a pas simultanément r = 2, n — m, = 2 et si la substitu- 
tion S est de classe impaire ou si elle est de classe paire, mais si le nombre 
nm —m, + 7 de tous ses cycles est pair, posons 


T = (m,m,...m,m, +1... ). 
On a ST= (12... n), 
STS-1 = (lm +1...m_,;+1m +1...) = 7. 
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D’aprés P. 4, les deux substitutions TJ et T, engendrent le groupe symé- 
trique ou le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles contien- 
nent, suivant qu’elles sont de classe impaire ou paire. Elles engendrent donc 
en tout cas la substitution (1 m,m) qui fait avec ST une base de G,, si n 
est pair, ou de U,, si » est impair, d’aprés P. 2. Comme l'une au moins des 
substitutions S, T est de classe impaire, il s’ensuit, d’aprés P. 6, que ces deux 
substitutions engendrent toujours le groupe G,,. 


2. Supposons maintenant que S est de la forme 
(*) (1 2... my) (my +1... m,) (my + 1) (my, + 2). 


Elle peut étre de classe impaire ou de classe paire, deux de ses cycles sont 
d’ordre > 1, les deux autres cycles sont du premier ordre et m, — m, > my. 
Si S = (1 2) (3 4) (5) (6), posons 7 = (2 3) (4 5 6). Ces deux substitutions 
engendrent, comme on le vérifie aisément, le groupe S,. Supposons maintenant 
que 8 + (1 2) (3 4) (5) (6). Alors m, — m, ]>3. Posons 


T = (m,m,m, + 1 m, + 2). 
On a 

ST =(12...m,+2)= R. 
Si m, = 2, ona 


ST S-? = (m, m, + 2 m, + 1 m, + 2) = 7. 


Les deux substitutions T et T, engendrent, d’aprés P.4, le groupe symé- 

trique des substitutions des éléments qu’elles contiennent. Elles engendrent 

done aussi la transposition (m, + 1 m, + 2) et celle-ci engendre avec R le 

groupe G,,.,,, d’aprés P.4. Donec S, T est une base du groupe G,,, , ». 
Si les deux nombres m, et m, — m, sont = 3, on a 


STS = (lm, + 1m, + 1m, + 2) = T,, 
S? T S-? = (2m, + 2m, + 1 m, + 2) = T;. 
T T;* = (lm, mm, + 1m, +1) = T3. 


Les deux substitutions T, et 7, engendrent, d’aprés P. 1, le groupe 
symétrique des substitutions de leurs éléments, donc aussi la transposition 
(m,+1 m,+ 2). Or, d’aprés P. 4, celle-ci fait avec R une base de G,,, , .. 
Les deux substitutions S et 7 constituent donc, en tout cas, une base 
de Sn, +2 

3. Supposons maintenant que S est de classe paire et que le nombre 
total de ses cycles est impair. Deux cas sont 4 distinguer. 

a) Tous les cycles de S sont d’ordre < 2: 


S = (1 2) (34)... (EK —1k) (kK +1)... (). 
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D’aprés nos hypothéses, H est un nombre pair = 2 et 5+ n—k est un 
nombre impair 2 3. 


Si S = (1 2) (3 4) (5), posons T = (1 2 3) (4 5). Ces deux substitutions 
engendrent, comme on le vérifie aisément, le groupe G;. 


Supposons maintenant que S + (1 2) (3 4) (5). Posons alors 
f=—(24...kk—14 41... 2). 
C’est une substitution de classe impaire. 

Je dis que les deux substitutions S, JT engendrent le groupe S,. En 
effet, si S contient deux cycles du second ordre et un nombre impair = 3 
de cycles du premier ordre, autrement dit si S est de la forme: (1 2) (3 4) © 
(5) (6)... (2n+ 1), (2n+127), ona 

T= (2435...2n+1), 
ST =(12356...2n+1) =U. 


La substitution U est de classe impaire. 
Ona 
UTU-=(3456...2n+11) = 7,. 
T Tr} =(12453)=R. 
R= (35 421). 
U? RU = (3547 6) = R,. 
Les deux substitutions R-! et R, engendrent, d’aprés P.4, le groupe YW. 


Elles engendrent donc la substitution (4 5 6). Or, celle-ci forme avec U, 
d’aprés P. 3, une base de S,,,,,. Il en est done de méme de S et T. 


Supposons maintenant que S contient un nombre > 2 de cycles du 
second ordre. Alors k = 8 et la substitution T est d’ordre pair = 6. 
On a 
ST=(12...k—2k—-1k+1k+2...n) =U, 


STSA=(135...k-83k-1kkE+1k4+2...n)=T7,. 
T et T, sont deux substitutions de la forme 
A=(12...88+1...#), 
B=(s+1ls8s+2...¢¢+1...¢+8-—1), 


ou ¢ est pair >6 et 48s <t—1. 


Je dis que les deux substitutions A et B engendrent toujours le groupe. 
S,.,—, En effet, soit d’abord s = t — 2. 
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A=(12...t), B= (t—1t—2tt+1...2t—3), 
BAB =(12...t—3tt—2t+1)=A,, 


A2A,=C =(t—3t—1lt—2t+19, 
ACA7=C,= (t-—2tt—1t+11). 


Les deux substitutions C et C, engendrent le groupe alternant des substitu- 
tions de leurs éléments. Elles engendrent donc aussi la substitution 
(¢ —1¢¢+ 1) qui fait avec A, d’aprés P.3, une base de S,, ,. Ce groupe 
contient la substitution (1 2... ¢%— 2) et celle-ci forme avec B une base 
de S,,_,, d’aprés P. 1. Les deux substitutions A et B engendrent donc aussi 
le groupe S,,_;. 

Supposons maintenant que s <¢ — 2. 

On a 


BAB =(12...s—ls+288+3...t#+1)= A,, 

AA, =C =(s—18s+188+ 2) (¢¢+ 1), 

ACA*= C,=(s8+2s+18+3) (l¢+1). 
On voit sans peine que les deux substitutions C et C, engendrent toujours, 
par composition, la substitution (1 ¢ ¢ + 1); celle-ci fait avec A, d’aprés P. 3, 
une base du groupe G,,,, groupe qui contient la substitution (1 2... 8), 


et cette substitution engendre avec B le groupe S,,,_,, d’aprés P. 1. Done 
A, B est une base de S,,,_ 3. 


Il s’ensuit que les deux substitutions T et 7’, engendrent toujours le 
groupe symétrique des substitutions de leurs éléments. Elles engendrent 
done la substitution (1 & ) qui, avec U, engendre d’aprés P. 3 le groupe G,,. 
S, T est donc aussi une base de GS, dans le cas considéré. 


b) L’un au moins des cycles de S est d’ordre supérieur & 2: 


S= (12... m,) (m, +1... mg)... (m_, +1... m,) (m+ 1)... (m), 
r2=1,m,—m,_, 23. 
Posons 


T = (mm, ... m,_,m,m,—1m,+1...%). 


Je dis que les deux substitutions S et T engendrent toujours le groupe G,,. 
En effet, d’aprés nos hypothéses, T est une substitution de classe impaire, 
d’ordre = 4. 
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Supposons d’abord que S contient un seul cycle d’ordre > 1 et deux 
cycles du premier ordre: 
(**) S = (12... m,) (m, + 1) (m, + 2). 
Le nombre m, est impair = 3. 

On a alors 

ST =(12...m,—1m, +1 m, + 2) = U. 

Cette substitution est de classe impaire. 

Les deux substitutions U et T engendrent toujours, d’aprés P. 4, le 
groupe G,,,,,- Les substitutions S et T constituent done bien une base 
de Sy, +2 


Supposons maintenant que S n’est pas de la forme (**). 
On a 


ST=(12...m—lm+1...n) = U, 
U TU-+ = (m, +1 m,+1...m,_, +1 m,m,+1..."1) = 7, 
Les deux substitutions 7 et 7, sont de la forme 


A=(12...88+1...%#), 
B=(ss+2...t¢+1...t+8), 
ou ¢ est un nombre pair => 4 et s = 2, si ¢ = 4, ou est un nombre entier 
compris au sens large entre 1 et t — 2, si t > 4. 
Je dis que les deux substitutions A et B engendrent toujours le 


groupe Stas 
En effet, si t = 4, on a 


A=(1234), B= (2456), 


et ces deux substitutions engendrent, comme on le vérifie aisément, le groupe S,. 
Supposons maintenant que t > 4. 
Sis=1, ona 
A4A=(12...t, B=(13...¢¢+1), 
A“ B=C = (12) (tt +1). 
Les deux substitutions A et C engendrent, d’aprés P. 5, le groupe S,,. 
Il s’ensuit que A et B constituent une base de G;,;. 
Sis=2, ona 
A=(12...#), B=(245...tt+1¢+2), 
A1B=C=(1tt+1¢t+4 2) (2 3), 
BC B= 0, = (lt +1144 2 2) (4 3). 
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Les deux substitutions C et C, engendrent le groupe alternant des substitu- 
tions de leurs éléments, donc aussi la substitution (¢ ¢ + 1 ¢ + 2). Or, cette 
derniére fait avec A, d’aprés P. 1, une base de S,,,. Donec A, B est une base 
de Sr,2. 

Si s=t—2, ona 


A=(12...t), B=(t—2tt+1...2t—2), 
BAB=(12...t—3tt—1t+1)=A4, 
Ay'A=C=(t—3t—2tt+1t—-1). 


D’aprés P.4, la substitution C engendre avec B le groupe symétrique des 
substitutions de leurs éléments. Ce groupe contient la substitution (¢ ¢ + 1 

. 2t — 2) qui engendre, d’aprés P. 1, avec A le groupe Sai—s Donec A, B 
est bien une base du groupe G,,_,. 


Si 2<s<t—2, ona 
BAB"= A,=(12...s—18+28+18+3...¢+1), 
A,'A=C=(s—1s8s+28+1) (tt +1), 

BC B= (C, = (s —18+28+38+1) (¢+1¢t+4 2). 
On voit sans peine que les deux substitutions C et C, engendrent toujours, 
par composition, la substitution (¢ ¢ + 1 ¢ + 2) qui fait avec A, d’aprés P. 1, 
une base de S,,. Ce groupe contient la substitution (1 2... s s +1) qui, 
avec B, engendre d’aprés P.1, le groupe S;.,. Done A, B est une base 
du groupe S;,.,. 

Ainsi les deux substitutions T et 7, engendrent dans tous les cas le 
groupe symétrique des substitutions de leurs éléments; ce groupe contient la 
substitutions (1 m, ») et cette derniére substitution engendre, d’aprés P. 3, 
avec U le groupe G,. Donc S, T est bien une base de G,, c. q. f. a. 


II. Supposons maintenant que S ne contient aucun cycle du premier ordre. 
Nous pouvons toujours choisir les notations de fagon 4 écrire 


S = (12... m,) (m, +1... mg)... (m,_, +1... ™,), 
ot r ]>1, le cycle (m,_, +1... m,) étant d’ordre non inférieur 4 celui de 
tous les autres cycles de S. 


1. Supposons d’abord que l'un au moins des cycles de S est d’ordre 
> 3, done m, — m,_, = 4. 


a) Si S est de classe impaire ou si elle est de classe paire mais si le nombre 
total de ses cycles est impair, posons 
T = (m, m,... m,_, m, m, — 1). 


Je dis que les deux substitutions S et T engendrent le groupe S 


™m," 
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En effet, on a 
ST =(12...m,—1) =U, 
UTU+= (m,+1m,+1...m,_, +1 m,1) = 7. 
Les deux substitutions 7’ et 7, engendrent, d’aprés P. 1, le groupe symé- 


trique ou le groupe alternant des substitutions de leurs éléments. Elles engen- 
drent done en tout cas la substitution (1 m, — 1 m,) et celle-ci engendre 


avec U, d’aprés P.3, le groupe S,,, ou le groupe U,,. Il s’ensuit que les 
deux substitutions S, 7, dont l’une au moins est de classe impaire, engendrent 
nécessairement le groupe G,, . 

b) Si la substitution S est de classe paire et si le nombre total de ses 

cycles est pair, posons 
T = (m, m, ... m,_, m, m, — 1 m, — 2). 

Cette substitution est de classe impaire et d’ordre = 4. 

Je dis que S, T est une base de G,, . 

En effet, supposons d’abord que S est de la forme 

(1 2... m,) (m, +1... mg), 

ot m, et m, sont simultanément pairs ou impairs, m, > 2 et m, — m, = 4. 
Dans ce cas £ = (an, tig te — 1 ty — 2). 

Si m, = 2, on a m, > 6. Supposons d’abord que m, = 6. On a alors 
T = (265 4), ST = (1 2 3 4). Les deux substitutions T et ST engendrent 
le groupe S,. Il en est donc de méme de S et JT. Supposons maintenant que 
m, = 2 et m, > 6. Comme mg, est pair, on a m, = 8. 

T = (2m, m, — 1m, — 2), 
ST = (12... m, — 2), 
STS“ = T, = (1 3mm, — 1), 
TTj} = R= (1m, — 2 2m, 3), 
STS = T, = (15 4 3). 

Les deux substitutions R et 7, engendrent, d’aprés P.4, le groupe 
symétrique des substitutions de leurs éléments, groupe qui contient la trans- 
position (1 m,). Or, on voit aisément, en s’appuyant sur les propositions 
P.1 et P.6, que cette transposition engendre avec les substitutions ST et T 
le groupe G,,,. S, T est done bien une base de S 

Si m, = 4, m, = 8, on a 

S= (123 4) (5678), T = (4 87 6), 
ST = U=(1234 5 6), 
SU* = (2 6 4) (37 8 5), 
(SU34 = (264) = RB. 
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Les deux substitutions R et T engendrent, d’aprés P.4, le groupe symé- 
trique des substitutions de leurs éléments, donc aussi la substitution (6 7 8). 
Or, celle-ci engendre, d’aprés P.1, avec U le groupe S,. S, T forme donc 
bien une base de Sy. 

Dans tous les autres cas, on a m, => 3, m, = 8. 

On a alors 

ST =(12...m,—2) =U, 
STS = (2m, + 2m, +1 m,) = T,. 


Les deux substitutions T et 7, engendrent le groupe symétrique des sub- 
stitutions de leurs éléments, elles engendrent donc la substitution (m, — 2m, 
—1m,) qui fait avec U, d’aprés P.1, une base de G,. S, T est donc 
bien une base de G,,.. 

Supposons maintenant que S n’est pas composée de deux 
cycles. 

On a 

ST = (12...m,—2)= U0, 
STS+ = (lm, +1... m,_, +1 m,m,—1) = 1). 
Les deux substitutions T et 7, engendrent toujours, d’aprés P. 4, le groupe 
symétrique des substitutions de leurs éléments, donc aussi la substitution 
(m, — 2m, — 1 m,) et celle-ci engendre avec U, d’aprés P. 1, le groupe S,,,: 
Donc S, T est une base de Sn, avssi dans ce cas, c. q. f. d. 

2. Supposons maintenant qu’aucun cycle de S n’est d’ordre > 3, mais 
que lun au moins de ces cycles est du 3 me ordre. 

Si S est de classe impaire ou si elle est de classe paire, mais si le nombre 
total de ses cycles est impair, posons T = (m, m,...m,m,—1). Par 
un raisonnement identique 4 celui fait dans le cas II, 1, a, on démontre que 
S, T est une base de G,, . 


Supposons maintenant que la substitution S est de classe paire et que 
le nombre de ses cycles est pair. Soit 


S = (12... m,) (m, +1... mg)... (m, — 2m, — 1 m,). 


Ici r >2 et m —2=m,., +1. 

Si S = (1 2 3) (4 5 6), posons T = (1 2) (3 4 5). Ces deux substitutions 
engendrent le groupe Sg. 

SiS + (1 2 3) (45 6), posons T = (m, m, ... m,_, m, m, —1 m, — 2). 
Cette substitution est de classe impaire. Je dis que les deux substitutions 
S, T engendrent toujours le groupe G,, . 
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En effet, on a 
ST =(12...m,—2) =U, 
U TU = (m, +1 m,+1...m,_.+1m,—2m,m,—11) = T,. 
Les deux substitutions T et 7, sont de la forme 
A=(12... 2), 
B= (tt-—2t—1t+1...2¢—9), 
ot ¢ est un nombre pair = 6. Je dis que les deux substitutions A et B engen- 
drent toujours le groupe G,,_,. En effet, on a 
A> BA-* = B, = (312t4+1...2t—3) 


et les deux substitutions B et B, engendrent le groupe symétrique des sub- 
stitutions de leurs éléments, d’aprés P. 4. Elles engendrent donc en tout 
cas la substitution (1 ¢+1...2¢—3) qui, avec A, forme, d’aprés P.1 
une base de G,,_;. Il en done de méme des substitutions A, B. 

Il s’ensuit que les deux substitutions T et 7, engendrent le groupe symé- 
trique des substitutions de leurs éléments, donc aussi la substitution (m, — 2 
m, — 1 m,) et, d’aprés P. 1, cette substitution engendre avec U le groupe 
S,,,- Les deux substitutions S, 7 forment donc bien une base du groupe G,, . 

3. Supposons entin que tous les cycles de S sont du second ordre: 

S = (1 2) (34)... (n—1 »), 
(n est pair). 

Si S = (1 2) (3 4), il n’existe aucune substitution T du groupe GS, qui 
fasse avec S une base de Gy. 

Si S = (1 2) (3 4) (56), on vérifie aisément que la substitution 
T = (123 45) engendre avec S le groupe S,. 

Si S = (1 2) (3 4) (5 6) (7 8), posons T = (1234567). Les deux 
substitutions S et T engendrent le groupe S,. 

Sot n > 8. 


Si le nombre total $ de cycles de S est impair, posons 7 = (24... 


n—2nn—1). Je dis que les deux substitutions S et T engendrent le 
groupe S,. En effet, on a 


ST=U=(12...n—1), 
STS*=(13...n—3n—1 4), 
(STS) 1 = (nn—1ln—3...31)= 1, 


et les deux substitutions T et 7, engendrent toujours, d’aprés P. 4, le groupe 
symétrique des substitutions de leurs éléments, donc aussi la transposition 
Mathematische Annalen. 116. 50 
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(n — 1 n); or, celle-ci fait avec U une base de S,. Donec S, T est une base 
de G,, dans le cas considéré. 
Si le nombre + est pair (il est alors = 6), posons T=(246...n—2 
n—3nn—1). Il vient ST=(12...n—-3n—1)=U. 
On a 
STS*=(135...n—3n—2n—1n)= 7,. 
Les deux substitutions T et 7, sont de la forme 
A=(12...), 
B= (¢—2¢—3tt—1t+1...2¢—4), 


ot ¢ est un nombre pair > 8, donc ¢t — 4 2 4. 
On a alors 


BAB4*=(12...t—4t4+2t+1t+4t+3) = A, 


Les deux substitutions A et A, engendrent toujours le groupe S,,_,, d’aprés 
P. 4; il en est donc de méme de A et B. 

Donec les deux substitutions 7 et 7, engendrent toujours le groupe 
symétrique des substitutions de leurs éléments, donc aussi la substitution 
(n — 2" — 1); d’aprés P. 1, cette derniére substitution forme avec U une 
base du groupe S,. Donc S, T est aussi une base de G,, c. q. f. d. La pro- 
position I est ainsi établie. 

Proposition II. Quel que soit le nombre entier n = 4, il existe pour 
toute substitution non identique S du groupe Y, au moins une substitution T 
du groupe &, qui forme avec S une base de 4, 

Démonstration. I. Supposons d’abord que S contient au moins un cycle 
du premier ordre. Comme S + 1, cette substitution contient au moins un 
cycle d’ordre > 1. Nous pouvons toujours choisir les notations de fagon & 
écrire 
S=(12...m,)(m, + 1m, +2...mg)...(m,_, +1... m,) (m, + 1)... (n), 


ot r = 1, les r premiers cycles sont d’ordre > 1, n > m, et le cycle (m,_, + 1 
... ™,) est d’ordre non inférieur 4 celui dé tous les autres cycles de S. 
1. Si le nombre de cycles de S est impair, posons 


T = (m, m,...m,m,+1...n). 
On a 


ST=(12...n), 
STS = (lm,+1...m_,+1]1m,+1...n)= T;. 


Les deux substitutions 7 et 7, engendrent le groupe alternant des substitu- 
tions de leurs éléments, d’aprés P.4. Or ce groupe contient la substitution 





on 





Les bases du groupe symétrique et du groupe alternant. 163 
(1 mn — 1%) qui, avec ST, engendre le groupe U,, d’aprés P. 2. II s’ensuit 
que S, T est bien une base de U, dans le cas considéré. 


2. Supposons maintenant que le nombre de cycles de S est pair. 
Deux cas sont alors 4 distinguer: 


a) Tous les cycles de S sont d’ordre < 2. 


b) L’un au moins des cycles de S est d’ordre > 2. 
Dans le cas a), S est de la forme 


(1 2) (3 4)... (kK -—1& (k+1)... (n), 
ot Ls est un nombre pair > 2 (donc k est pair = 4) et » est un nombre pair 


=k-+2 (done 2 6). 
Posons 
T=(24...k—2kk—1k+1...n). 


Je dis que les deux substitutions S et T engendrent toujours le groupe U,. 
En effet, on a 


ST=U=(12...k—-1k+1...n), 
UTUA=T7,=(135...kK—-lLkE+1...n). 

Les deux substitutions T et TJ, sont de la forme 
A=(12...ss+1...9, 
B=(s+1ls8s+2...t¢+1.-..t+8-—1), 

ou ¢ est un nombre impair = 5 et 25s St — 3. 

Je dis que les deux substitutions A et Bengendrent toujours le groupe U, , ,_ ,. 

En effet, si s = 2, on a 

B=(324...tt¢+1), 
AB =C=(1243t+)), 
ACA =(C,=(2354t+1). 

Les deux substitutions C et C, engendrent le groupe alternant des substitu- 

tions de leurs éléments, donc aussi la substitution (1 2¢ + 1). Celle-ci forme 

avec A, d’aprés P. 3, une base de U,, ,. Il en est donc de méme de A et B. 

Si s > 2, donc t >7, ona 

BAB= A, =(123...8—18+288+3...tt+1). 

Alors, sis+3=t, ona 

AA, =C = (t—4t—2t—3t—1)(tt4+)), 
ACA1+=C,=(t—3t—1t —2t)(1t +1). 
50° 
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Les deux substitutions C et C, engendrent le groupe alternant des substitu- 
tions de leurs éléments, donc aussi la substitution (1 t t + 1); sis +3 <t, 
on a 
A1 A, =C=(s—18+188+2) (¢¢+1), 
ACA*=C, =(ss+2s8+18+3)(1lt¢+1) = C,, 
(CC,y® = (ltt+ 1). 
Dans les deux cas, la substitution (1 ¢¢+ 1) engendre, d’aprés P. 3, 
avec A le groupe M,,,. Or, ce groupe contient la substitution (12... 


s+1ss-+2... t) quiengendre avec B le groupe U,,,_,, d’aprés P. 4 et, 
par conséquent A et B engendrent bien le groupe YU, , ,_,. 


Il s’ensuit que les deux substitutions JT et 7, engendrent dans tous 
les cas le groupe alternant des substitutions de leurs éléments; elle engendrent 
donc la substitution (k — 1 k k + 1) et, d’aprés P. 3, celle-ci forme avec U 
une base de U,. Done S, T est bien une base de 4,,. 

Dans le cas b), S est de la forme 


(12... m,)...(m_, +1... m,) (m, +1)... (m), 


ot r2>1, m, —m,_, 23, n> m+ 1. 

Posons T = (m, m,...m,m,—1m,+1...n). C'est une substitu- 
tion de classe paire et d’ordre > 3. Je dis que les deux substitutions S et T 
engendrent toujours le groupe Y,. 


En effet, si S contient un seul cycle d’ordre > 1, les deux substitutions 
S et T engendrent toujours le groupe U,, d’aprés P. 4. Supposons maintenant 
que r > 1. Le nombre de cycles de S est alors = 4, T est d’ordre > 5 et ona 


ST =(12...m,—1lm,+1...n) =U, 
U TU = (m, +1 m,+1...m,_,;+1m,m,+1..."1) = 7. 
Les deux substitutions T et 7, sont de la forme 
A=(12...88+1...%), 
B= (ss+2...¢¢+1...t+8), 


ot ¢ est un nombre impair = 5 et 25s St — 2. 
Je dis que les deux substitutions A et B engendrent toujours le groupe 
U,,,- En effet, on a 
BAB'*=(12...s—ls+28+18+3...¢+1)= A,. 


Posons 
C = A- A,, C; = A C A-, 





“ 
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Sis=t—2, ona 
C=(t—3t—1t+1tt— 92), 
C,=(t-—2tt+11t—-1). 
Si s+t—2, ona 
C=(s—1ls+1s8s4+2:s)(tt4+1), 
C, = (s8+28+38+1)(1t+4+1). 
On vérifie aisément que dans tous les cas, les deux substitutions C et C, engen- 
drent la substitution (1 ¢¢+ 1) qui, avec A, fait, d’aprés P.3, une base 
du groupe W,,,. On en déduit tout de suite que A et B forment une base 
du groupe W,,,, ¢. q. f. d. 
II. Supposons maintenant que S ne contient aucun cycle du premier ordre. 
Les cas suivants sont alors 4 distinguer: 


1. S ne contient que des cycles du second ordre. 
Alors le nombre de cycles de S est forcément pair, puisque cette sub- 
stitution est de classe paire. 
Soit 
S = (1 2) (34)... (m— 1m). 
Posons 
T = (246...nn—1). 


Cette substitution est de classe paire et d’ordre > 3. Je dis qu’elle fait tou- 
jours avec S une base du groupe Y,. En effet, on a 


ST=(12...n—1), 
STS1=(135...n—1n)= 17. 


T et T, engendrent toujours, d’aprés P. 4, le groupe alternant des éléments 
correspondants. Elles engendrent donc aussi la substitution (» — 2 » — 1 n) 
qui fait, d’aprés P. 3, avec ST, une base du groupe Y,. Il en est done de 
méme de S et T, c. q. f. d. 


2. S contient au moins un cycle d’ordre > 2 et le nombre de 
cycles de S est pair. Donec S contient au moins deux cycles. 
Soit 


S = (12... m,) (m, +1... mg)... (m_, +1... ™,), 


ot r >2 et pair et m, — m,_, > 3. 


Posons 
T = (m, m,... m, m, — 1). 








766 S. Piccard. 


On a 
ST =(12...m,—1) = U. 


STS = (1 m, +1...m,_, +1 m™,) = T. 


Les deux substitutions T et 7, engendrent, d’aprés P.1, le groupe 
alternant des substitutions de leurs éléments. Elles engendrent donc aussi 
la substitution (1 m,— 1 m,) qui, avec U, engendre d’aprés P. 3 le groupe 4,. 
Ainsi S, T est toujours une base du groupe 4,,. 


3. S contient au moins un cycle d’ordre > 2 et le nombre total 
de ses cycles est impair. 

Supposons d’abord que S est composé d’un seul cycle. Ce cycle est 
nécessairement d’ordre => 5, puisque S est de degré non inférieur & 4. Soit 
S=(12...n), n2=5. Posons T = (123). Les deux substitutions S 
et T engendrent d’aprés P.2 le groupe U,. 

Supposons maintenant que le nombre de cycles de S est > 1. II est 
done = 3 et l'un au moins de ces cycles est d’ordre = 3. 

Soit S = (1 2... m,) (m, +1... mg)... (m_, +1... m,), obr [3 
et m, — m,_, = 3. 

Posons T = (m, m,... m, m, — 1m, — 2). Je dis que S, T est une 
base de M,,. En effet, on a 


ST =(12...m,— 2), 
STS = (1lm,+1...m,_,+1m,m,—1) = 1. 


Si m, — 2 = m,_, + 1, il résulte de P. 4 que les deux substitutions T et T, 
engendrent le groupe alternant des substitutions de leurs éléments. Elles 
engendrent donc la substitution (m, — 2 m, — 1 m,) qui, avec ST, engendre 
le groupe S,,. Done S, T est une base de S,,_ dans ce cas. Supposons main- 
tenant que m, — 2 = m,_, + 1. Alors les deux substitutions T et T, sont 
de la forme 

A=(12...t—2t—19), 


B= (tt -—2t—1t+1...2¢—83), 


ou ¢ est un nombre impair => 5. Je dis que les deux substitutions A et B 
engendrent toujours le groupe U,,_,. En effet, on a 


BAB*=(12...t—3t—lt+1t—2)=A,, 
A1A,=C=(t—3t—2tt—1t+1), 
ACAt*=(C,=(t—2t—11tt+1). . 
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On voit sans peine que les deux substitutions C et C, engendrent le groupe 
alternant des substitutions de leurs éléments. Elles engendrent donc aussi 
la substitution (¢ — 1 ¢ ¢ + 1) qui avec A engendre, d’aprés P. 3, le groupe 
U,,,- On en déduit sans peine que les substitutions A et B engendrent bien 
le groupe U,,_,. Il en résulte que les deux substitutions T et 7, engendrent 
toujours le groupe alternant des substitutions de leurs éléments. Elles enyen- 
drent donc la substitution (m, — 2 m, — 1 m,) qui, d’aprés P.1, fait avec 
ST une base de U,,. S, T est donc également une base de Y,, . La proposi- 
Tr 
tion II est ainsi établie. 


(Eingegangen am 1. 10. 1938.) 














Uber den Begriff 
der ..Pseudogruppe von Transformationen. 
Von 


St. Golab in Krakéw (Polen). 


Einleitung. 


Zwei unabhingige Griinde hatten zur Entstehung dieser Arbeit bei- 
getragen. Der eine war der folgende. Seit lingerer Zeit habe ich bemerkt, 
da8 in der Theorie der Transformationsgruppen manchmal mit dem Namen 
,,Gruppe“ solche Mengen von Transformationen versehen werden, die eigent- 
lich keine Gruppe bilden. Ich habe mich-also bemiiht, den Begriff der Gruppe 
so zu verallgemeinern, daB auch die erwahnten Fille in den Rahmen der 
allgemeinen Theorie einbezogen werden kénnen. 


Andererseits verursachten die in den letzten Zeiten entwickelten Unter- 
suchungen iiber die Grundlagen der Geometrien, die auf dem Begriff der 
Transformationsgruppe wurzeln, insbesondere die Entwicklung und Prizi- 
sierung des Begriffes des geometrischen Objektes, daB der klassische Begriff 
der Transformationsgruppe einigen Versuchen der Verallgemeinerung unter- 
worfen wurde. Genau formuliert und mit einem neuen Namen der ,,Pseudo- 
gruppe“ versehen, tritt diese Verallgemeinerung zum erstenmal auf in dem 
Biichlein von Veblen-Whitehead ,,The foundations of differential geo- 
metry“, Cambridge Tracts 29 (1932) auf den Seiten 37 und 38. Ferner bedienen 
sich dieses Begriffes Schouten und Haantjes in ihrer Arbeit ,,On the 
theory of the geometric object‘‘, Proc. of the Lond. Math. Soc. 42 (1937). Wie 
wir aber unten sehen werden, kann uns die Formulierung des Begriffes der 
Pseudogruppe von Transformationen, die von den erwahnten Autoren 
gegeben ist, nicht befriedigen, und zwar vom theoretischen Standpunkte aus. 


Das Ziel dieser Untersuchung ist es nun, in axiomatischer Form eine 
Prazisierung des Begriffes der Pseudogruppe von Transformationen zu geben. 
Fiir die Zwecke der Theorie der geometrischen Objekte geniigt der allge- 
meinere Begriff, der in der Gruppe I von Axiomen enthalten ist. Der 
engere Begriff der Pseudogruppe wird durch die Gesamtheit II von Axiomen 
definiert. Sie entspringt der Tendenz, eine solche Definition der Pseudo- 
gruppe zu konstruieren, welche durch einen typischen ProzeB der Ab- 
straktion (mit Hilfe einer Aquivalenzrelation) eine abstrakte Gruppe im 
klassischen Sinne einzufiihren erméglicht. Die so definierte Pseudogruppe 
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umfaBt diejenigen Fille, die bis jetzt der strengen Definition der endlichen 
stetigen Transformationsgruppe entkamen. 

Dem eigentlichen Thema geht ein einfaches Beispiel voran, welches 
zeigen soll, daB nicht jede Menge von Transformationen, die iiblicherweise 
als Gruppe erklart wird, in der Tat eine Gruppe ist. 


Ein Beispiel. 


Bezeichne x eine Variable, die alle reellen (bzw. komplexen) Werte 
durchlaufen soll. Ferner sollen «, 8, y, 6 beliebige reelle (bzw. komplexe) 
Zahlen bedeuten, die nur der Ungleichheit 








l a, B 
(1) % A + 0 
geniigen miissen. 
Wenn nun 
= _ «s+ 
: (2) haan rz+d4 


gesetzt wird, so kann man die obige Relation als Transformation im Gebiete 
des reellen (bzw. komplexen) Zahlenkérpers auffassen, die der Zahl x die 
neue Zahl  zuordnet. Durchlaufen die Parameter «, 8, y, 6 alle méglichen 
Systeme, die nur der Bedingung (1) geniigen, so bekommen wir eine Menge von 
Transformationen, von der man iiblicherweise sagt, daB sie eine Gruppe 
bildet. Es ist aber nicht der Fall. Man darf namlich nicht vergessen, daB jede 
. Funktion — und eine Transformation ist nichts anderes als eine Funktion 
spezieller Art — definitionsgemaB eine Vorschrift bildet, die jedem Element 
einer gegebenen Menge (eines sogenannten FE ristenzgebietes) in eindeutiger Weise 
ein Element eines (anderen oder desselben) Gebietes zuordnet. Im Begriff der 
Funktion steckt also das Existenzgebiet als Bestandteil. Ist die Funktion mit 
Hilfe eines analytischen Ausdrucks gegeben, so wird iibiich als Existenzgebiet 
stillschweigend dasjenige Gebiet angenommen, das aus allen diesen Werten 
der Variable besteht, fiir welche der analytische Ausdruck einen Sinn besitzt. 
Das so gemeinte Existenzgebiet kann aber willkiirlich eingeschrinkt werden, 
wenn es die Umstinde fordern. 

Kehren wir aber zu unserem Beispiel zuriick. Wenn hier keine zusitz- 
lichen Annahmen iiber die Einschrinkung des Existenzgebietes der vor- 
handenen Transformationen gemacht werden, so versteht sich von selbst, 
da8 im Falle y = 0 das Existenzgebiet aus allen Zahlen, und im Falle y + 0 


aus allen mit Ausnahme der einzigen — < besteht ). 


‘ 


1) Wir stehen hier nicht auf dem Standpunkt der projektiven Mannigfaltigkeit, 
und deswegen gibt es fiir uns keine unendlich fernen, Punkte. 








770 St. Gotgb. 


Betrachten wir jetzt die zwei folgenden Transformationen aus unserer 
Menge: 


(3) Z=+ (@=0, B=1, y=1, 6=0) 
und 
(4) z=>-—— G@=0, B=1, 7=1, 6=-)}). 





Setzen wir die beiden Transformationen zusammen (in der Reihenfolge, die 
durch die Wahl der Bezeichnungen bestimmt wird), so bekommen wir die 
Transformation : 


(5) : 


x 


&ii 


Die rechte Seite der letzten Formel darf nicht in die einfachere 
(6) * 


l—z 





umgeformt werden, und zwar deswegen, weil die Funktion (6) fiir z = 0 
erklirt ist, waihrend die zusammengesetzte Transformation (5) fiir zwei 
Werte: 1 und 0 nicht definiert ist. Die Transformation (5) gehért also nicht 
zu der Menge (2). Die Menge (2) bildet also keine Gruppe. Im ersten Augen- 
blick kénnte man glauben, da8 sich dieser Nachteil durch folgendes Verfahren 
beseitigen lieBe. Wir erweitern die Menge IM der Transformationen (2) zu einer 
Menge M’, die dadurch entsteht, daB zu M’ eine jede solche Transformation 
gehéren soll, die aus einer gewissen Transformation der Menge IM durch 
kiinstliche Einschrinkung des Existenzgebietes hervorgeht. Wird die so 
entstandene Menge Qt’ von Transformationen eine Gruppe bilden? Nach 
kurzem Uberlegen miissen wir diese Frage verneinen. Es zeigt sich namlich, 
da8 wir in eine andere Schwierigkeit hineingefallen sind: es gibt in M’ Trans- 
formationen, die sich iiberhaupt nicht zusammensetzen lassen, da der Wert- 
bereich der ersten mit dem Existenzgebiet der zweiten nichts Gemeinsames 
hat. Es wird sich zeigen, daB die Menge M’ im Sinne der folgenden Definition 
eine Pseudogruppe bildet. 


Der Begriff der Pseudogruppe bei Veblen- Whitehead 
und bei Schouten-Haantjes. 


Wie wir schon erwihnt hatten, geht die Einfiihrung des Begriffes der 
Pseudogruppe von Transformationen auf Veblen-Whitehead zuriick. 

Zwar lesen wir schon in dem Encyklopadieartikel von G. Fano®) die 
folgenden Worte: 


*) Enc. d. Math. Wiss. III A B, 4b, S. 292. 
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,Hine endliche oder unendliche Mannigfaltigkeit von Transformationen 
kann die Eigenschaft haben, daB je zwei dieser Transformationen, sofern sie 
zusammengesetzt (d.h. nacheinander ausgefiihrt) werden kénnen*), immer 
wieder eine Transformation derselben Mannigfaltigkeit ergeben“, 


in denen die Spur des Begriffes der Pseudogruppe wahrgenommen werden 
kann, zum erstenmal tritt jedoch dieser Begriff genau bei Veblen- 
Whitehead auf. Wir geben ihre Definition wértlich an: 

A set of transformations will be called a pseudogroup if it satisfies the 
conditions : 


(i) If the resultant of two transformations in the set exists, it is also 
in the set. 
(ii) The set contains the inverse of each transformation in the set.“ 


Dabei bemerken die Verfasser ausdriicklich, wann die zusammengesetzte 
Transformation existiert. Sie existiert dann und nur dann, wenn die Mengen 
Y und Y’ identisch sind, wo Y den Wertbereich der ersten, Y’ das Existenz- 
gebiet der zweiten Transformation bedeuten. 

Im Sinne der obigen Definition bildet zwar die Menge I’ aus unserem 
Beispiel eine Pseudogruppe, aber nur dank der Tatsache, daB die Definition 
in trivialer Weise erfiillt ist. Nehmen wir namlich zwei beliebige Transforma- 
tionen aus der Menge IM’, so fallt im allgemeinen Y + Y’ aus, woraus folgt, 
daB die Zusammensetzung der beiden Transformationen im allgemeinen 
nicht existieren wird. 

Schouten und Haantjes ersetzen die Bedingung (i) durch die 
folgende allgemeinere: 


»Iwo transformations give a resultant transformation‘) if and 


(i*) only if the second region of the first transformation (Y) and the 
' first region of the second transformation (Y’) have a region in 
common.‘ 


Im Sinne der letzten Definition bildet die Menge MM’ aus unserem Beispiel 
eine Pseudogruppe, und zwar nicht in trivialer Weise wie friiher. 


Hilfsbetrachtungen und Bezeichnungen. 


Bekanntlich wird die Gruppe als eine Menge von irgendwelchen Ele- 
menten definiert, zwischen welchen eine Operation der sogenannten Zusammen- 
setzung erklart ist. Diese Zusammensetzung wird iiblich als Grundbegriff 
ohne explizite Definition angenommen, der nur eine geringe Anzahl von 
Grundpropositionen (Axiomen) erfiillen soll. 


’) Die Hervorhebung riihrt von mir her. 
*) belonging to the set (meine Anmerkung). 
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Diesem Standpunkt folgend, werden wir auch den Begriff der Pseudo- 
gruppe axiomatisch feststellen. Da aber bei uns die Elemente der Grund- 
menge Transformationen sein werden, so wird der Begriff der Zusammen- 
setzung definiert und nicht als Grundbegriff angenommen. Wir beginnen 
unsere Betrachtungen mit der Angabe der Basis und der Feststellung der 
Bezeichnungen. 

Es sei ein abstrakter topologischer Raum E von Elementen irgend- 
welcher Art gegeben, in welchem der Begriff der Umgebung definiert ist. 
Wir setzen voraus, daB der Begriff der Umgebung die wohlbekannten Haus- 
dorffschen Axiome erfiillt. Damit wird also auch der Begriff der offenen 
Menge festgestellt. 

Die Elemente von E werden wir kurz Punkte nennen und mit kleinen 
lateinischen Buchstaben bezeichnen. 

Die Untermengen von E werden mit groBen lateinischen Buchstaben 
bezeichnet. Die offenen Untermengen von £ sollen mit den groBen.lateinischen 
Buchstaben D, B, U (eventuell mit Indizes versehen) bezeichnet werden. 

Wir werden eindeutige Abbildungen der Untermengen von EF auf 
Untermengen von E betrachten. Diese Abbildungen, die wir weiterhin Trans- 
formationen nennen, werden kurz mit dem Kernbuchstaben 7 symbolisiert. 
Eine jede solche Transformation 7 besitzt ihr Existenzgebiet M, das eine 
Untermenge von £ bildet. Bezeichnet x den laufenden Punkt von M, so ist 
T (x) dasjenige eindeutig bestimmte Element von FZ, das dem Element z 
auf Grund der Transformation T entspricht. Der Wertbereich von T, das 
auch Bild der Menge M vermége T genannt wird, soll mit B(M; 7) oder 
kurz B(M) oder auch B(T) bezeichnet werden. Im Bedarfsfalle wird das 
Symbol des Existenzgebietes der Transformation T hinter T in Klammern ein- 
gesetzt. T (M) bedeutet also eine Transformation, deren Existenzgebiet M ist. 

J (M) bedeutet eine identische Transformation mit M als Existenz- 
gebiet. 7,(M)=T,.(M) soll bedeuten, daB beide Transformationen 7, 
und 7’, in M zusammenfallen, d. h. daB fiir jedes z aus M: T, (x) = Tz (z) ist. 

Wir entnehmen ferner den Grundlagen der Logik und der Mengenlehre 
die folgenden iiblichen Bezeichnungen: 

lesen wir: ,,bedeutet nach Definition“, 
> Implikationszeichen, 
&: (x) bedeutet die Menge aller Elemente 7, die die Bedingung 
erfiillen, 
(3x) {(x)} bedeutet: es gibt solche z, die die Bedingung 9 erfiillen, 
aé M bedeutet: a gehért zu M, 
M, (Mz, bedeutet: M, ist eine Teilmenge von Mo, 
M +0 bedeutet: M ist eine nicht leere Menge, 
M,~- Mz bedeutet den Durchschnitt der Mengen M,, Mg. 
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Wir fiihren noch die folgenden Bezeichnungen ein. 

D€E MM soll bedeuten, daB die Menge D offen ist. 

Ist 7 (D,) eine Transformation und ist D, C D,, so bezeichnen wir 
mit 7 (D,) diejenige eindeutig bestimmte Transformation T, mit Dz, als 
Existenzgebiet, die die Eigenschaft 


(7) 2€Dz, > Tz (2) = T (2) 


hat. Da 7, durch Angabe von D, bei gegebenem T eindeutig bestimmt ist. 
diirfen wir den Index 2 bei T weglassen. Wir werden 7, (D.) kurz: ,,Ein- 
schrinkung von T auf Dz“ nennen und schreiben: T, CT. Bildet Ty eine 
Einschrankung von 7, so werden wir 7, ,,Erweiterung von T,“ nennen. Es 
soll bemerkt werden, daB, wihrend die eingeschriinkte Transformation T, 
durch Angabe von 7’; und Dy eindeutig bestimmt ist. umgekehrt die erweiterte ~ 
Transformation 7, durch Angabe von T, und D, keineswegs eindeutig be- 
stimmt ist. 


Pseudogruppen im weiteren Sinne. 


Zunichst definieren wir die Zusammensetzung von zwei Transformationen 
T,(M,) und T,(M,). Wir betrachten das Bild von M;: 


(8) B, “ B(M;;T,) 
und setzen 
(9) M,= M.- cf B,. 


Ist My leer, so kann man iiber Zusammensetzung der Transformationen 7, 
und 7, nicht sprechen. Ist dagegen: 


(10) My, + 0, 
so setzen wir: 
(11) M, = «:{T, (x) € Mo}. 


M, ist dann auch nicht leer. Wir definieren nun die neue Transformation T, 
im Gebiet Ms, wie folgt: 


(12) x €M, > 7; (2) = T2{T, (x)}. 
Wir fiihren die Bezeichnung 
(13) T; = T,:T, 


ein und nennen 7, die Zusammensetzung von 7; und T, in der Reihenfolge 
Ti» Be 

In Auffassung von Veblen und Whitehead bildet 7; nicht die Zu- 
sammensetzung von 7, und T.2, sondern die Zusammensetzung von Tf 
und 7, wenn 7 die Einschrinkung von 7, auf M; und T} die Einschrin- 
kung von T, auf Mz ist. 
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Definition. Eine Menge © von Transformationen T soll eine Pseudo- 
gruppe im weiteren Sinne heiBen. wenn folgende vier Axiome erfiillt sind: 


T(D)€Grm DEM. 

T, (D,) €6, D,c Dy, Dg EM D T, (Dz) €G. 

T, (D,)€G6, D, = B(D,; 7;), Tz (D2) €G D> T;- T; (D,) €G. 
T, (D;) €G, a@€D, > (3Do, Tz (Dz)) {Do EM, a € Do, 

Dy © Di, De = B(Do; T;), Tz (D2) €G, Tz - T; (Do) = J (Dp)}. 


Wir fiigen folgende wértliche Erliuterungen hinzu. 

Das erste Axiom sagt aus, daB zu © nur solche Transformationen ge- 
héren, deren Existenzgebiet eine offene Menge ist. 

Das zweite Axiom driickt aus, da8 die Einschrinkung einer Trans- 
formation der Pseudogruppe auf eine offene Teilmenge wieder eine Trans- 
formation der Pseudogruppe ist. 

Das dritte Axiom kann das abgeschwichte Zusammensetzungsaxiom 
genannt werden. Es besagt, daB jede Zusammensetzung von zwei Trans- 
formationen der Menge ©, insofern sie im Sinne von Veblen-Whitehead 
existiert, auch zu © gehért. Wir werden unten beweisen kénnen, daB auch 
jede Zusammensetzung im Sinne von Schouten-Haantjes zu © gehdrt. 

Das vierte Axiom endlich kann als lokale Umkehrbarkeit der Trans- 
formationen von © betrachtet werden. Es ist also schwicher als das Axiom 
(ii) von Veblen-Whitehead, das die Existenz der inversen Transformation 
im groBen postuliert. 

Wir beweisen nun (bei den oben eingefiihrten Bezeichnungen) den 
folgenden 

Satz. 

(14) T,(D,) €G, T.(D2)€G, Mz+O0DT,- T; (M3) €G. 


Beweis. Wir behaupten, daB M, eine offene Menge ist. Um dies zu 
beweisen, bestitigen wir zunichst, da8 M, offen ist. Da My den Durchschnitt 
von D, mit B, darstellt und da, wegen des Axioms 1 und der Voraussetzung 
T. (Dz) € G, Dz offen ist, so geniigt es zu zeigen, daB B, offen ist. B, ist 
aber das Bild von D, vermége der Transformation T,; D, ist offen auf Grund 
des Axioms 1. Aus dem Axiom 4 folgt aber, da8 die Transformation 7, 
im kleinen umkehrbar ist. Daraus folgt schon leicht, daB B, offen sein muB. 
Da M, nicht leer ist, was aus M, +0 unmittelbar hervorgeht, so ist My 
offen. Nun soll gezeigt werden, daB auch Ms; offen ist. Zwecks Zuriick- 
fiihrung ad absurdum nehmen wir vorlaufig an, daB Ms; nicht offen ist. Es 
gibt also einen Punkt 2), der zu M; gehért, der aber kein innerer Punkt von 
M; ist. Da definitionsgemi8 M;, einen Teil von D, bildet, so gehért z» zu 
D,, ist also in D, ein innerer Punkt. Setzen wir yo = 7, (Zo), 80 ist Yo € Mo, 
und da M, offen ist, so ist yo ein innerer Punkt der Menge My. Nehmen wir 


(I) 


PF Pr 
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eine (offene) Umgebung U des Punktes zy hinreichend klein, damit folgende 
Relationen gelten: 
(15) UcCD,; B(U; 7T;)C My. 


Es ist méglich, die erste Relation auf Grund eines der vorausgesetzten Haus- 
dorffschen Axiome zu erreichen. Da8 auch die zweite erreichbar ist, geht 
daraus hervor, daB, wenn sich U zu 2, B (U; T;) gleichzeitig zu yp zusammen- 
zieht. Die letzte Tatsache folgt wieder aus dem Axiom 4. B(U; T,) C My 
bedeutet aber, daB U C Ms, und da 2p ein innerer Punkt von U ist, so ist 
gleichzeitig z) ein innerer Punkt von M;, wider die Voraussetzung. Somit 
haben wir bewiesen, daB M, offen ist. 

Auf Grund des zweiten Axioms kénnen wir also schlieBen: 7, (M3) € G. 
Daraus folgt auf Grund des dritten Axioms, daB auch T,- 7, (M3) €G, 
was zu beweisen war. 

Bemerkung. Aus dem obigen Beweisverfahren folgt zugleich das 
folgende Nebenresultat. 

Satz. Die Transformationen der Pseudogruppe © sind notwendiger- 
weise stetig. 


Pseudogruppen im engeren Sinne. 


Der Begriff der Pseudogruppe im oben angegebenen Sinne scheint den 
Zwecken der modernen Theorie der geometrischen Objekte zu geniigen. 

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Pseudogruppe etwas 
weiter einschrinken, und zwar so, daB wir zu einem Begriff gelangen, der 
sich nicht allzusehr von dem klassischen Begriffe der Gruppe entfernen wird. 
Wir werden namlich noch zwei weitere Axiome hinzufiigen, die uns erlauben 
werden, von dem Begriff der Pseudogruppe ausgehend, mit Hilfe eines Ab- 
straktionsprozesses zu einer Gruppe im abstrakten Sinne zu kommen. 

Definition. Eine Menge 6* von Transformationen T soll eine Pseudo- 
gruppe im engeren Sinne heiBen, wenn auBer den vier friiher angegebenen 
Axiomen noch zwei weitere erfiillt sind. Zusammenfassend sollen die folgenden 
sechs Axiome angenommen werden: 


1 T(D)€GFDDEM. 
2. T,(D,) € G*, Dec Dy, De EM D T, (D2) € G*. 
3. T,(D,) € G*, Dz = B(D,; T;), T>(Dz) € G* = Ts . T,(D,) € &*. 
4. T,(D,) € G*, a €D, > (3Do, T2(Dz)) {Do EM, a € Do, Do C Dy, 
(II) D, = B(Do;T,), Tz (D2) €G*, T2- 71 (Do) =J (Do)}. 
5. T,(D,) ¢ G*, T2(D2) € G*, Ds CD, A De, Dg EM, 
T, (D3) = T; (Ds) > T, (Dy ~ Dz) = Tz (D, O Dz). 
6. T,(D,) €G*, Ds EM D [(3T2 (D2) {D, © Dz, De > Dg +9, 
T; (Dz) €G*, T;(D,)=T; (Dy)}. 
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Das fiinfte Axiom besagt, daB zwei Transformationen der Menge 6* 
im ganzen gemeinsamen Teile ihrer Existenzgebiete identisch sein miissen, 
falls sie in einer offenen Menge identisch sind. Dieses Axiom kann auch so 
ausgesprochen werden: die Erweiterung jeder Transformation 7, (D,) aus 
©* ist eindeutig durch Angabe von Dz, definiert, sobald sie zu G* selbst 
gehort. 

Das sechste und letzte Axiom sagt aus, daB jede Transformation der 
Menge &* so erweitert werden kann, daB das Existenzgebiet der Erweite- 
rung mit einer beliebigen a priori gegebenen offenen Menge etwas Gemein- 
sames hat. 

Definition. Wir sagen, daB zwischen zwei Transformationen 7, und 
T. aus G* die Relation R besteht, und wir schreiben: 


(16) T,RT, 


dann und nur dann, wenn fiir je zwei Erweiterungen Tf von T, und Tf von 
T,, die zu G* gehéren und deren Existenzgebiete einen nicht leeren gemein- 
samen Teil Dy besitzen, folgende Identitat 


(17) TT (Do) = TF (Do) 
gilt. 

Wir behaupten nun, daB die Relation (16) zwischen 7, und T, besteht, 
falls es wenigstens ein Paar von Erweiterungen Tf und Tf gibt, die den in 
der obigen Definition zur Sprache kommenden Bedingungen geniigen. 

In der Tat setzen wir voraus, daB 


T, (D,) © T#(D#), T2 (Dz) ¢ TE (DE), Do Dt a DE +0, 


8) | TeeG*, TEE6*, Tt (Do) =TF (Do), 


und nehmen zwei weitere Transformationen 7f* und T$* von den Eigen- 
schaften : 


(19) T, C T#*, T, c T3*, Dt 4 D¥* ~ Dg* + 0, TH* € G*, TE* € G*. 
Es ist zu beweisen, daB 

(20) TT* (D>) = T3* (DF) 

ist. Auf Grund des Axioms 6 gibt es in 6* eine Transformation 7; (D3), 
die eine Erweiterung von T}* darstellt und die die Eigenschaft besitzt, dab 
D* D, ~ Dy + 0 ist. Auf Grund desselben Axioms folgern wir weiter, daB 
es in 6* eine Transformation 7, (D,) gibt, die eine Erweiterung von T}* 
ist und fiir die zugleich: DD, \D + 0 gilt. Die Transformation 7’ 
als eine Erweiterung von Tf* ist zugleich eine Erweiterung von 7,. Es ist 


also 7T,(D,;)=T7,(D,). Andererseits haben wir TJ} (D,)=T7, (D,), 
T}* (D;) = T; (D,), folglich Ts (D,) = T} (D,). Nach dem Axiom 5 besteht 
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also die Identitét: T; (D, ~ D¥) = T} (D;-\ Df). Da aber DC Ds ~ D¥ 
ist, so haben wir insbesondere 7; (D) = Tf (D). Auf analoge Weise bekommen 
wir T',(D)=T}(D). Da aber D C Dz ist, so haben wir Tf (D) = T# (D), 
also T;(D)=T,(D). Daraus folgt auf Grund des Axioms 5: 7; (D3 ~ D,) 
=T,(D3~D,), also imsbesondere — da D§ CDs\D,—: T;(D*) 
=T,(D§), worin T?* (D§) = T3* (D%) enthalten ist. Hiermit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 

Wir behaupten nun, da8 die Relation R eine Aguivalenzrelation ist, 
d.h. daB sie die folgenden drei Eigenschaften besitzt: 


| I. TRT fir jedes T € G*. 
Il. 7, RT, > T,R7;. 


(21) 
| WL. 7, RTs, 7, RT; > 7, RTs. 


Die ersten zwei Eigenschaften sind in trivialer Weise erfiillt, was im ersten 
Augenblick ersichtlich ist. Einen Beweis erfordert nur die dritte Transitivitats 
eigenschaft. Wir setzen also voraus, daB 


(22) T,RT; und T,RT; 


ist. Nehmen wir solche Erweiterung T* (D¥) von 7,, fiir welche D* “* Dy 
c) D¥ + 0 gilt. Eime solche ist auf Grund des Axioms 6 in 6* zu finden. 
Ferner nehmen wir eine solche Erweiterung T¥(D¥) von T3, fiir welche 
Dy 2 Dg D§ + 0 gilt. Eine solche existiert in G* aus demselben Grunde 
wie oben. In Dy haben wir also infolge der Definition (wenn fiir TF 
T, selbst angenommen wird): T}(Do)=T2(Do), TE (Do) = Tz (Do), 
also T'¥ (Do) = T} (Do). Auf Grund des bewiesenen Hilfssatzes folgt schon 
daraus 7, R T;, was zu beweisen war. 

Die Relation R gibt uns also nach dem Vorschlag von Peano und Russell- 
Whitehead zu dem AbstraktionsprozeB AnlaB. Zu jeder T ¢ G* bilden wir 
namlich das sogenannte Abstractum von T, das wir mit U (7) bezeichnen 
und das folgendermaBen definiert wird: 


(23) U(T) “28: {8 €G*, TRS}. 


U (7) ist also die Klasse aller derjenigen Transformationen aus 6*, die mit 
dem gegebenen T in der Relation R stehen. Auf diese Weise ist 6* in Unter- 
klassen gespaltet worden, von denen je zwei kein gemeinsames Element 
besitzen. Es ist namlich eine der wohlbekannten Eigenschaften der Abstracta, 
da8 fiir zwei beliebige Abstracta &(7',) und U(7,) eine und nur eine der 
beiden Méglichkeiten: 


stattfindet. 


Mathematische Annalen. 116. 51 
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Wir erklaéren nun G als die Gesamtheit aller Abstracta. U, € G soll also 
folgendes bedeuten: 


(25) U, €@ £ (37) {T €G*, U, = A(T)}- 


Fiir die Elemente von G werden wir nun eine Zu ensetzungsrelation 
definieren und alsdann zeigen, da G eine abstrakte Gruppe im klassischen 
Sinne bildet. 

Greifen wir aus G zwei beliebige Elemente &, und YM, heraus. Es ist also 


(26) Y= U(7T,), A= A(T,), wo T,€G6*, T, €G*. 


Wir nehmen eine solche Erweiterung Tf € G* von 7, die die Eigenschaft: 
Dy & Df ~ B(D,; T;) +0 besitzt. Eine solche zu finden, ist auf Grund 
des Axioms 6 und der friiher festgestellten Tatsache méglich, daB B(D,; T,) 
€M. Wir bilden jetzt die Zusammensetzung T# - T, (D;) ““ 7; (Ds), wo 
D;, * z: {T, (x) € Do} ist. Auf Grund des bewiesenen Satzes (14) ist 
T3 - T, (Ds) € G*. Wir setzen: 


(27) U, “£ H (7s) 


und definieren U, als Zusammensetzung von YU, und Wo. 

Damit diese Definition einwandfrei sei, soll gezeigt werden, daB %(7'3) 
von der Wahl der Transformationen 7,, T, und T} wnabhdngig ist. Gehen 
wir also von einem anderen Paar von Transformationen 7, und 7, aus, die 
nur die Eigenschaft haben, daB 7, €%, und T, €%, ist. Betrachten wir 
solche Erweiterungen Tf von 7, und Tt von 7, fiir welche D¥ ~ D*¥ “vu, 
+ 0 ist. Die Existenz solcher Erweiterungen ist uns vermége des Axioms 6 
gesichert. Da fiir x € Uy: T¥ (x) = T¥ (x) ist, so kénnen wir folgende Be- 
zeichnung einfiihren: 


(28) B, * B (Uo; T#) = B(Uo; T?). 


Wir betrachten ferner solche Erweiterungen T}* von T} (also auch von T;) 
und 7#* von 7 (also auch von 7;), fiir welche 





(29) Bs * BA D* a Dt* +0 

besteht. Da U(72) = U(T.), so haben wir definitionsgema 
(30) T3* (BS) = Ty* (BY). 

Wir definieren nun: 

(31) Us * z:{2EUy, T# (x) ¢ BS} 


und betrachten die beiden Zusammensetzungen 


(32) T3*- T}(U$) und Tz Tt (UG). 
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Aus (30) und (31) folgt, daB beide Zusammensetzungen identisch sind. Daraus 
geht weiter hervor, daf 


(33) T?-T, RT: T, 


ist und da8 folglich MU (7) in eindeutiger Weise definiert ist. 

Es soll jetzt gezeigt werden, daB die Menge G mit der soeben definierten 
Zusammensetzungsvorschrift eine abstrakte Gruppe im klassischen Sinne bildet. 

Zu diesem Zweck geniigt es zu zeigen, daB die vier im § 6 der ,,Modernen 
Algebra“ von van der Waerden formulierten Bedingungen hier erfiillt 
sind. Was die erste Bedingung betrifft, haben wir dies schon gezeigt (es 
wird gefordert, daB die Zusammensetzung von zwei Elementen aus G 
wiederum zu G gehért). Die zweite Bedingung ist das Assoziativgesetz: 


(34) Us ° (A. *M) = (As *M) - WM. 


Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB die Zusammensetzung von 
Funktionen (Transformationen) diesem Gesetze unterliegt. Nehmen wir 
namlich drei beliebige Transformationen 7',, 7’, und 7’; aus 6*, die nur den 
Bedingungen geniigen, da8 


(35) B(T,:7T;) \D; + 0, B(T;)AD(T 3: T:) +0 
ist. Wir haben dann fiir alle z einer M-Menge die Identitat 
(36) T;{T2; ()} =Ts2 {7 (z)}, 


wenn 7, kurz statt T,- 7, und 73-2 kurz statt T;- 7, geschrieben wird. 

Als nichstes werden wir das Einselement € in @ definieren. Aus 
dem Axiom 4 und 3 folgt naimlich, daB zu G* gewisse (d. h. mit gewissen 
Existenzgebieten) identische Transformationen gehéren. Nehmen wir eine 
von ihnen, nennen wir sie J (U) und setzen: 


(37) €“~ aH (J). 

Es ist trivial zu bestitigen, daB die folgende Relation: 
(38) UcGod€E-A=A 

erfiillt ist. 


Hiermit ist in G die Existenz (mindestens) eines (linksseitigen) Eins- 
elementes bewiesen. 

Es bleibt uns nur noch die vierte Bedingung zu verifizieren, die besagt, 
daB zu jedem %, ausG@ mindestens ein linksseitiges Inverses U; ' in G existiert. 
Wir gehen von einem beliebigen 7, €U, aus. Nach dem Axiom 4 gibt es 
in 6* eine T,., fiir welche T,- 7, = J ist. Wir setzen 


(39) a>? * 4 (T,). 

















780 St. Golab, Der Begriff der ,,Pseudogruppe von Transformationen“. 


Man beweist nun ohne gréBere Schwierigkeiten, daB die Beziehung 


erfiillt ist. 

Hiermit sind alle vier Bedingungen erfiillt, und dies geniigt, dab G eine 
abstrakte Gruppe im klassischen Sinne ist. Daraus folgt schon die Ein- 
deutigkeit des Einselementes urd die Eindeutigkeit des Inversen 5). 

Die Axiome 5 und 6 sind ziemlich einschrankend. Aus ihnen folgt 
naimlich, daB die Transformationen der Pseudogruppe ©* im groBen umkehrbar 
sein mtissen, obwohl im Axiom 4 nur die lokale Umkehrbarkeit vorausgesetzt 
wurde. 

Die Pseudogruppe © (im weiteren Sinne) dagegen kann ganz gut auch 
solche Transformationen enthalten, die im groBen nicht umkehrbar sind. 

















5) Vgl. z. B. van der Waerden, |. c., 8.16 u. 17. 






(Eingegangen am 3. 2. 1939.) 








Berichtigung 
zu der Arbeit von B. Schoeneberg: 
.,Das Verhalten von mehrfachen Thetareihen bei Modulsubstitutionen‘*) 


Seite 514, Formel (7): lies ,,(— i)" statt ,,(—i)"* neben dem Gleichheits- 
zeichen im Zahler. 
Seite 515, Forme! IT: lies ,,(— i)” **** statt »(— sy", 








1 
Seite 515, Formel (11): ist zu streichen. 
i 
n 
Seite 516, Zeile 2: ,,und P,(n) durch n* P,(u)“ ist zu streichen. 


Seite 516, Formel (12) und Zeile 18: lies ,,i7*""c"* statt ,,(ic)’". 

L Dhec ° 

Siu seoes ff ~é)™. 

2) ist zu ersetzen durch: Da namlich # eine Form der 


Seite 520, Forme! (19): lies ,,(— i)’ 


Seite 520, Zeile 





















Stufe | ist, muB (— i)’ 1 sein. 
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